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PREMÏEUE    PAKTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


Académie  des  Sciences.  Procès-yerbalx  des  séances  de  i.Académie  tenues 
depuis  la  fondation  de  l'Institut  jusqu'au  mois  d'août  i835,  publiés 
conformément  à  une  décision  de  l'Académie  par  3IJ\I.  les  Secrétaires 
perpétuels.  Tome  I,  an  IV-VII  (ijgj-iygg).  Hendaye,  imprimerie  de 
l'Observatoire  d'Abbadia,  1910,  g^rand  in-4°,  vi-680  pages.  Tome  II, 
an  VIII-XI  (i<Soo-i8o4 j,  même  imprimerie,  766  pages,  1912.  En  vente 
chez  .M.  Gauthier-Mllars,  Paris. 

Nous  ne  pouvons  tnieiiN  faire,  pour  donner  une  idée  de  cette 
importante  et  utile  publication,  que  de  reproduire  la  Préface  placée 
à  la  tête  du  premier  Volume.  Nous  donnerons  prochainement 
l'analyse  des  deux  premiers  Tomes.  En.  L. 

Avertissement.  —  Depuis  longtemps  déjà,  les  procès-verbaux 
des  séances  tenues  par  l'Académie  des  Sciences  étaient  considérés 
comme  un  monument  des  plus  précieux  par  tous  ceux  qui  s'occu- 
pent de  l'histoire  des  sciences.  11  ne  se  passait  pour  ainsi  dire  pas 
de  semaine  sans  que  quelque  chercheur,  ou  (pielque  érudil,  vînt 
demander  à  notre  Commission  administrative  l'autorisation  de   les 
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consuller  et  de  faire  des  recherches,  presque  toujours  couronnées 
de  succès,  dans  les  Archives  de  notre  Compagnie.  Ces  procès-ver- 
baux étaient  déposés  autrefois  dans  le  cabinet  du  Secrétaire  perpé- 
tuel pour  les  Sciences  mathématiques.  Pour  écarler  tout  danger  de 
perle  ou  de  destruclion,  les  Secrétaires  perpétuels  les  avaient  fait 
transporter  à  la  Bibliothèque,  les  confiant  ainsi  à  la  garde  du  savant 
et  dévoué  bibliothécaire  de  l'Institut,  M.  Alfred  Rebellian.  Ils  ont 
pensé  qu'il  j  avait  mieux  à  faire  encore,  et  que  la  publication  inté- 
grale de  ces  documents,  d'un  intérêt  si  exceptionnel,  contribuerait 
à  mettre  en  lumière  les  travaux  de  nos  illustres  prédécesseurs  et 
permettrait  aux  historiens  de  la  Science  d'éclaircir  bien  des  points 
demeurés,  aujourd'hui  encore,  douteux  ou  obscurs.  La  tâclie  qu'ils 
avaient  devant  eux  était  immense.  Les  procès-verbaux  des  séances 
de  l'Académie  ont  commencé  à  être  tenus  régulièrement  depuis 
l'année  1666,  sauf  une  lacune  pour  les  années  1670  à  1674  inclus. 
Ils  occupent  160  registres  in-folio.  Le  nombre  des  rapports  faits 
par  les  membres  de  l'Académie  dépasse  loooo.  Ajoutons  qu'il  con- 
venait d'envisager  l'hypothèse  où,  au  cours  de  la  publication,  il 
aurait  paru  nécessaire  de  joindre  aux  procès-verbaux  eux-mêmes 
certaines  pièces  annexes,  présentant  un  intérêt  particulier. 

Nos  successeurs,  nous  l'espérons,  ne  craindront  pas  d'envisager 
cette  œuvre  dans  son  ensemble.  Pour  nous,  à  qui  le  temps  et  les 
moyens  étaient  mesurés,  il  nous  a  paru  que  nous  devions,  en  quelque 
sorte,  courir  au  plus  pressé.  Et  nous  avons  proposé  à  l'Acadé- 
mie de  commencer  par  publier  seulement  la  partie  de  nos  procès- 
verbaux  qui  s'étend  depuis  la  fondation  de  l'Institut  en  l'an  IV  de 
la  Piépublique  jusqu'à  cette  année  i835  où  a  été  inaugurée,  grâce 
à  l'initiative  d'Arago,  la  belle  publication  des  Comptes  rendus  lieb- 
domalaircs  des  séances  de  l'Académie  qui  comprend  aujourd'hui 
i5i  volumes  in-zj"  et  qui  constitue  le  [)lus  puissant  moyen  d'ac- 
tion dont  dispose  de  nos  jours  une  Société  savante.  Notre  proposi- 
tion a  reçu  de  l'Académie  l'accueil  le  plus  favorable.  Son  exécution 
;Miia  l'inappréciable  avantage  de  faire,  en  quelque  sorte,  remonter 
la  publication  des  Comptes  rendus  jusqu'à  la  date  même  delà  fon- 
dation de  rinslilul.  El  d'ailleurs,  la  partie  que  nous  avons  ainsi 
clioisif  se  rap|)()rU'  à  la  plus  belle  époque  de  la  Science  française, 
celle  où  des  hommes  lels  (jue  Lagrange,  Laplace,  Lamarck,  (^uvier, 
Monge,  etc.  faisaient  j)arlie  de  l'Académie. 
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Le  premier  Volume,  (jiie  nous  [)iiblioiis  aujourd'liiii,  comprenrl 
les  premières  ann('es  depuis  l'an  [V  jusqu'à  Tan  VII.  Il  commence 
à  nous  donner  une  idée  très  netle  du  rôle  el  des  Iravaiix  de  la  Classe 
des  Sciences  [)lijsiques  el  matliémaliques  de  l'instiuit,  dans  sa  pre- 
mière organisation. 

La  savante  Compagnie  se  réunissait  deux  fois  par  décade.  La 
séance  s'ouvrait  à  5''3o'"  du  soir  et  durait  le  plus  souvent  2  heures. 
V  cette  époque  le  [)résident  de  eliaque  Classe  était  nomuié  poursix 
mois  seulement.  Le  premier  président  élu  fut  Lagrange;  Laplace 
lui  succéda.  C'est  à  Lacepède  qu'échurent  tout  d'abord  les  fonc- 
tions de  secrétaire. 

Les  membres  se  montraient  très  assidus  aux  séances;  presque 
tous  d'ailleurs  avaient  appartenu  à  l'ancienne  Académie. 

La  Section  I  —  Malhématiques  —  comprenait  Lagrange,  La- 
place, Borda,  Lacroix,  Bossut,  Legendre,  Delambre,  tous  membres 
de  l'ancienne  Académie. 

Monge,  Le  Roj,  Carnot,  Périer,  Vandermonde  qui,  avec  Prony, 
Bonaparte,  Berthoud,  formaient  la  Section  II  —  Arts  mécaniques 
—  avaient  également  appartenu,  à  des  titres  divers,  à  l'Académie 
des  Sciences. 

La  Section  III  —  Astronomie  —  était  uniquement  composée 
d'anciens  académiciens  :  Lalande,  Méchain,  Le  Monnier,  Cassini, 
Pingre,  G.  de  Borj,  Messier,  Jeaui^it. 

La  Section  IV  —  Physique  expérimentale  —  comprenait  deux 
membres  nouveaux,  Paul  Levêque  et  L.  Lefèvre-Gineau,  à  côté 
des  académiciens  Charles,  Cousin,  Brisson,  Coulomb,  Rochon. 

Guy  ton  de  Morveau,  Berthollet,  Fourcroy,  Pelletier,  également 
académiciens,  formaient  la  Section  V  —  Chimie  —  avec  deux 
membres  nouveaux,  Bayen  et  Vauquelin. 

La  Section  VI  —  Histoire  naturelle  et  Minéralogie  —  com- 
prenait d'Arcet,  Haiiy,  Desmarels,  Duhamel,  à  côté  de  deux  mem- 
bres nouveaux,  Dolomieu  et  Lelièvre. 

La  Section  VII  —  Botanique  et  Physique  végétale  —  compre- 
nait cinq  membres  de  l'ancienne  Académie  :  Lamarck,  Desfontaines, 
Adanson,  Laurent  de  Jussieu,  L'Héritier,  à  côté  d'un  membre  nou- 
veau, Ventenat. 

La   Section  VU!    —    Anatomie   et   Zoologie   —    comptait   un 
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membre  nouveau  de  grande  ilhislralion,  Cuvier,  qui,  avec  Richard, 
venait  s'adjoindre  à  quatre  académiciens:  Dauheulon,  Lacepède, 
Tenon,  Broussonel. 

La  Section  IX  —  Médecine  et  Chirurgie  —  était  celle  qui, 
avec  la  suivante,  comprenait  le  plus  de  membres  nouveaux  :  des 
Essartz,  Halle,  Pelletan,  Lassus,  à  côté  de  Sabatier  et  de  Portai. 

Enfin  la  Section  X  —  Economie  rurale  et  Arts  vétérinaires  — 
comprenait  deux  académiciens  :  Tliouin  et  Tessier,  à  côté  de  Gil- 
bert, Huzard,  Gels  et  Parmentier. 

Gette  énumération  suffit  à  montrer  qu'après  deux  ans  d'inter- 
règne, l'ancienne  Académie  renaissait  toute  entière  pour  former  la 
Classe  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  l'Institut 
nouvellement  créé.  Personne  du  reste  ne  s'y  trompa.  On  avait  sup- 
primé l'Académie  des  Sciences  pour  obéir  à  un  principe  général. 
On  fut  heureux  de  saisir  l'occasion  qui  s'offrait  de  la  rétablir. 

On  conçoit  que  la  réunion  de  tant  de  savants,  qui  possédaient 
déjà  des  traditions  académiques,  dutbeaucoiqi  (aciliterle  travail  de 
la  Gompagnie  renaissante.  Aussi,  dès  les  premières  séances,  nous 
voyons  les  membres  de  la  Glasse  discuter  avec  précision  les  propo- 
sitions (|ui  leur  sont  soumises,  aboutir  rapidement  à  des  solutions 
praticjues,  donner  au  Gouvernement  les  avis  qu'il  demande  sur  une 
foule  de  questions,  prendre  connaissance  des  Ouvrages  qui  leur 
sont  présentés,  examiner  et  discuter  les  travaux  qui  leur  sont  sou- 
mis, soit  par  des  confrères,  soit  par  les  correspondants  et  les 
savants  étrangers  à  l'Académie. 

Plusieurs  rapports  étendus,  insérés  dans  les  procès-verbaux, 
retiendront,  aujourd'hui  encore,  l'attention  et  l'intérêt  du  lecteur. 
L'  Vcadémie  accueille  volontiers  les  jeunes  talents.  Si  les  Gommis- 
saires,  qu'elle  choisit  toujours  avec  l'attention  la  plus  scrupuleuse, 
ont  à  signaler  quelque  défectuosité  dans  le  Mémoire  qui  leur  est 
soumis,  leurs  critiques,  toujours  inspirées  par  le  souci  de  la  vérité 
et  de  la  rigueur,  sont  empreintes  de  la  plus  grande  bienveillance 
et,  le  plus  souvent,  accompagnées  d'encouragements. 

Les  i-apports  de  couliance  rpii  s'étaient  établis  eutre  les  acadé- 
miciens, et  (|iii  a\;ii('ul  été;  interrompus  pendant  la  louiinenle, 
reprennent  tout  naturellcmenl.  Dès  qu'un  membre  de  la  (Classe  est 
souffrant,  le   |)résident  ilélègue  un  ou   deux   confrères  pour  aller 
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prendre  de  ses  nouvelles,  f^es  discnssions  se  inainliennent  sur  le 
terrain  purement  scientifique.  La  Compagnie  reprend,  avec  les 
savants  des  aulies  nations,  les  relations  amicales  et  courtoises  qui 
distinguaient  déjà  l'ancienne  Académie.  Elle  leur  fait  volontiers  les 
honneurs  de  ses  séances.  Elle  a  soin  d'ailleurs  de  renommer 
d'abord  les  anciens  associés  étrangers  de  l'Acndémie  :  Jose[)h 
Banks,  Priestley,  Herschell,  Pallas,  auxquels  elle  ajoute  deux 
membres  nouveaux  :  Maskelyne  et  Cavendish. 

La  publication  que  l'Académie  a  entreprise  paraîtra  donc,  nous 
l'espérons,  pleinement  justifiée,  et  nous  avons  confiance  que  cette 
impression  se  confirmera  de  plus  en  |)lus  à  mesure  que  paraîtront 
les  volumes  suivants.  Mais  elle  présentait,  on  doit  le  reconnaître, 
des  difficultés  de  plus  d'un  genre. 

D'abord  il  fallait  trouver  des  ressources  pour  une  entreprise  aussi 
étendue.  Cette  difficulté  a  été  levée  de  deux  manières.  En  premier 
lieu,  1  Institut,  à  deux  reprises  différentes,  nous  a  accordé  une  sub- 
vention sur  les  fonds  Debrousse,  et  nous  espérons  qu'il  voudra  bien 
nous  continuer  son  appui. 

En  second  lieu,  nous  avons  pu  réduire  beaucoup  les  frais  de  la 
publication,  grâce  à  l'initiative  qui  a  été  prise  par  M.  l'abbé  A. 
Verscliaflel.  L'infatigable  directeur  de  l'Observatoire  que  l'Acadé- 
mie possède  à  Abbadia  a  bien  voulu  mettre  à  la  disposition  de 
l'Académie,  et  dans  les  conditions  les  plus  favorables,  l'imprimerie 
qu'il  a  installée  à  côté  de  son  observatoire  et  qui,  depuis  8  ans,  a 
publié  neuf  volumes  de  la  belle  série  de  ses  observations  méri- 
diennes. 

Une  autre  difficulté,  plus  grande  qu'on  ne  pourrait  le  supposer, 
subsistait  encore.  Les  procès-verbaux  ont  été  transcrits  par  des 
employés  souvent  ignorants,  à  tpn  il  est  arrivé  plus  d'une  fois  de 
défigurer  les  noms  propres,  et  même  le  sens  des  phrases.  Heureu- 
sement, grâce  au  zèle  et  à  l'activité  d'un  ancien  employé  de  Tlns- 
titul,  M.  Maindron,  auquel  nous  sommes  heureux  de  lendre  un 
hommage  tardif,  nos  archives  ont  été  remises  en  bon  ordre.  Elles 
contiennent  le  plus  souvent  les  minutes  du  Secrétaire  de  l'Acadé- 
mie, d'après  lesquelles  ont  été  rédigés  les  procès-verbaux. 

11  y  avait  là  une  précieuse  res-^ource  que  l'on  n'a  eu  garde  de 
négliger.  Elle  ii  permis  de  procéder  à  une  revision  du  texte  du  ma- 
nuscrit et  des  épreuves  d'imprimerie.  Ce  travail   fort  délicat  a  été 
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exécuté,  sous  noire  direclion,  p;ir  M.  Mavcau,  cliaii;é  de  la  rédac- 
tion des  Comptes  rendus  actuels,  par  M.  l'ahbé  A.  Verselialïel, 
par  son  frère  M.  l'abbé  G.  Verschallel  et  par  M.  Germain  de  Saint- 
Pierre.  Je  suis  heureux  tie  leur  adresser,  à  tous,  les  bien  vifs 
remercîments  de  l'Académie. 

Gaston  Darboux, 
Secrétaire  perpétuel  pour  les  Sciences  mathématiques. 


DUHEiNI  (PiKRRE).  —  Traité  d'Énergétique  ou  dr  Thermodynamique 
GÉNÉRALE,  i  lomcs  gr.  in-8.  Tome  I  :  Conservation  de  l'énergie- 
Mécanique  rationelle.  Statique  générale;  \\-Si%  pages.  Tome  II  : 
Dynamique  générale.  Déplacement  de  l'équilibre.  Conductibilité 
de  la  chaleur.  Stabilité  de  l'équilibre  ;  iv-5o4  pages.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  191 1. 

Dans  de  nombreux  Ouvrages  et  Mémoires,  M.  Duhem  a  cherché, 
avec  le  succès  qu'où  sait,  à  rattacher  les  diverses  théories  de  la 
Physique  à  l'Energétique  générale.  Il  nous  offre,  dans  ce  Traité, 
un  exposé  très  a|)profondi  des  principes  mêmes  de  celle  Science. 
M.  Duhem  reste  ici  fidèle  à  la  méthode  purement  synthétique  qu'il 
suit  habituellement  et  (|u'il  a  expliquée  et  préconisée  dans  son 
Ouvrage  :  La  Théorie  physique,  son  objet  et  sa  structure.  Les 
j)rincipes  fondamentaux  nous  apparaissent  comme  y>osés  a  priori 
et  arbitrairement  :  les  conséquences  en  sont  logiquement  déduites 
par  une  analyse  mathématique  rigoureuse,  et  c'est  l'accord  final 
(le  ces  conséquences  avec  l'expérience  qui  justifie  la  légitimité  des 
|)rincipes. 

«  Ges  principes  sontde  jMirs  postulats  ;  nous  pouvons  les  énoncer 
comme  il  nous  plaît,  pourvu  (pie  l'énoncé  d'aucun  d'entre  eux  ne 
soit  contradictoire  en  sol  et  que  les  énoncés  des  divers  principes 
ne  se  contredisent  pas  les  uns  les  autres. 

«  Le  caractère  auquel  on  reconnaîtra  (pic  Vcnsemble  des  prin- 
cipes ainsi  formulés  constitue  une  bonne  théorie  physi(pio  est  le 
suivant  :  eu  appli(juant  cet  ensemble  de  principes  à  des  formules 
(pii  représentent  des  lois  expérimentales  exactes,  on  en  tire  de 
nouvelles  formules  cpii,  à  leur  tom-,  représentent  d'autres  lois 
expérimentales  exactes. 
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«  Le  contrôle  expérimental  de  l'ensemble  des  principes  de 
l'Energéiicpic  est  ainsi  le  seul  crilériiim  de  vérité  de  celle  doc- 
trine. » 

Si  une  telle  méthode  peut  paraître  un  peu  artificielle  à  celui  qui 
aborde  pour  la  première  fois  l'élude  de  la  Physique  théorique,  en 
revanche  le  lecteur  à  qui  cette  Science  n'est  pas  étrangère  ne 
jioiirra  qu  admirer  une  synthèse  aussi  lumineuse. 

Lorsqu'on  veul'tirer,  de  |)rincipes  généraux,  des  conséquences 
sinq)les  et  fécondes  en  même  temps  (|ue  rigoureuses,  on  est  souvent 
amené  à  ne  les  appliquer  qu'à  certains  systèmes  satisfaisanl  à  des 
conditions  restrictives  :  la  théorie  perd  ainsi  en  généralité  ce  qu'elle 
gagne  en  portée.  M.  Duhem  ne  fait  les  hypothèses  restrictives  que 
le  plus  lard  possible  et  pour  ainsi  dire  au  fur  et  à  mesure  des 
besoins.  Ce  souci  constant  de  la  plus  grande  généralité  possible  et 
de  la  rigueur  logique  est  un  des  principaux  caractères  de  l'Ouvrage. 

FI  n'est  pas  possible  d'analvser  en  quelques  pages  toutes  les 
matières  traitées  dans  ces  deux  Volumes,  ni  surtout  de  donner  une 
idée  de  la  discussion  approfondie  qui  accompagne  chaque  question. 
Contentons-nous  de  choisir  quelques  points  |iarticulièremenl 
importants  et  essayons  de  les  exposer,  en  nous  efforçant  de  ne  pas 
tiop  les  mutiler  sous  prétexte  de  les  résumer. 

La  notion  d"É.\ERGiE  ijvterae  d'un  système  esl  la  première  et 
l'une  âes  plus  importantes  dont  fait  usage  la  Thermodynamique. 
Etant  donné  un  système  dans  un  état  e  et  animé  d'un  mouve- 
ment a,  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  postule 
l'existence  d'une  grandeur  E(e,  jx),  dépendant  de  Télat  e  du 
système  et  de  son  mouvement  a,  qui  garde  une  valeur  invariable 
dans  toute  modification  du  système  supposé  isolé  dans  l'espace. 
La  quantité  E(e,  <j.)  se  nomme  énergie  totale  du  syslème  :  sa  valeur 
n'est  évidemment  déterminée  qu'à  une  constante  additive  près. 

En  Énergétique,  le  mot  mouvement  du  système,  désigné  par  la 
lettre  u.,  s'entend  au  sens  de  mouvement  général  :  un  svslème  est 
dit  en  mouvement  général  lorsc|ue  ses  propriétés  physiques  varient 
d'un  instant  à  l'autre,  alors  même  (|ue  toutes  ses  parties  matérielles 
resteraient  immobiles  :  ainsi  un  corps  immobile  (jui  voit  varier  la 
température  de  ses  divers  points  est  le  siège  d'un  a  mouvement 
thermique»;    une  phase   homogène  constituée    par    un   mélange 
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d'oxygène,  d'hydrogène  et  de  vapeur  d'eau  est  animée  d'un 
«  mouvement  chimique  ■>■>,  si  sa  teneur  en  eau  varie  par  \a  combi- 
naison d'une  partie  des  éléments,  ou  par  la  dissociation  d'une 
certaine  quantité  de  vapeur.  On  voit  qu'un  mouvement  général 
peut  exister  sans  qu'il  v  ait  aucun  mouvement  de  matière,  au  sens 
habituel  du  mot.  Pour  désigner  ce  dernier  mouvement,  c'est-à-dire 
le  changement  de  lieu  dans  l'espace,  on  réservera  les  mots  «  mou- 
vement local  »,  et  la  lettre  A. 

L'énergie  totale  E(e,  ;i.)  va-t-elle  dépendre  d'une  façon  quel- 
conque de  l'état  du  système  et  de  son  mouvement  général? 
M.  Duhem,  dans  cet  Ouvrage,  limite  ses  recherches  aux  systèmes 
vérifiant   certaines    restrictions,    et    eu    particulier    la    suivante   : 

L'énergie  totale  eut  la  somme  de  deux  termes 

E(e,  ix)  =  U(e)4-  K(X), 

dont  le  premier  U(e)  ne  dépend  que  de  /V.tat  du  système  et 
point  de  son  mouK^ement  général  ni  local ^  et  dont  le  second  KÇh) 
ne  dépend  que  du  mouvement  local  et  point  de  l'état  ni  du 
mouvement  général. 

U(e)  s'appellera  V énergie  interne  ou  énergie  potentielle  du 
système;  K.(X)  s'appellera  son  énergie  cinétique. 

Ainsi,  tandis  que  le  mouvement  local  donnera  lieu  à  une  cer- 
taine énergie  K.()>),  le  iwowxemeul  général  n'en  engendrera  aucune. 
(Considérons,  par  exemple,  un  corps  immobile  animé  d'un  mouve- 
ment thermique  :  son  énergie  totale  E  peut  bien  dépendre  de  la 
température  S  de  ses  diverses   parties,  par  le  terme  t)(e),  mais 

elle  ne  dépendra  aucunement  de  la  vitesse —;- avec  laciuelle  varie 

cette  température,  car  ni  U  ni  K.  n'en  dépendent. 

La  précédente  restriction  nous  oblige  à  laisser  en  dehors  de 
notre  étude  une  foule  de  systèmes,  et  en  particulier  tous  les  sys- 
tèmes où  l'électricité  est  en  mouvement  :  car  le  mouvement  de 
l'électricité,  même  sans  aucun  mouvement  local,  donne  lieu  à  une 
énergie  électrocinétique.  Il  restera  néanmoins  nombre  de  svslèmes 
intéressants,  notamment  ceux  dont  s'occupe  l'H vdrodvuatnicpie, 
la  théorie  de  l'Elasticité  et  la  Mécanique  chimique,  qui  comptent 
parmi  les  principales  applications  (pie  iVL  Duhem  ait  en  vue, 
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Que  sont  ces  deux  termes  U  et  K  dont  la  somme  représente 
l'énergie  totale  du  système?  L'énergie  cinétique  K(a)  se  confond 
avec  \di  force  vice  représentée  par  l'intégrale 


K=-   I  (ii--i-v--T- w^)  dm, 


où  (i^  c,  iv  représentent  les  composantes  de  la  vitesse  absolue  de 
l'élément  dm.  Quant  à  l'énergie  interne  U(e),  c'est  une  fonction 
parfaitement  déterminée  de  l'état  du  système,  dont  la  forme  est  à 
définir  dans  chaque  cas.  Envisageons,  en  particulier,  un  système 
isolé  S  susceptible  d'être  lui-même  subdivisé  par  la  pensée  en  deux 
systèmes  indépendants  Sa  et  S^;,,  dont  nous  désignerons  respecti- 
vement les  étals  par  A  et  B.  Sans  faire  aucune  hypothèse,  nous 
pouvons  toujours  écrire  l'énergie  interne  L(S)  du  système  S  sous 
la  forme 

U  (  S  ;  =  U«(  A  )  +  Ufti  B  )  -f-  WaU^'.  B), 

où  Urt(A)  et  L)(!,(B)  désignent  respecli\ement  l'énergie  interne  du 
système  S^  et  celle  du  système  S^  pris  chacun  isolément.  La  quan- 
tité ^'aè(A,  B),  définie  par  celle  égalité  même,  reçoit  le  nom 
d^énergie potentielle  mutuelle  des  deux  systèmes. 

Supposons  maintenant  que  le  système  total  S  se  compose,  non 
plus  de  deux,  mais  de  n  systèmes  indépendants  S),  So,  .-.,  S,,, 
dont  les  états  sont  respectivement  e,,  e-^-i  ..-,  e„.  Nous  pouvons 
écrire  son  énergie  interne  U(S)  sous  la  forme 

U(S)  =  U,(e,)-+-U2(e2)^...— U„(e„)-^^t'(ei,e2,  ■■■^en), 

[Jj(e,)  désignant  l'énergie  interne  du  système  S,  considéré  isolé- 
ment. Pour  l'énergie  potentielle  mutuelle  ^'(e,,  ^2.  ...,  e/z)  ainsi 
définie,  on  fait  toujours  l'hypothèse  qu'elle  égale  la  somme  des 
énergies  potentielles  mutuelles  de  ces  systèmes  pris  deux  à  deux 

vr(e,,  Ci,  ....  en)  ^^Wpç(ep,  e^). 

C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  Mécanicpie  céleste,  on  prend  pour 
l'énergie  potentielle  mutuelle  de  /i  points  matériels  l'expression 

'•p<i 
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où  K  est  une  conslante  positive  et  /y,,/ la  distance  des  deux  masses 
nip  et  niq. 

Une  seconde  notion  ca|)itale  en  Energétique  est  celle  de  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  par  un  système.  Envisageons  une  modi- 
fication qui  fait  varier  de  dU  l'énergie  interne  du  système,  et  de  û^K 
son  énergie  cinétique;  si,  dans  cette  modification,  les  «  actions 
extérieures  »  ont  accompli  un  travail  S,  la  quantité 

Q  =  G  _  f/K  —  d\] 

définit  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  en  la  modi- 
fication considérée. 

Ceci  a  trait  à  une  modification  réelle.  Prenons  maintenant  une 
modification  virtuelle,  dans  laquelle  l'énergie  interne  varie  deoU; 
désignons  par  C  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures,  et  par 

le  travail  virtuel  des  actions  d^inertie.  Par  définition,  la  quantité 

Q  =  G-f-T  — SU 

représente  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  en  la 
modification  virtuelle  considérée.  Cette  définition  concorde  avec 
la  précédente,  puisque,  lors  d'une  modification  réelle,  le  travail  t 
des  actions  d'inertie  égale  la  diminution  —  c/K  de  la  force  vive. 

Appliquons,  en  particulier,  cette  définition  à  un  système  formé 
d'un  ensendjle  de  corps  solides  invariables  et  libres,  tels  que  ceux 
qu'étudie  la  Mécanique  rationnelle.  Ecrivant  qu'en  toute  modifi- 
cation virtuelle  d'un  tel  système  la  quantité  de  chaleur  dégagée  est 
nulle,  nous  obtenons  l'équation 

G-i-T  — oU  =  o. 

L'énergie  interne  U  du  système  de  corps  se  réduisant  à  leur  énergie 
potentielle  mutuelle,  nous  reconnaissons  là  Véquation  générale 
de  la  Dynamique^  celle  que  les  Traités  de  Mécanique  rationnelle 
déduisent  habituellement,  avec  Lagrange,  de  la  combinaison  du 
principe  de  d'Alcmbert  avec  celui  des  vitesses  virtuelles.  Tout  le 
corps  (le  docirinc  de  la  jMécaiiiquc  ralionnellc  appuiaît  ainsi  comme 
une  branche  très  particulière  de  rEncrgélique  générale. 
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l^arnii  les  grandeurs  qui  servent  à  définir  l'étal  d'un  svstènie,  la 
température  joue  un  rôle  tout  particuliei-.  Tout  d'abord,  tant 
qu'on  n'a  j)as  défini,  comme  W.  Thomson  l'a  fait  le  premier,  ce 
qu'il  faut  entendre  par  température  absolue^  celte  grandeur  n'ap- 
paraît pas  comme  susceptible  dètre  mesurée^  mais  plutôt  cotée  ou 
repérée:  d'une  façon  générale,  on  peut  re|)résenter  la  température 
par  un  nombre  algébrique  H  satisfaisant  aux  seules  conditions  sui- 
vantes :  i^en  deux  points  également  chauds  il  a  la  même  valeur; 
2°  en  deux  points  inégalement  chauds,  il  a  des  valeurs  différentes, 
la  plus  grande  correspondant  au  point  le  plus  chaud. 

Il  est  clair  que  toute  fonction 

uniforme,  continue  et  croissante  peut,  tout  aussi  bien  que  f),  per- 
mettre de  repérer  les  températures.  On  conçoit  donc  l'existence 
d'une  infinité  d'  «  échelles  thermométriques  »  pouvant  servir  à 
définir  la  température  '^.  On  fera,  une  fois  j)our  toutes,  choix 
d'une  de  ces  échelles. 

Le  rôle  tout  spécial  qui  incombe,  en  Energétique,  à  la  tempéra- 
ture amène  à  1  importante  notion  de  défimtioa  >'0rmale  de  l'état 
d'un  sjstème.  Pour  plus  de  simplicité,  supposons  qu'il  s'agit  d'un 
système  dont  toutes  les  parties  sont  portées  à  une  même  tempéra- 
ture ?j,  et  dont  l'état  puisse  être  représenté  par  un  nombre  limité 
de  variables  indépendantes 

j)armi  lesquelles  figure  la  température.  L'ensemble  des  n  variables 
y.i,  ao,  ....  y.,;,  constitue  ce  que  ^L  Duhem  appelle  l'eVa^  abstrac- 
tion faite  de  la  température.  \^di  modification  virtuelle  la  plus 
générale  du  système  résulte  d'un  changement  d'état  (abstraction 
faite  de  la  tem|)éralure)  accompagné  d'un  changement  de  tempé- 
rature sans  changement  d'état. 

On  dit  que  le  système  est  >'ouAr\LEME^ï  nÉFi.M  lorsqu'un  chan- 
gement de  température  sans  changement  d^ état  n^ entraine 
aucun  travail  des  actions  extérieures. 

Lorsqu'on  aura  donné  la  définition  d  un  système,  on  devra  tou- 
jours énoncer  explicitement  si   Ion   suppose  que   cette   définition 
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est  normale,  car  c'est  là,  en  effet,  une  hypothèse  d'où  découlent 
pour  le  système  d'importantes  conséquences. 

Les  variables  qui  donnent  d'un  système  une  définition  normale 
sont  dites  variables  normales. 

C'est  ainsi  que,  pour  le  fluide  homogène  qu'étudie  la  Thermo- 
dynamique élémentaire,  les  deux  variables  «  température,  volume  » 
sont  des  variables  normales  ;  il  n'en  est  pas  de  même  des  deux 
variables  «  température,  pression  ».  En  efTel,  pour  un  pareil  fluide, 
un  changement  de  température  sans  changementde  volume  n'amène 
aucun  travail  extérieur,  tandis  que  ce  travail  n'est  pas  nul  si  la 
température  varie  à  pression  constante.  De  même,  pour  une  phase 
telle  que  l'étudié  la  Mécanique  chimique,  les  variables  «  tempé- 
rature, volume  »  joinles  aux  variables  qui  définissent  sa  compo- 
sition chimique  donnent  une  définition  normale. 

Prenons  un  svstème  normalement  défini  par  sa  température  .^7  et 
par  d'autres  variables  normales.  Imposons-lui  une  modification 
virtuelle  qui  se  réduii  à  un  simple  changement  de  température  o2r, 
sans  changement  d'étal.  Dans  cette  modification,  le  système  dégage 
une  quantité  de  chaleur  qu'on  peut  écrire 

Q  —  —  co"^; 

le  coefficient  c  se  nomme  capacité  calorifique  normale  à.w  système. 

Un  postulat  fondamental,  dû  à  Helmhollz,  énonce  que  toute 
capacité  calorifique  normale  est  essentiellement  positive. 
M.  Duhem  insiste  sur  ce  point  que  c'est  là  un  postulat  autonome 
qui  ne  découle  pas  forcément  du  principe  de  Garnot,  comme 
Helmholtz  semble  l'avoir  pensé. 

Voici  une  très  importante  propriété  des  systèmes  dont  la  défi- 
nition est  normale.  Soit  S  un  système  formé  de  deux  parties  indé- 
pendantes Sfl,  Sft.  Son  énergie  interne  L  (S)  est,  nous  l'avons  vu, 
la  somme  de  trois  termes 

U(S)  =  U«(A)-+-U^(B)  +  iF„/,fA,B); 

si  les  étals  A  et  B  des  systèmes  Srt  et  S*  ont  reçu  tous  deux  une 
définition  normale,  l'énergie  potentielle  mutuelle  ^Vab  de  ces 
deux  systèmes  ne  dépend  pas  de  leurs  températures  et  ne  dé- 
pend que  de  leur  état  abstraction  faite  des  températures. 

Bien  entendu  celte  propriété  fondamenlale  s'élcnd  à  un  sys- 
tème S  formé  d'un  nombre  quelconque  de  parties  indépendantes. 
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Considérons  un  svslèmc  qui  décrit  un  Cycle  de  Cornol.  c'esl- 
à-dire  (|ui  subil  une  niodificiition  ré^'ersible  fermée,  composée  de 
deu\  uiodificalions  adiabaliques  et  de  deuv  modifications  isother- 
niiques  accomplies  aux  températures  ?jq  et  !^i  ('^(^<i.:2i). 

Soient  Qo  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  à  la  tem- 
pérature ^0,  et  Q,  celle  dégagée  à  la  température  S?,.  Le  rapport 

^      Qo+Q.      ,  _^  Qo 

porte  le  nom  de  coejjicient  économique  du  cycle. 

Le  «  théorème  de  Sadi  Carnot  »  nous  apprend  que  tous  les 
cycles  de  Carnot  décrits  entre  les  mêmes  températures  limites 
27o,  S?,  ont  même  coefficient  économique.  M.  Duhem  fait  découler 
ce  théorème  célèbre  de  deux  postulats  distincts  auxquels  il  donne 
le  nom  de  postulat  de  R.  Clausius  et  Ae postulat  de  \V.  Tliomson. 

Le  coeflicient  p  ne  dépendant  que  des  températures  ^o,  3>|,  on 
peut  écrire 


Q 


l-=/(2;o3o; 


-Qc 
si  Ion  remarque  que  la  fonction  f  {?jq^  S?,)  est  de  la  forme 

où  le  numérateur  ï,  ne  dépend  que  de  la  température  S7|  et  où  le 
dénominateur  Tq  ne  dépend  que  de  la  température  Sq?  '^n  est  con- 
duit, avec  W.  Thomson,  à  rinq)or tante  notion  de  température 
absolue.  La  température  absolue  se  trouve  ainsi  complèlemeiil 
définie  à  un  facteur  constant  arbitraire  près  :  l'usage  est  de  déter- 
miner ce  facteur  de  telle  manière  que  Féchelle  des  températures 
absolues  soit  centigrade,  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  les  nom- 
bres qui  mesurent  les  températures  absolues  de  la  «  glace  fon- 
dante »  et  de  1'  «  eau  bouillante  »  diffèrent  de  100  unités. 

L'emploi  de  l'échelle  absolue,  dont  nous  ferons,  dorénavant, 
constamment  usage,  permet  de  donner  du  théorème  de  Carnot 
l'énoncé  définitil  suivant  :  Pour  tout  cycle  de  Carnot  décrit 
entre  les  températures  absolues  To  et  T,,  on  a  l'égalité 

^  -  ^  =  o. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,   t.  XXWII.  (Janviei"  igi.''.)  2 
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Imaginons  que,  dans  un  pareil  cycle,  les  deux  lempéralures  T,,, 
T,  tendent  vers  une  même  limite  T,  les  deux  modificalions  adiaba- 
tiques  tendant  à  se  réduire  à  zéro  :  nous  obtenons,  à  la  limite,  un 
cycle  isothermique  l'éversible,  parcouru  tout  entier  à  la  temjiéra- 
ture  T,  et  ramenant  le  système  à  son  état  initial.  Le  théorème  de 
Carnot  nous  apprend  que,  dans  un  tel  cycle,  la  quantité  totale  de 
chaleur  dégagée  par  le  système  est  nulle  :  il  en  est  par  suite  de 
même  du  travail  î?  des  actions  extérieures^  équivalent  à  cette  quan- 
tité de  chaleur. 

Un  procédé  de  démonstration  bien  connu  permet  de  déduire  de 
là  qu'e/i  une  modification  isothermique  réversible  (non  fermée) 
faisant  passer  le  système  cV un  état  o  à  un  état  i,  le  travail 
extérieur  Î5  est  égal  à  la  variation  cV une  jonction  {\  ne  dépen- 
dant que  de  Vétat  du  système.  Si  le  système  est  normalement 
défini  par  sa  température  absolue  T  et  par  son  état  e  abstraction 
faite  de  la  température,  nous  écrirons 

G  =  g(e„T)-(|(eo,T), 

ou,  pour  une  modification  élémentaire, 

^  =  <i  r  y , 

l'indice  ï  de  la  lettre   o  rappelant  qu'il   s'agit  d'une   modification 
isothermique. 

Si  à  cette  modification  isothermique,  qui  consiste  en  une  varia- 
tion oe  de  l'état  abstraction  faite  de  la  température,  nous  super- 
j)Osons,  dans  le  but  d'obtenir  la  modification  la  plus  générale,  une 
variation  oT  de  la  température,  cela  n'amène  aucun  nouveau  tra- 
vail extérieur,  parce  que  le  système  est  normalement  déjini. 
(^'expression  de  ce  travail  extérieur  reste  donc 

(s   =   û|-  (j    =:   0[)   —  -;^  0  I  . 

Cette  égalité  montre  qu'à  la  fonction  (J  (e,  T)  on  peut  toujours 
ajouter  une  fonction  arbitraire  '}(T)  de  la  température,  car,  en 
posant 

,f(c,T)  =  (jXc,T)-}-^(T), 
on  obtient 

0  1 
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Celle  équalion  (1)  délermine  le  travail  aceompli  par  les  actions 
extérieures  en  une  uiodification  virtuelle  réversible  absolument 
quelconque  :  elle  est  donc  la  condition  cV équilibre  du  système 
normalement  défini.  Son  analogie  avec  l'équation  fondamentale 
de  la  Statique  rationnelle  conduit  à  donner  à  la  fonction  ^  le 
nom  de  potentiel  thermodynamique  iivteune  du  système. 

La  fonction  «j/ (ï)  est,  jusqu'ici,  tout  à  fait  arbitraire.  Il  convient 
de  la  choisir  de  façon  à  faire  acquérir  au  polentiel  iherinodjna- 
mique  interne  Q -\-  '},  de  nouvelles  propriétés  intéressantes. 

Faisanl  décrire  au  système  un  cycle  de  Garnot  dont  les  deux 
isotliermes  T  et  T  +  dT  correspondent  à  des  températures  infini- 
ment voisines,  l'applicalion  à  ce  cycle  du  lliéorème  de  Carnot  con- 
duit à  celle  importanle  conclusion  :  la  quantité 

(^)  U-g  +  T^^ç(T) 

ne  dépend  que  de  la  température  T  du  système. 
On  délermine  alors  la  fonclion  '}(T)  par  l'équalion 

(3)  cf(T)  =  ^(T)-T^'(T,), 

ce  qui,  d'après  l'égalité  (2),  donnera  pour  expression  de  l'énergie 
interne  U  (e,  T) 

(4)  ^  =  ^'-'^%- 

En  une  modification  virtuelle  élémentaire  issue  d'un  élal  d'équi- 
libre, la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  est 

Q  =  5  — SU; 

les  égalités  (i)  et  (4)  nous  montrent  que  celte  quantité  de  cbaleur 
est  connue  dès  c|ue  l'on  connaît  le  potentiel  thermodynamique 
interne  .f.  Comme,  d'autre  part,  on  sait  écrire  aussi  la  condition 
d'équilibre  (i),  on  peut  dire  que,  si  l'on  connaît  la  forme  du  polen- 
tiel thermodynamique  interne  ^{e,  T)  du  système  normalement 
défini.,  l'étude  mécanique  et  calorimétrique  de  ce  système  en 
équilibre  est  achevée.  A  ce  litre,  le  polentiel  thermodynamique 
interne  mérite  le  nom  de  ionctiojv  caractéuistique  du  système, 
nom  qui  lui  a  été  donné  par  F.  Massieu. 

L'énergie  interne  U   n'est   délinie  c[u'à   une  constante  addilive 
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près  A;  il  en  est  donc  de  même  de  la  fonction  'f  (T)  définie  par 
Tégalilé  (2)  ;  Tégalité  (3)  nous  montre  alors  qu'à  •}  (T)  on  peut 
toujours  ajouter  une  fonction  linéaire  A  -+-  BT  :  on  voit,  par  suite, 
que  le  potentiel  thermodynamique  interne  ^  n'est  défini  qu'à  une 
fonction  linéaire  près  (d'ailleurs  arbitraire)  de  la  température 
absolue. 
Posons 

(o)  S(e,T)= — 

Cetle  dérivée  partielle  (changée  de  signe)  de  S  par  rapport  à  la 
température  absolue,  la  définition  du  système  étant  normale, 
est  une  fonction  bien  déterminée  de  Tétat  de  ce  système  qui  reçoit 
le  nom  d'E^TROPiE.  L'égalité 

qui  donne  la  chaleur  dégagée  dans  une  modification  virtuelle  réver- 
sible, devient,  en  tenant  compte  de  (i),  de  (4)  et  de  (5), 

(6)  Q  +  TSS  =  o, 

et  la  relation  (4)  elle-même  devient 

,f  =  U  —  TS. 

Dans  une  modification  réversible  quelconque  faisant  passer  le 
système  d'un  état  o  à  un  état  i,  l'égalité  (6)  permet  d'écrire 

0 

(7)  2T  =  S(^«'To)-S(e„T,); 

1 

et,  ])Our  un  cycle  réversible  fermé,  on  aura  légalilé  de  Clairaut 

Les  égalités  (-)  et  (8)  n'ont  été  établies  (ju'en  supposant  cjue  le 
système  a  reçu  une  définition  normale  :  elles  ne  sont  donc  appli- 
cables à  un  système  cpie  s'il  est  susceptible  dune  telle  définition  ; 
mais  s'il  remplit  cette  condition,  on  peut  les  lui  applic|uer  lors 
même  qu'on  le  supposerait  défini  de  quelque  autre  manière. 

(considérons  deux  syslèmes  indépendants  que  nous  désignerons 
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respectivement  par  les  indices  (i)  et  (2)  ;  ces  deux  systèmes  sont 
portés  à  une  même  température  T,  et  constituent  par  leur  ensemble 
un  système  unique  auquel  nous  appliquerons  l'indice  (1,  2).  Nous 
supposons  que  chacun  de  ces  systèmes  a  reçu  une  définition  nor- 
male. L'énergie  interne  Ujo  du  système  (  i ,  2)  peut  s'écrire 

comme  les  systèmes  sont  normalement  définis,  le  |30tenticl  mutuel 
^^12  des  deux  systèmes  partiels  (i)  et  (2)  ne  dépend  pas  de  la 
température  T.  Si  l'on  pose 

on  reconnaît  aisément  que  cette  quantité  3^,2  peut  être  prise  comme 
potentiel  thermodynamique  interne  du  système  (i,  2).  L'entropie 
du  système  total  (1,2) 

peut  alors  s'écrire 

Si2=  Si+  S2; 

elle  est  la  somme  des  entropies  des  systèmes  (1)  et  (2). 

Appliquons  les  [)rincipes  précédents  à  un  système  holonome  dont 
la  définition  normale  soit  donnée  par  n  +  i  variables  indépen- 
dantes 

«1,     ao,      ...,     a„,     T, 

au  nondjre  desquelles  figure  la  température.  Le  potentiel  thermo- 
dynamique interne  est  une  fonction  uniforme  de  ces  variables 

.T(ai,  ao,  ..  .,  a„,  T). 

En  une  modification  virtuelle  élémentaire  issue  d'un  état  d'équi- 
libre, le  travail  extérieur  est  susceptible  de  la  (orme 

G  =  Al  07]  +  A2  Û22-+-. .  .-t-  A„  oa„, 

A/  désignant,  par  définition,  Vaction  extérieure  relative  à  la 
variable  a,  ;  il  n'y  a  pas,  dans  G,  de  terme  en  ôT  puisqu'une  varia- 
tion de  la  seule  température  n'amène  aucun  travail  extérieur,  les 
variables  étant  normales. 
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J^'éfinalioii  (i)    fuiirnil   mit'   atilre   expression    du   même    iravail 
exli'rieur 

L"  =  ot  J"  =  — -oa,-;-  - — 00L2  +  .  .  .H-  - — oa„. 
c^a,  dot.!  OT-n 

L'idenlification    comliiii  aux   équations  d' équilibre    du  sys- 
tème 

(9)  Ai=-; — ,  A--,=  - — j  '••y  A,j  =  - — j 

qui  fournissent  les  valeurs  des  aclions    extérieures   capables    de 
inainlenir  le  syslème  en  équilibre   dans  l'état  (ai,  ao,  .  .  .,  a^,  T). 
Considérons,  outre  l'état  (a,,  ao,  .  •  .,  «/mT)  du   système,   deux 
autres  états  voisins  de  celui-là 

oLi-h  dxi.         %i-\- doL-i^         ...,         in-y- cl:i,i,         T; 
ai^Sxi,  a2-f-ôa2,  •••>         "^n-^^^n^  T; 

la  température  étant  la  même  dans  ces  trois  étais;  désignons  par 

Ai4-rfAi,         A2-4-fl^Ao,  ...,         A„-+-rfA„; 

A,  +  8Ai,         A24-8Â2,  ...,        A„-H-5A„ 

les  actions  capables  de  maintenir  le  système  en  équilibre  dans  les 
deux  nouveaux  élats.  Les  équations  (9)  dilTércnliées  donnent 
n  équations  de  la  forme 

d\i  = dxx  -h  - — -—  rfa,  + .  .  .  H- ^ —  rfa„. 

Multipliant  ces  //  équations  respeclivement  par  oa,,  ûa^,  .  .  .,  oa,, 
et  ajoulani,  on  voit  immédiatement  que  le  second  membre  est 
symétrique  par  rapport  aux  lettres  d  et  d.  (>ela  permet 
(l'écrire 

d\i  oa,  -+-  dXi  oao  -)-...  -h  d\n  S^/j  =  ôA,  doii  -h  8A2  f/oto  -l-  .  .  .  -t-  oA„  doL,,. 

Cette  égalité  iraduit  la  loi  de  réciprocité^  énoncée  sous  sa 
forme  générahî  par  Lord  l\ayleigh,  et  dont  les  applications  sont 
nou'breuses.  Envisageons,  par  exemple,  un  cylindre  homogène 
étiré  ci  tordu  ;  supposons  que  la  torsion  du  cylindre  diminue  lors- 
(pi'on  augmcnic  le  poids  {(Miscur  s;ins  faire  varier  le  conj)lc   <pii  le 
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tord  ;  inversement  le  cylindre  se  raccourcira  si,  maintenant  le 
poids  tenseur  invariable,  on  augmente  le  couple  de  torsion. 

A  partir  d'un  état  d'équilibre  (a,,  y.o,  ,..,  a„,  T)  du  système 
imposons-lui  une  modification  virtuelle  quelconque  (oa,,  oa^,.  .  ., 
oxn,  ^T)  et  écrivons  la  quantité  de  cbalenr  dégagée  sous  la 
forme 

Q  =—  (pi  ôai-h  p2  oa.2-t-. .  .-+-  ,o«  ûx„-i-  c  oT). 

Les  coefficients  oi  et  c,  se  nomment  les  coefficients  calorifiques 
normaux  du  système;  le  coefficient  c  n'est  autre  que  la  capacité 
calorifique  normale  :  celle  qui,  d'a|irès  le  postulat  de  Helmholtz, 
est  toujours  positive.  L'identification  de  cette  valeur  de  Q  avec 
l'expression  précédemment  écrite  [équation  (6)] 

0=— ToS 
=      ^°dT 
fournit  les  valeurs  suivantes  des  coefficients  calorifiques  : 

'  O'Xi  0  1  d  1  - 

D'après  les  équations  d'équilibre  (9),  le  coefficient  0/  peut 
encore  s'écrire 

si  ce  coefficient  est  nul,  -j^  l'est  également.  On  peut  donc  énoncer 

ce  théorème  :  Si  la  chaleur  dégagée  lorsque  la  variable  r^ 
varie  seule  est  nulle,  V action  A/  correspondante  ne  dépend  pas 
de  la  température.  Vavcxem[)\e,  un  fil  élastique  dont  l'allonge- 
ment à  température  constante  n'est  accompagné  d'aucun  dégage- 
ment (ou  absorption)  de  chaleur,  est  indilatable  par  une  élévation 
de  température. 

Lorsque  tous  les  coefficients  0/  sont  nuls,  le  système  est  dit 
isothermo-isentropique,  parce  que,  dans  toute  modification  iso- 
thermique réversible  (ÔT  =  o),  on  a  Q  :=  o  et,  par  suite,  oS  =  o. 
Pour  un  système  isothermo-isentro|)i(jue,  toutes  les  actions  exté- 
rieures Ai  sont  indépendantes  de  la  température. 

Tout  ce  qui  précède  fait  ressortir  l'importance  de  la  définition 
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normale  d'un  sjslème.  Lorsque  les  variables  ne  sont  plus  nor- 
jnales,  il  ne  suffit  plus,  en  général,  de  connaîlre ///?e  A-e^Je  fonelion 
de  ces  vaiiables,  pour  pouvoir  achever  l'étude  mécanique  et  calo- 
rimétrique du  système.  Toutefois  certaines  variables  non  nor- 
males ]o\ù?,seul  de  cette  importante  propriété:  telles  sont,  en  par- 
ticulier, les  variables 

Al,     A2,     . . . ,     A„,      1 , 

les  A/ étant  les  actions  extérieures,  liées  aux  variables  normales 
par  les  équations  d'équilibre  (9).  Avec  ces  variables,  dites  varia- 
bles inverses,  le  rôle  de  fonction  caractéristique  est  joué  par  la 
fonction  suivante 

je(A,,  A2,  .  .  .,  A„,  T)  ==  ^(a,,  ao ,  a„,  T)  -  A,  a,  — Ao^a  — .  .  .-  A„a„. 

Reprenons  un  système  défini  par  les  variables  normales  (a,, 
ao,  . . . ,  a,^,T)  et  maintenu  en  équilibre  |)ar  les  actions  extérieures 
(A,,  Ao,...,  A,,).  Supposons  que  ces  actions  éprouvent,  à  tempé- 
rature T  constante,  des  variations  (r/A, ,  dK>^,  .  . .  ,  dA,i),  qui  seront 
appelées  actions  perturbatrices. 

Il  en  résultera  pour  les  variables  normales  des  variations  (dy.,, 
d'x.,^  . . . ,  <^/a,j),  dont  l'ensemble  peut  être  appelé  une  perturbation 
de  l'état  d'équilibre.   La  quantité 

t  =  d\  1  doii-h  (tXi  (ta.2  -f- .  .  .  +  dAn  din 

se  nomme  le  travail  perturbateur  relatif  à  celte  perturbation. 

On  dit  qu'un  système  vérifie  la  loi  du  déplacement  isother- 
mique de  Céquilibre  lorsque  toute  perturbation,  efiectuée  à  tem- 
pérature constante,  fait  prendre  au  travail  perturbateur  une 
valeur,  infiniment  petite  du  second  ordre,  qui  so'xl positive. 

11  ne  .serait  pas  exact  de  regarder  la  loi  du  déplacement  isother- 
mique de  ré(juilibre  comme  une  loi  générale  de  la  nature,  assimi- 
lable |)ar  exemple  à  la  loi  de  Lenz  pour  l'induction  éleclrodyna- 
mique.  Et,  en  effet,  il  peut  se  faire  qu'un  même  .système  vérifie 
cette  loi  lorsqu'il  a  reçu  une  certaine  définition  normale,  et  qu'il 
n(;  la  vt-rifie  plus  lorsqu'il  a  reçu  une  autre  définition  normale. 
C  «st  ainsi,  par  exemple,  (pi  Un  gaz  homogène  cpii  suit  la  loi  île 
Maiiotle  se  conforme  à  la  loi  du  déplacement  isotliermicpie  de 
l  équilibre  s'il  est  défini  par  les  variables  normales  «  température, 
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volume  spéciri(|iie  »  ;  il  ne  la  vérifie  |)lii.s  si  ce  sonl  les  variables 
normales    «  lempératiire,  densité  »  qui  servent  à  le  définir. 

Quoi  qu'il  en  soil,  la  loi  du  déplacenienl  isothern)ique  de  l'c^qui- 
libre  esL  1res  souvent  vérifiée  par  les  systèmes  qu'étudie  le  physi- 
cien, et  elle  entraîne  d'intéressantes  conséquences.  L'une  des  plus 
importantes  est  la  loi  du  déplacement  de  V  équilibre  par  variation 
de  température^  qu'on  peut  formuler  ainsi  :  On  fait  varier  de 
â?T  la  température  d'un  système  en  maintenant  invariables  les 
actions  qui  le  maintiennent  en  équilibre;  ce  système  éprouve  un 
certain  changement  d'état;  si  ce  même  changement  d'état  se  yjro- 
duisail  à  température  constante,  il  lui  correspondrait  un  dégage- 
ment de  chaleur  de  signe  contraire  à  r/T. 

Par  exemple,  si  un  fluide  homogène  se  dilate  par  une  élévation 
de  température  à  pression  constante,  la  chaleur  de  dilatation  de  ce 
lluide  est  positive,  et  inversement. 

D'autres  corollaires  de  la  loi  du  déplacement  isothermique  de 
l'équilibre  sont  fréquemment  utilisés  en  Mécanique  chimique  :  les 
loi^  du  déplacement  de  Véquilibre  chimique  sous  volume  con- 
stant, ou  sous  pression  cojistanle,  ou  par  variation  de  pression 
ont  une  importance  capitale. 

Nous  nous  sommes,  jusqu'ici,  exclusivement  préoccupés  de 
Véquilibre  des  systèmes.  Abordons  maintenant  l'étude  de  leur 
mouvement^  eu  envisageant  tout  d'abord  le  cas  simple  d'un  sys- 
tème de  température  uniforme  :  la  température  T,  variable 
d'ailleurs  d'un  instant  à  l'autre,  sera  supposée  la  même  en  tous  les 
points  du  système.  Nous  supposons  toujours  que  les  n  -t-  i  va- 
riables 

ai,      as,      ...,     a„,     T 

définissent  normalement  le  système,  dont  J(a,,  a^,  a„,  ...,  T) 
représente  le  |)Otentiel  thermodynamique  interne.  La  condition 
générale  d'équilibre  du  système  s'obtient,  nous  le  savons,  en  écri- 
vant qu'en  toute  modification  virtuelle  l'égalité 

(.)  G  =  o^"-^5T 

est  satisfaite.  Cette  égalité  (i)  résume  toutes  les  lois  de  l'équilibre; 
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peuL-on  rélenJre  de  manière  à  obtenir  une  formule  (jui  résumerait 

de  même  toutes  les  lois  du  mouvement? 

En  Mécanique  rationnelle,  \c  Principe  de  d' A lembert  pevmel 
de  passer  ainsi  de  la  Statique  à  la  D_)nami(|ue  :  il  consiste  à  rem- 
placer, dans  Téquation  générale  d'équilibre,  le  travail  virtuel  G  des 
actions  extérieures,  [)ar  la  somme  G  +  t  du  travail  virtuel  G  des 
actions  extérieures  et  du  travail  virtuel  t  des  actions  d'inertie. 

Le  même  procédé  va-t-il  réussir  ici?  Obtiendrons-nous  les  lois  du 
mouvement  en  écrivant  qu'en  toute  modification  virluelle  l'égalité 

do;  (5 -i- T  =  o-î  — -^  oT 

est  vérifiée?  Il  n'en  est  ainsi  que  pour  des  systèmes  très  particuliers 
dits  sans  viscosité.  Mais  pour  la  plupart  des  systèmes  cette  éga- 
lité (lo)  ne  peut  être  conservée  comme  loi  générale  du  mouve- 
ment; elle  doit  être  modifiée.  On  lui  substituera  l'égalité 

(II)  G  +  T  +  A  =  o.7-^ÔT, 

dans  laquelle  le  terme  complémentaire  A  prend  le  nom  de  travail 
virtuel  de  la  viscosité. 

Quelle  forme  convient-il  de  donner  à  ce  terme  c'R?  On  fait  à  ce 
sujet  une  série  d'bypotlièses  dont  voici  les  principales. 

Tout  d'abord  le  travail  de  viscosité  S\  est  supposé  fonction  linéaire 
et  homogène  des  quantités  qui  définissent  la  variation  virluelle  : 

<'tl  =/i  oai  H- /a  oao  -4- .  .  .  +/„  oa„, 

éi|uation  où  Ton  n'a  |)as  mis  de  terme  en  oT,  la  viscosité  étant 
sup[)0sée  n'effectuer  aucun  lra\ail  dans  un  simple  changement  de 
température  sans  changement  d'état.  Les  coefficients/,  se  nomment 
actions  de  viscosité;  ils  dépendent  de  l'état  (a,,  y..,,  . . .,  a«,  T)  du 
système  et  de  ses  «  vitesses  générales  )>  (a'j,  a',,  .  .  .,  a^'^,  T')  : 

ils  ne  dépendent  p:js  de  la  position  absolue  que  le  système  occupe 
dans  l'espace,  et  s'annulent  si  toutes  les  «  vitesses  générales  »  sont 
nulles.  Le  travail  de  viscosit*'  >'R  est  nul  diiis  toute  modification 
virtiiclb;    se     i('duisant    à    un     iléplaccnicnl    (rcnscmble.    Enfin    ce 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES.  27 

travail  de  viscosité  A  est  négatif  ou  nul  dans  toute  modification 

IIÉELLE. 

Aux  précédenles  lijpollièses,  I^ord  Rayleigli  eu  ajoute  une  autre, 
en  admettant  l'existence  à\\'c\e  fonction  dissipative  ï;,  dépendant 
de  l'état  du  système  et  de  ses  vitesses  générales,  et  telle  (|u'on  ait 

L'érpiation  générale  (i  i)  contient  d'une  façon  linéiiire  et  homo- 
gène les  «quantités  infiniment  |)etites  oa,,  oa^,  ...,  oa^.  Elle  doit 
être  vérifiée  quelles  que  soient  ces  variations.  L'identification 
conduit  donc  à  n  équations  différentielles  qui  sont  les  équations 
de  mouvement  du  système  :  comme  ces  n  équations  renferment 
n -\- \  inconnues  a,,  ao,  ...,  a„,  T,  elles  ne  suffisent  pas,  à  elles 
seules,  pour  déterminer  entièrement  le  mouvement  général  à 
partir  de  conditions  initiales  données  :  il  faut  leur  adjoindre  une 
relation  supplémentaire  qui  consistera  par  exemple  à  se  donner 
la  température  T  en  fonction  du  temps,  ou  encore  à  se  donner  une 
relation  entre  les  variables  T,  a,,  ao,  ...,  y.,i  et  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  certain  ordre.  Moyennant  l'adjonction  d'une  telle 
relation  supplémentaire,  le  problème  du  mouvement  se  Irouve 
entièrement  déterminé. 

Par  définition,  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  en 
une  modification  virtuelle  a  pour  expression 

Q  =  Eh-x  — SU. 

En  tenant  compte  des  égalités  (4),  (11)  et  (5),  celle  égalité  se 
transforme  en  la  suivante 

Q  =  — ToS  — A, 

où  S  représente  l'entropie. 

Gomme  en  loute  modification  réelle  .il  est  essentiellement  né- 
gatif ou  nul,  nous  concluons  qu'en  toute  modification  réelle  on  a 

Q  +  TrfS^o. 

d'où  l'on  déduit,  avec  Glausius,  que  pour  un  système  isolé,  ou 
plus  généralement  pour  un  système  dont  toute  modification  réelle 
ne  dégage  aucune  chaleur,  l'entropie  ne  peut  Jamais  décroître. 
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Jiis(|u'ici  la  lonipéralure  de  noire  système  a  été  supposée  uni- 
forme, et  il  V  a  lieu  de  s'aflVanchir  de  celte  restriction.  Une 
première  généralisation  consiste  à  considérer  un  système  ^  formé 
de  plusieurs  parties  indépendantes  Sa,  ^b,  •••,  ^/  dont  chacune  est 
portée  à  une  température  uniforme  T^,  Ti,  ...,  T/,  ces  tempéra- 
tures variant  d'ailleurs  d'un  des  systèmes  parliels  à  Tautre,  et 
variant  avec  le  temps.  Donnant  aux  quantités  relatives  à  chaque 
système  le  même  indice  qu'à  ce  système  lui-même,  nous  appelons 
Ca,  ei,,  ...,  <?/,  les  états  abstractions  faites  des  températures  des 
systèmes  Sa,  §bj  ■••■,^1,  supposés  normalement  définis.  Ces  étals 
ea,  e/,,  ...-,(^1  définissent  pour  le  système  ^  un  état  e  abstraction 
faite  des  températures  de  ses  parties. 

Nous  savons  que  l'énergie  interne  U  du  système  >>  est  donnée  par 
l'égalité 

(12)         U(e,Ta,T/„  ...,T/j 

=  Ua(e,„  Ta)  +  U/,(e/„  T/,)  +. . .+  U/(e/,  T/)  +  W{e), 

l'énergie  potentielle   mutuelle  W  ne  dépendant  que  de  l'état  e  et 
nullement  des  températures  T^,  Tj,  . . .,  T/. 

On  est  alors  conduit  à  prendre,  pour  potentiel  thermodynatnique 
interne  du  système  .8,  la  quantité 

(i3)         ^(e,T„,T6,  ...,T/) 

=  ^a(ea,  T„)  +  ^/,(ef„  T/,)-h...-^^,(e,,  T/)  -f-  W(e). 

Et  alors  il  viendra  ré(|ualion  fondamentale  généralisée,  remplaçant 
l'équation  (i  i), 

(i4)  5  +  ^  +  ,(i  =  ô-f  _  i^  ÔT„  _  ^  8T,  - . . . -  ij-  ST,, 

Ûïa  01/,  OT/ 

dans  laquelle 

désigne  le  travail  total  de  viscosité  du  système. 

Nous  définissons  l'entropie  du  système  total  comme  étant  la 
somme  des  entropies  des  systèmes  partiels 

(ij)    b{e,  lu,  1/.,  ...,  l,)  =  b„-i-b/,-h...-h  S/= TT rr •••— -7F-- 

01  a  Olfj  dli 
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Les  expressions 


des  quantités  de  chaleur  dégagées  |)ar  les  diverses  parties  du 
système  conduisent,  pour  la  quantité  totale  de  chaleur  dégagée  [)ar 
le  système  entier,  à  l'égalité 

=  — T„  oSa— TftôS/,  — .  .  .—  T/oS/— A^j  — c'îli  — ...— c'il/. 

Pour  un  système  qui  subit  une  modilication  réelle  adiahatique 
(Q  =  o),  tous  les  ^  sont  négatifs  ou  nuls  :  il  vient  donc  l'inégalité, 
généralisant  celle  de  Clausius, 

Ta  d'$>a  -f-  T^  d^h  -i- . .  .  -i-  T/  </S/  ^  o  ; 
on  ne  peut  plus  aflirmer  que  l'enlropie  totale 

S  =  Sa-i-S6-+-...-t-S/ 

ne  décroit  jamais. 

Lorsque  les  systèmes  partiels  'èai  ^bt  •••i  ^h  toujours  portés 
chacun  à  une  température  uniforme,  ne  sont  plus  indépendants 
ruais  sont  soumis  à  des  liaisons  qui  les  obligent  à  rester  en  contact 
entre  eux,  les  choses  sont  un  peu  moins  simples.  Moyennant  cer- 
taines hypothèses,  on  peut  encore  définir,  pour  le  système  total, 
une  énergie  interne,  un  potentiel  thermodynamique  interne,  une 
entropie,  par  des  égalités  analogues  à  (12),  (i3)  et  (i5).0n  écrira 
de  même  une  équation  générale  du  mouvement  analogue  à  (i4); 
mais,  dans  cette  équation,  le  terme  t'I  contiendra,  en  outre  du 
travail  des  actions  de  «  viscosité  intrinsèque  »  des  diverses  parties, 
le  travail  des  actions  de  «  viscosité  aux  divers  contacts  ». 

On  sait  ce  qu'il  faut  entendre  pAv  quantité  de  chaleur  dégagée 
par  le  système  en  une  modification  virtuelle.  Mais  un  point  fort 
délicat  se  présente  lorsqu'il  s'agit  de  définir  la  quantité  de  cha- 
leur dégagée  par  cuAcuiNK  des  pauiies  du  système  :  on  peut,  de 
cette  quantité,  donner  deux  définitions  di (Jérentes^  dont  l'une 
est  due  à  M.  Duheni  et  dont  1  autre  a  été  proposée  par  .M .  Jouguel. 

Celle    de    M.    Duheni    ollre    cet    avantage    que    la    (juantité   de 
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chaleur  dégagée  par  le  sjslème  lolal  est  la  somme  des  quantilés 
dégagées  par  les  systèmes  partiels.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  la 
définition  de  M.  Jouguet  qui  localise,  sa/'  les  contacts  mêmes,  une 
portion  de  la  chaleur  totale  dégagée.  Par  contre,  la  méthode  de 
M.  Jouguet  permet  une  généralisation  plus  complète  des  inégalités 
de  Glausius.  Au  reste,  les  deux  définitions  coïncident  toutes  les 
fois  que  le  travail  des  actions  de  «  viscosité  aux  contacts  »  est  nul, 
ce  qui  arrive  en  particulier  si  les  parlies  en  contact  ne  glissent  pas 
les  unes  sur  les  autres. 

Si  l'on  suppose  que  chacun  des  systèmes  partiels  rS^.  .Sô,  ...,  ^/ 
devient  infiniment  petit,  leur  nombre  devenant  infiniment  grand, 
on  peut,  par  un  passage  à  la  limite,  aborder  l'étude  d'un  système 
continu  dans  lequel  la  température  varie  d'un  point  au  point  voisin. 
Une  discussion  approfondie  et  certaines  hypothèses  sont  alors 
nécessaires  pour  prouver  que  les  intégrales  définies  en  lesquelles 
se  transforment  les  seconds  membres  des  égalités  (i  2),  (i3)  et  (i5) 
ont  un  sens  bien  déterminé  et  peuvent  servir  ei  définir  lénergie 
interne,  le  potentiel  thermodynamique  interne  et  Tenlropie  du 
système  continu. 

Ces  définitions  une  fois  justifiées,  M.  Duhem  écrit  l'équation 
fondamentale  rjui,  pour  les  systèmes  continus,  généralise  l'équa- 
tion (14)5  el,  par  une  élégante  analyse  ressortissant  au  calctd  des 
variations,  en  déduit  les  é(pialions  aux  dérivées  partielles  du  mou- 
vement :  la  méthode  fournit  du  même  coup  les  «  équations  indé- 
finies »  et  les  «.  équations  aux  limites  ». 

Lors(pril  s'agit  de  définir  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par 
UKE  PARTIE  du  systèmc,  on  retrouve,  bien  entendu,  l'ambiguïté 
déjà  signalée.  Toutefois  les  deux  définitions,  celle  de  M.  Duhem 
et  celle  de  M.  Jouguel,  coïncident  pour  toute  partie  infiniment 
petite  du  système  qui.ne  touche  aucune  sur/ace  de  discontinuité  : 
une  telle  partie,  en  elfet,  ne  glisse  pas  sur  les  parties  voisines,  et 
il  n'y  a  aucun  «  travail  de  viscosité  au  contact  ».  Pour  les  portions 
infiniment  j)ctites  qui  touchent  à  une  surface  de  disconlinuilé  le 
long  de  hupudle  il  y  a  glissement,  il  n'y  a  (|uc  «  quasi-équiNalcnce  » 
des  doux  dt-finitions,  M.  Jouguet  localisant  une  partir  du  dégage- 
ment de  clialeur  sur  la  surface  même  de  discontinuité-,  tandis  que 
AJ.  hulicm  lii  localise  tout  entière  dans  les  éléments  de  volume 
voisins  de  cette  surface. 
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Dans  rétiide  d'un  système  de  température  uniforme,  nous  avons 
vu  r|ue  les  équations  de  mouvement  déduites  de  l'équation  fonda- 
mentale (il)  ne  suffisent  généralement  pas  à  elles  seules  pour 
déterminer  complètement  le  mouvement  général  du  système,  et 
qu'il  faut  leur  adjoindre  une  relalion  supplémentaire.  Dans  le  cas 
d'un  système  formé  de  parties  à  des  températures  difTérenles,  il 
faut  autant  de  relations  supplémentaires  qu'il  y  a  de  tempéialures 
distinctes;  et,  pour  un  système  où  la  tem[)érature  varie  d'une  fa- 
çon continue,  il  en  faut  une  infinité. 

Il  est  un  cas  intéressant  où  l'on  sait  écrire,  au  moins  d'une  ma- 
nière formelle,  ces  relations  supplémentaires,  c'est  celui  où  la 
chaleur  se  propage  uniquement  par  conductibilité.  Bornons- 
nous  ici  au  cas  classique,  étudié  par  Fourier,  du  problème  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  de  la  température  sur  un  corps  inva- 
riable de  forme  et  de  position  :  les  relations  supplémentaires,  qui 
deviennent  alors  les  seules  équations  du  problème,  sont: 

i"  En  chaque  point  intérieur,  l'équation  <c  indéfinie  »  des  tem- 
pératures, qui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Fourier; 

2"  En  chaque  point  de  la  surface  frontière,  la  «  condition  aux 
limites  »  qui  correspond  au  problème  particulier  envisagé. 

Sous  la  condition  fju'une  certaine  forme  quadratique  soit  définie 
positive,  ce  problème  admet  une  solution  unique  et  bien  déter- 
minée, à  partir  de  conditions  initiales  données.  M.  Duhem  étudie 
avec  détails  la  stabilité  de  cette  solution. 

Ce  pi-oblème,  relativement  simple,  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  thermiques  amène  naturellement  l'Auteur  à 
aborder  l'étude,  beaucoup  plus  complexe,  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  en  général,  étude  à  laquelle  il  consacre  les  trois  derniers 
Chapitres  de  son  Ouvrage. 

Pour  les  systèmes  de  la  Mécanique  rationnelle,  on  connaît  une 
condition  qui  suffit  à  assurer  la  stabilité  de  l'équilibre  :  cette  con- 
dition est  donnée  par  le  théorème  bien  connu  énoncé  par  Lagrange 
et  démontré  avec  rigueur  par  Lejeune-Diriclilet. 

La  recherche  de  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  est 
beaucoup  plus  ardue.  Les  théorèmes  les  plus  précis  et  les  j)lus 
étendus  à  ce  sujet  sont  dus  à  MM.  A.  Liapounolf  et  J.  Hadamard. 

Lorsqu'un  système,  animé  d'un  mouvement  de  lotalion  uniloinie 
autour  d'un   axe,   se  trouve   en  équilibre  relatif,    trois  critères, 


32  PREMIÈRE    PARTIE. 

auxquels  M.  Duhem  donne  les  noms  de  W.  Tliomson,  H.  Poincaré 
et  A.  Liapouuoff,  permeltent  d'affhiner,  sous  certaines  conditions, 
la  stabilité  de  cet  équilibre  relatif. 

Ces  théorèmes  et  ces  critères  de  stabilité  d'un  système  mécanique 
s'appliquent-ils  aux  systèmes  plus  généraux  qu'étudie  la  Thermo- 
dynamique? Dans  quelle  mesure  peut-on  les  étendre  à  la  stabilité 
des  systèmes  continus  dont  lélalne  peut  pas  être  défini  au  moyen 
d'un  nombre  limité  de  variables?  A.  ces  questions,  M.  Duhem 
répond  d'une  façon  aussi  complète  que  possible,  en  prenant  tou- 
jours soin  d'énoncer  rigoureusement  toutes  les  hypothèses  et 
restrictions  qu'exige  chaque  généralisation  pour  être  légitime. 

L'aperçu  qui  précède  aura  peut-être  donné  une  idée  de  la  variété 
et  de  l'importance  des  questions  qu'expose  le  Traité  d'Energé- 
tique. Encore  ai-je  dû  me  borner  à  n'indiquer  que  les  grandes 
lignes,  sans  m'arréter  aux  détails.  Or,  les  détails,  ainsi  que  la  mi- 
nutie et  la  rigueur,  ne  sont  pas  une  des  moindres  qualités  d'un 
Ouvrage  où  tous  les  principes  de  la  Science  énergétique  sont 
soumis  à  une  sévère  critique.  C'est  qu'en  effet  le  l^ivre  tout  entier 
est  consacré  bien  plus  à  l'étude  et  à  la  discussion  a|)profondie  des 
Principes  qu'à  leurs  applications  à  l'Hydrodynamique,  à  l'Elas- 
ticité, ou  à  la  Mécanique  chimique.  Les  applications  de  ces  prin- 
cipes et  leurs  conséquences,  M.  Duhem  nous  les  a  d'ailleurs  fait 
connaître  dans  de  précédents  Ouvrages. 

11  convieni,  en  terminant,  de  signaler  la  grande  clarté  d'exj)o- 
sition  et  la  façon  lumineuse  dont  sont  présentées  les  (jucslions  les 
plus  ardues.  Le  lecteur  est  toujours  reconnaissant  à  l'auteur  qui 
lui  épargne  l'elfort  d'une  lecture  pénible. 

11.    \  l•.ll(;^E. 
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Tbe  Methou  of  Archimeues  kecentlv  discovered  bv  Heiberg.  a  Supplé- 
ment to  The  Works  of  Archiinedes  1897.  Edited  by  Sir  Thomas 
L.   Heatli.  i  vol.  in-S",  J2  pages.     Cambridge  :  at  thc   University  Press, 

Tout  le  monde  connaît  la  découveiHe  (aile  en  1906,  dans  la 
bibliollièqne  de  Jérusalem,  par  M.  J.  I^.  Heiberg^  d'un  précieux 
palimpseste  où  le  savant  érudil  danois  a  pu  déchiffrer  plusieurs 
traités  d'Archimède.  Parmi  les  fragments  ainsi  retrouvés,  se  ren- 
contrait, à  côté  d'ouvrages  déjà  connus  du  grand  Syracusain,  une 
pièce  infiniment  précieuse  ;  nous  voulons  parler  du  texte  presque 
entier  du  Traité  des  corps  Jlottants^  du  Ilepl  c'/s'j;xévwv,  dont  on 
ne  connaissait,  jtisqu'ici,  que  la  traduction  latine,  faite  à  la  fin  du 
xiii*^  siècle  par  Guillaume  de  Mocrbeke,  et  impudemment  plagiée, 
au  xvi^  siècle,  par  JNicolo  Tartaglia.  Mais  plus  importante  encore 
que  la  découverte  du  IIspl  o'/sjfJLÉvwv  était  celle  d'un  livre,  entière- 
ment inconnu  jusqu'ici,  dont  le  titre  était  :  'Apy'.[rr;sc'jç  t.z^\  to)v 
;r^-/av'./,wv   Oî(i)pY;;j.x  twv  zpô;   'Epa-:o70cV'r;v   ï^lz-- 

Ce  Traité  de  la  méthode  relative  aux  démonslrations  méca- 
niques qu'Archimède  adresse  à  Eratosthène  est,  pour  la  connais- 
sance de  la  Logique  mathématique  des  Grecs,  dune  importance 
sans  égale  ;  il  nous  donne,  en  effel,  des  exemples  de  ces  démons- 
trations qu'un  géomètre  accompli  regardait  comme  suffisantes 
pour  parvenir  à  la  découverte  de  la  vérité,  mais  comme  insuffi- 
santes pour  en  établir  la  certitude  avec  une  entière  rigueur.  Aussi 
les  mathématiciens  de  tous  pays  se  montrèrent-ils  avides  de  pou- 
voir lire,  en  leur  propre  langue,  l'œuvre  exhumée  par  M.  Heiberg. 

En  juin  190-,  la  Bibliotheca  mathematica^  que  M.  G.  Enes- 
trom  dirige  avec  tant  d'activité  et  d'érudition,  en  publiait,  la  pre- 
mière ('),   une  traduction  allemande    pour  laquelle    .M.   Heiberg 


(')  J.  L.   lliiiBiJKo   und  H.  G.    Zelihl.n,  Eine  neue   Hdirift  des  Archiinedes 
{Bibliotlieca  mathematica,  3"  Folge,  VII.  Band.  4.  Heft.  p.  33i-3.'|2,  27  juin  1907). 

Bull,  des  Sciences  niatliéin.,  2'  série,  t.  XXXVII.  (  Février  igiS.)  3 
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s'élait  associé  l'illuslre  liislorien  des  Mathématiques  de  Copen- 
hague, M.  H.  G.  Zeulhen.  M.  Zeulhen  était  l'auteur  du  savant 
commentaire  (')  qui  suivait  cette  traduction. 

La  Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées  ne 
demeura  pas  longtemps  eu  arrière  de  la  Bibliotheca  niathenia- 
lica:  en  novembre  et  décembre  1907,  elle  donna,  du  traité  Des 
ihéorènies  niécanicjue!^  ou  de  la  méthode,  une  traduction  fran- 
çaise due  à  M.  Th.  Reinach(-);  cette  traduction  était  précédée 
d'une  pénétrante  Introduction  due  à  M.  Paul  Painlevé  ('). 

En  outre,  queUpies  mois  plus  tard,  la  Revue  scientifique 
publiait,  sur  le  Traité  de  la  méthode  d'Archimède,  une  étude 
de  M.  G.  Milliaud  (').  Avec  quelle  finesse  et  quelle  précision  le 
délicat  disciple  de  Paul  Tannery  a  su  pénétrer,  jusqu'en  ses  replis 
les  plus  détournés  et  les  plus  cachés  à  la  raison  moderne,  l'esprit 
géométrique  des  Grecs,  on  le  sait  de  reste.  Nul  ne  pouvait  mieux 
dire  par  quoi  le  Traité  nouvellement  découvert  se  rattachait  à 
l'œuvre  déjà  connue  d'Archimède,  par  quoi,  dans  cette  harmonieuse 
symphonie,  il  faisait  entendre  un  accord  nouveau;  et  nul  ne  l'a 
mieux  dit. 

Les  Anglais  ont  voulu,  à  leur  tour,  lire  en  leur  langue  le  Traité 
de  la  méthode.  Sir  Thomas  L.  Heath  vient  d'en  donner  une  tra- 
duction qui  servira  de  supplément  à  l'édition  anglaise  des  Œuvres 
d'Archimède,  publiée  en  1897. 

Cette  traduction  est  précédée  d'une  intéressante  Introduction. 
Comme  M.  Milhaud,  qu'il  ne  cite  point,  TAuteur  de  cette  intro- 
duction, SirThomas  L.  Heath,  attire  l'attention  du  lecteur  sur  cette 
phrase  du  Traité  d'Archimède  :  «  Les  théorèmes  dont  Eudoxe  a, 
le  premier,  découvert  la  dénionstration,  à  savoir  que  le  cône  est 
le  tiers  du  cylindre,  la  pyramide  le  tiers  du  prisme  qui  ont  même 
base  et   même  hauteur,  il    faut  en   attribuer  une   bonne  part  de 


(')  Loc.  cil.,  p.  iffi-'HJ'S. 

(■-')  Tu.  Keinacii,  Un  T  rai  Le  de  Géométrie  inédit  d'Archimède  {Restitution 
d'après  un  manuscrit  récemment  découvert).  Des  tliéorèmes  mécaniques  ou 
de  la  métliode.  {Bévue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  18°  uiiiiéf, 
ii°"  1i  et  23,  00  novembre  el  lô  décciiiluc  kjo;,  p.  910-918  et  gj/j^jOi.) 

(•')  Paul  Painlkvh,  loc.  cit.,  nmnén)  du  .!o  novembre  1907,  p.  91 1-91  j. 

(')  G.  Milhaud,  Le  Traité  de  la  Méthode  d'Arcliimède  {Revue  scientifique, 
octobre  1908).  —  Réiniprirné  dans  :  <",.  \\\hn\\  M.  Nouvelles  études  sur  l'histoire 
dr  fa  /jcnséc  scienlijii/uc,  Paris,  1911.  p.    i:ij-i,'j'|. 
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inérile  à  Démocrite  (|ui,  le  premier,  a  énoDcé,  sans  démonstration, 
les  propositions  relatives  à  ces  figures.  »  Elle  est  bien  digne  de 
remarque,  en  effet,  cette  phrase,  car  elle  nous  laisse  deviner  que 
la  méthode  des  indivisibles,  mère  du  calcul  intégral,  était  déjà 
pratiquée  par  les  atomistes  hellènes. 

PlElUlE    Du  HEM. 


BACHELIER  (Louis).  —  Calcul  des  Probabilités.  Tome  I.  i   vol.  in-4", 
vii-5i8  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1912. 

M.  Bachelier  est  un  fervent  du  Calcul  des  Probabilités  :  dès  1 900, 
dans  sa  Thèse  de  Doctorat  sur  la  Théorie  de  la  Spéculation^  il 
s'efforçait  de  dégager  la  loi  de  probabilité  à  laquelle  obéit,  sans 
s'en  douter,  le  marché  de  la  Bourse  à  un  moment  donné,  et  ses 
conclusions  supportaient  la  confrontation  avec  la  réalité;  en  1906, 
Il  développait  sa  théorie  des  probabilités  continues  (  '  ),  dont  l'idée 
lui  fut  suggérée  par  la  précédente  étude  ;  en  1908,  il  étendait  ses 
vues  à  la  probabilité  des  causes  (-);  en  1910,  il  obtenait  l'auto- 
risation d'exposer  ses  conceptions  dans  un  cours  libre  à  la  Sor- 
boniie;  enfin  aujourd'hui,  pour  propager  davantage  encore  une 
doctrine  qui  lui  est  chère,  il  publie  un  énorme  10-4"  et  nous  en 
laisse  espérer  plusieurs  autres. 

Le  présent  Volume  comprend  deux  Parties  distinctes  : 

I^a  première  Partie  contient  cinq  Chapitres  consacrés  aux  proba- 
bilités discontinues  et  dans  lesquels  on  reconnaît  rinducnce  de 
l'enseignement  de  Poincaré  :  cet  exposé  de  questions  classiques 
permet  cependant  à  l'Auteur  d'apporter  des  simplifications  ou  des 
développements  utiles  à  des  solutions  bien  connues. 

La  seconde  Partie,  personnelle  à  M.  Bachelier,  est  la  plus  éten- 
due; elle  comprend  dix-huit  Chapitres  en  lesquels  se  présente 
systématiquement  la  doctrine  des  probabilités  continues.  Bien 
entendu,  la  notion  de  probabilité  continue  qui  s'introduit  parfliN- 
pothèse  d'une  série  d'épreuves  en  nombre  indéfiniment  croissant, 


(')  Journal  de  Mathématique!^  purea  et  appliquées,  190»),  [i.  '.î.ïg-oi;. 
(-)  /bid.,  tgoS.  09.3- '|jj. 
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en  sorte  que  la  succession  de  ces  épreuves  puisse  être  regardée 
comme  continue,  et  que  chaque  épreuve  soit  considérée  comme  un 
élément,  —  cette  notion,  dis-je,  n'est  pas  nouvelle,  mais  elle 
n'avait  été  utilisée  que  pour  certaines  questions  spéciales.  M.  Ba- 
chelier s'est  proposé  de  l'exploiter  avec  méthode.  La  théorie  dont 
elle  est  le  point  de  départ,  dit-il,  «  ne  dépend  pas  des  probabi- 
lités discontinues,  elle  est  mathématiquement  exacte  et  ne  pro- 
cède pas  par  approximations.  L'emploi  direct  et  immédiat,  pour 
toutes  les  questions,  du  calcul  infinitésimal,  beaucoup  plus  simple 
que  le  calcul  des  quantités  finies,  permet  de  résoudre  des  pro- 
blèmes qui,  par  leur  difficulté  et  leur  complication,  seraient  ina- 
bordables avec  les  méthodes  ordinaires.  Le  premier  mérite  de  la 
théorie  consiste  dans  le  nombre  des  résultats  nouveaux  qu'elle  a 
permis  d'obtenir  et  dans  le  degré  de  difficulté  des  questions  qu'elle 
a  étudiées.  Un  autre  avantage...  est  de  résoudre  efïectivement  les 
problèmes  en  donnant  pour  solutions,  non  des  formules  pratique- 
ment incalculables,  mais  des  formules  facilement  réductibles  en 
nombres.  » 

Les  Chapitres  VI  et  XI  sont  consacrés  à  l'étude  des  probabilités 
continues,  uniformes  et  non  unitormes,  des  divers  genres,  simples 
ou  connexes,  et  à  la  théorie  des  épreuves  répétées  qu'elles  compor- 
tent. Ils  forment  l'introduction  théorique  à  la  théorie  de  la  spécula- 
tion, exposée  au  point  de  vue  abstrait  dans  les  Chapitres  XII  à  XV, 
et  concernant,  en  quelque  sorte,  la  statique  du  marché  financier.  J^a 
théorie  du  layonnement  de  la  probabilité  d'un  cours  vers  un  cours 
voisin,  qui  occupe  le  Chapitre  XVI  est  un  acheminement  vers  la 
dynamicjuc  de  la  Bourse. 

Les  questions  traitées  jusqu'ici  n'exigeaient  que  la  considération 
des  probabilités  continues  à  un  paramètre.  L'Auteur  envisage 
maintenant  l'extension  des  propriétés  rencontrées  au  cas  de  deux 
ou  d'un  plus  grand  uombro  <lc  paramètres  (Cliap.  WFI  cl  WIII  ) 
en  \uc  des  applications  (jul  suivent  et  (jui  concernent  les  problèmes 
classiques  des  probabilités  géométriques  (Chap.  XIX)  et  les 
questions  plus  récentes  |)osées  pur  les  probabilités  mécaniques 
(Chap.  XX  et   \XI). 

M.  Bachelier  termine  s(mi  \  ulume  en  montrant  que  les  formules 
des  probabilités  discontinues  peuvent,  à  l'aide  de  légalité  asjmp- 
lotupic  (le  Slirliu^,  «oriduirc  .iu\  foiiuuL^-.  ile>   probabilités   conll- 
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nues   (Cha|).   XXII).   et  en  étudiant  les    prohahilités  des  causes 
(Chap.  XXIII). 

L'Auteur,  tenant  à  ne  pas  faire  œuvre  d'analyste,  a  soigneuse- 
ment banni  tout  développement  mathématique  inutile:  parcontre, 
pour  se  mettre  à  la  portée  du  plus  grand  nombre,  il  n'a  pas  redouté 
d'être  taxé  de  prolixité.  Si  aucun  nom  n'est  cité,  c'est  cpie  les 
questions  historiques  et  philosophiques  sont  réservées  pour  les 
Volumes  ultérieurs. 

Au  total,  ce  Livre  est  une  production  intéressante  d'un  autodi- 
dacte et  d'un  convaincu  :  il  recevra  un  accueil  sympathique. 

A.  Boulanger. 


GUILLEMIN  (Auglste).  —  Tables  de  logaritpimes  a  3  qiatkades  et 
-NOMBRES  correspondants  AVEC  i2-i3  CHIFFRES.  Système  normaf.  i  vol. 
in-8".  xxi -i-io'i -4- 26  pages.  Paris,  GauthieI•-^'ilIa^s.  191?.. 

Les  Tables  de  M.  Guillemin  occupent  100  pages  in-<S".  Elles  ont 
pour  arguments  les  quatrades^  c'est-à-dire  les  groupes  de  quatre 
chiffres,  successives  Q  depuis  0000  jusqu'à  9999.  Elles  donnent 
alors  pour  chaque  quatrade  O  : 

1°  Le  nombre  N  dont  le  logarithme  vulgaire  admet  O  pour  pre- 
mière quatrade  de  sa  partie  décimale  ou  mantisse; 

2°  Le  logarithme  du  nombre  a,  tel  que  le  logarithme  de  1  -f-  a 
soit  égal  à  0,0000  (K 

Les  nombres  N  sont  donnés  avec  i3  chiffres  sisnificatifs 
jusqu'à  Q  = 'yooo,  avec  12  seulement  au  delà  de  cette  limite. 

Les  nombres  loga  sont  donnés  avec  8  chiffres  décimaux. 

Des  indications  appropriées,  affectant  le  deinier  chiffre,  fixent 
les  valeurs  de  ces  nombres  à  moins  de  ^  de  l'unité  du  dernier 
chiffre. 

Il  est  dès  lors  facile  de  comprendre  l'application  des  Tables  à  la 
résolution  des  deux  problèmes  fondamentaux  qui  se  présentent 
dans  l'usage  des  Logarithmes. 

I.  Soit  à  trouver  le  nombre  qui  correspond  à  un  logarithme 
donné. 
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Si  la  partie  décimale  du  logarithme  se  compose  d'une  seule 
quatrade  Q,  on  a  immédiatement  Je  nombre  N  correspondant. 

Si  la  qualrade  Q  est  suivie  d'une  seconde  quatrade  Q,  et  si  a 
correspond  à  Q,.  le  nombre  cherché  est 

N,=  N(n-a)  =  \  -}-Na; 

or,  la  Table  donne  log^a,  et  la  quatrade  O  fait  connaître  le  loga- 
rithme de  N;  on  a  donc  immédiatement  logjN  a  et  l'on  est  ramené 
au  même  problème. 

Si  l'on  se  borne  à  chercher  les  nombres  avec  8  ou  g  cliiftVes, 
la  Table  fournit  immédiatement  le  nombre  qui  correspond  àNa, 
et  l'on  obtient  iN,  par  une  simple  addition. 

Si  l'on  veut  trouver  les  nombres  avec  i  ?,  ou  i3  chifTres,  on  con- 
tinue l'application  des  mêmes  principes  en  observant  que  si  i  -+-  j3 
est  le  nombre  qui  admet  pour  logarithme  0,0000,  0000  O,  on  a 

log3  =  luga  —  4 —     0,0000  Q. 

On  obtient  d'abord  Na  et  par  suite  N,  avec  8  ou  c)  chiffres 
comme  plus  haut  ;  puis,  si Qocsl  la  troisième  qiiatrade  du  logarithme 
donné  et  ((ue  j  lui  corresponde,  le  nombre  cherché  est 

et  la  Table  fournit  immédiatement  N,  [i. 

11.  Soit  à  trouver  le  logarithme  qui  correspond  à  un  nombre 
donné. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  en  sens  inverse,  on  résout 
facilement  la  question;  toutefois,  si  l'on  veut  12  chifTres,  et  non 
seulement  8  au  logarithme,  l'opération  se  complique. 

L'Ouvrage  est  précédé  d'une  Introduction  et  suivi  d'une  iSole 
complémentaire  relative  à  des  projets  de  calcul  d'autres  Tables, 
en  parlicidier  de  Tables  trigonomélriques  logarithmiques. 

L'idée  fondamentale  de  l'auteur  est  ingénieuse  :  mais  il  ne 
semble  pas  que  ses  Tables  offrent  de  telles  facilités  qu'elles  soient 
destinées  à  remplacer  dans  la  pratique  celles  qui  existent  actuelle- 
ment à  8  décimales, ou  |ioiirl<'s  calculs  de  précision  à  y.o  décimales 
et  plus. 
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Ij'lnlrodnclion  ne  clil  pas  assez,  clairement  comment  les  Tahles 
ont  été  construites,  et  il  ne  paraît  pas  que  M.  Guillemln  ail  fait 
de  l'interpolation  l'usage  qu'il  aurait  fallu.  La  marclie  indiquée 
dans  la  Note  complémentaire  pour  calculer  une  Table  des  log  sin 
et  logtang  est  singulièrement  laborieuse.  Pour  construire  une  telle 
Table,  les  logarithmes  des  nombres  sont  à  peu  près  inutiles,  et  il 
est  permis  de  contester  l'affirmation  de  M.  Guillemin  quand  il  dit 
que  ses  Tables  projetées  |)our  les  logarithmes  des  fonctions  circu- 
laires seraient  les  plus  complètes  qu'on  ail  jamais  possédées. 

H.  Andoyer. 


LEGAT  (Maurice).  —  Leçons   sur  la   Théorie   des    Déterminants   a    ji 

DIMENSIONS,    AVEC    APPLICATIONS  A  l'AlGÈBRE,   A  LA   GÉOMÉTRIE.  ETC.    I   Yol. 

in-4'',  xix-2a3  pages.  Gand,  Ad.  Hosle,  1910. 

1.  M.  Lecal  déplore  que  la  théorie  des  déterminants  à  /?  dimen- 
sions, peu  connue  des  mathématiciens,  soit  tombée  dans  un  oubli 
presque  absolu.  Il  pense  que  cela  tient  à  ce  qu'il  n'existe  aucun 
Traité  sur  ce  sujet,  el  il  a  voulu  combler  cette  lacune.  Il  débute 
par  une  Notice  historique  d'où  il  résulte  que  c'est  à  L.  Gegenbauer 
que  l'on  doit,  dans  celte  théorie,  les  résultats  les  plus  intéres- 
sants. 

Vient  ensuite  un  exposé  comparé  des  notations  employées  par 
les  divers  auteurs.  Puis,  dans  son  Introduction,  M.  Lecat  a  réuni 
toutes  les  définitions  dont  il  a  besoin  dans  le  cours  de  son  Traité. 
Lire  toutes  ces  définitions  à  la  suite  les  unes  des  autres,  il  n'y  faut 
pas  songer.  M.  Lecat  lui-même  avertit  le  lecteui-  de  ne  pas  le  faire, 
et  l'engage  à  passer  de  suite  au  Livre  I,  quitte  à  revenir  à  l'Intro- 
duction chaque  fois  qu'il  faudra.  Il  eût  été,  à  mon  avis,  bien 
préférable  de  donner  les  définitions  dans  le  texte,  au  fur  et  à 
mesure  que  cela  aurait  été  nécessaire.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ce 
détail  de  la  rédaction. 

2.  Considérons  un  système  de  p"  éléments  bi^__,j^^  où  chaque 
indice,  i/g,  peut  prendre  les  valeurs  i ,  . .  . , /j  ;  on  les  suppose  pla- 
cés dans  un  espace  à  n  dimensions  rapporté  à  des  axes  orthogo- 
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naux  aux  points  de  coordonuées  /,....,  /„  ;  ce  syslème  s'appelle 
une  matrice  àe  classe  n,  et  à'' ordre  p. 

L'indice  ik  est  dit  de  rang  k. 

Choisissons  p  éléments  de  manière  que  les  indices  de  même 
rang  constituent  une  permutation  des  p  premiers  nombres  entiers, 
et  cela,  pour  chaque  rang,  et  effectuons  le  produit  de  ces  p  élé- 
ments; il  existe  P^~'  pareils  produits  (Pyt,=:  i .  2  .. .  />).  Leur  somme 
est  dL}^^e\ée permanent  de  classe  n  et  d'ordre/?. 

Si,  dans  chaque  produit,  on  dispose  les  facteurs  par  ordre  de 
grandeur  croissante  des  indices  d'un  rang  déterminé^  appelé  rang 
Jîxe^  et  qu'on  affecte  le  produit  du  signe  -|-,  ou  du  signe  — ,  sui- 
vant que  la  somme  des  nombres  d'inversions  dans  toutes  les  ran- 
gées variables  est  paire  ou  impaire,  la  somme  algébrique  de  tous 
les  termes  atlectés  de  signes  ainsi  obtenus  est  la  valeur  du  déter- 
minant (le  classe  n  et  d'ordre  p. 

Si,  dans  l'élément  6/^, ...,,,.  ,,),,/^^,,  ...,/„,  lous  les  indices  sont 
(ixes,  sauf  ).,  qui  prend  les  valeurs  i,  2,  ...,  />,  on  a  ce  qu'on 
appelle  une  fde  de  rang  t  ;  si  le  rang  a-  est  le  rang  fixe,  on  dit  que 
la  file  est  normale. 

Une  tranche  est  l'ensemble  des  éléments  où  les  indices  d'un 
certain  rang  sont  donnés,  les  autres  indices  étant  variables.  On 
appelle  strate  une  tranche  d'éléments  perpendiculaires  aux  files 
normales. 

3.  Ces  définitions  posées,  énonçons  (pielques  propriétés.  La 
parité  delà  classe  joue  un  rôle  important.  Ainsi  un  déterminant 
de  classe /^af/'<?  conserve  sa  valeur  absolue,  mais  change  de  signe 
quand  on  échange  entre  elles  deux  tranches  parallèles  quelconques, 
de  sorte  qu'il  est  nul  si  les  éléments  correspondants  de  deux  tran- 
ches parallèles  sont  égaux  ;  la  même  propriété  a  lieu  pour  un  déter- 
minant de  classe  impaire,  r'xcCyR/r  si  Von  échange  entre  elles  deux 
strates^  auquel  cas  le  signe  n'est  pas  changé  :  il  en  résulte  que 
deux  ou  plusieurs  strates  pourront  être  identiques  sans  que  le 
déterminant  soit  nul. 

De  même,  un  déterminant  de  classe  paire  ne  change  pas  quand 
on  permute  dans  tous  les  termes  deux  rangées  d'indices  :  pour  un 
déterminant  de  classe  impaire,  la  pr»)pri(''lé  n  a  lieu  (|ue  si  lesdeux 
rangées  perniulées  >^onl  à   indires  variables;  le  déterminant  chang<: 
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de    valeur    si   une  rangée  variable    est   permutée   avec    la    rangée 
fixe. 

Un  déterminant  général  de  classe  impaire  n  a  donc  n  valeurs 
différentes  correspondantes  aux  n  manières  de  choisir  la  rangée 
fixe. 

'i.  Tout  déterminant  à  n  dimensions  d'ordre/^  est  égal  à  une 
somme  algébrique  de  P''  ''  déterminants  à  v  dimensions  et  d'ordre/?. 
Mais  on  peut  aussi  développer  les  déterminants  par  abaissement  de 
l'ordre,  au  lieu  d'abaissfjr  la  classe,  et  généraliser  la  règle  de  La- 
place.  Il  en  résulte  que,  si  dans  un  déterminant  ou  permanent  quel- 
conque on  multiplie  par  k  tous  les  éléments  qui,  au  même  rang, 
ont  un  indice  égal,  le  déterminant  ou  le  permanent  est  multiplié 
par  k.  De  même,  tout  déterminant  (ou  permanent)  dans  lequel  les 
éléments  d'une  tranche  sont  chacun  une  somme  algébrique  de  / 
termes  peut  se  décomposer  en  une  somme  algébrique  de  t  détermi- 
nants (ou  permanents)  de  même  classe  et  de  même  ordre,  à  élé- 
ments monômes. 

Un  déterminant  déclasse  paire  conserve  sa  valeur  si,  aux  élé- 
ments d'une  tranche  on  ajoute  les  éléments  correspondants  d'autres 
tranches  parallèles,  multipliés  respectivement  par  des  facteurs 
constants;  mais  jjour  un  déterminant  de  classe  impaire,  la  valeur 
sera  changée  si  l'on  opère  comme  on  vient  de  l'indiquer  sur  les 
strates. 

Un  déterminant  de  classe  supérieure  à  2  est  nul  si,  dans  au  moins 
deux  tranches  T  parallèles  autres  que  des  strates,  tous  les  éléments 
sont  égaux  sur  chacune  des  p'^~-  fdes  parallèles  à  l'une  des  /)""' 
directions  appartenant  à  la  tranche  T. 

Ajoutons  que,  si  l'on  appelle  éléments  principaux  les  éléments 
^aa-.a;  6t  terme  principal  le  produit  des  éléments  principaux,  la 
dérivée  d'un  déterminant  (ou  d'un  permanent)  dont  les  éléments 
sont  des  fonctions  de  j?,  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  du  terme 
principal  considéré  comme  produit.  Chaque  terme  du  développe- 
ment est  alors  le  teime  principal  d'un  des  déterminants  (ou  perma- 
nents) composants. 

o.  Le  produit  de  deux  déterminants,  l'un  de  classe  //,,  l'autre  de 
classe  /Î2,  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  de  classe 


42  PREMIÈRE   PARTIE. 

/?,-}- «2 — "i  dont  les  élémenls  sont  des  polynômes  ayanl  un  nombre 
de  termes  égal  à  l'ordre  commun  des  trois  déterminants;  il  peut 
se  mettre  aussi  sous  la  forme  d'un  déterminant  de  classe  n^~\-  n-,  —  i 
à  éléments  monômes. 

6.  Un  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  déterminants  spéciaux. 
Par  exemple,  on  appelle  déterminants  isomères,  les  déterminants 
de  classe  impaire  qui  ont  toutes  leurs  strates  identiques.  Un  déter- 
minant isomère  d'ordre /j  est  égal  à  P,,  fois  celui  de  classe  immé- 
diatement inférieure  formée  par  une  strate. 

On  généralise,  en  considérant  des  déterminants  dont  un  certain 
nombre  de  strates  sont  identiques  sans  qu'elles  le  soient  toutes. 

Sans  pouvoir  tout  énumérer,  mentionnons  les  déterminants  à 
/*  dimensions  dont  les  éléments  sont  des  déterminants  ordinaires 
(quadratiques,  c'est-à-dire  à  deux  dimensions).  On  démontre  que  le 
produit  d  un  nombre  n  pair  de  déterminants  quadratiques  d'oidre  n, 
peut,  à  un  facteur  numérique  près,  être  mis  sous  la  forme  d'un 
déterminant  à  n  dimensions  et  de  même  ordre,  dont  les  éléments 
sont  des  déterminants  quadratiques  d'ordre  n. 

On  étudie  ensuite  les  déterminants  dans  lesquels  un  certain 
nombre  d'éléments  sont  nuls,  par  exemple,  ceux  d'une  diagonale, 
en  tout  ou  en  partie;  on  cherche  le  nombre  de  leurs  termes,  etc. 

7.  L'ensemble  des  éléments  b;^  ,^^  où  les  indices  /  peuvent 
prendre  les  valeurs  —  q,  . . . ,  o,  ...,/)  forment  une  matrice  de 
classe /i  et  d'ordre  p-\-q-{-\\  s\  />  cl  q  augmentent  au  delà  de 
toute  limite,  on  a  un  déterminant  ou  i\n  pevmuneui  ci' ord/'e  infini. 
Si  la  valeur  du  déterminant  ou  du  permanent  tend  vers  une  limite, 
fpiand /y  el // croissent  au  delà  de  toute  limite,  on  dit  qu'ils  sont 
con^'er^ents. 

La  théorie  des  déterminants  d'ordre  infini  à  /i  dimensions  est  la 
généralisation  de  celle  des  déterminants  d'ordre  infini  à  deux 
dimensions.  Ainsi,  la  valeur  d'un  déterminant  conveigent  nedépend 
pas  de  l'élément  diagonal  pris  comme  origine.  Si  l'on  permute  deux 
tranches  d'un  déterminant  convergent,  sa  valeur  change  de  signe, 
à  moins  que  ce  soit  un  déterminant  de  classe  impaire  et  que  les 
tranches  permutées  soient  des  strates. 

<^)n  ap[)elle  normalr  toute  matrice  (déterminant  ou  permanent) 
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d'ordre  infini,  telle  que  la  somme  des  éléments  non  diagonaux  otle 
|)roduil  des  éléments  diagonaux  soient  absolument  convergents. 
Toute  matrice  normale  est  convergente;  si,  dans  une  matrice  nor- 
male, on  remplace  les  éléments  d'un  nombre  fini  de  tianches  par  une 
infinité  de  nombres  finis  arbitraires,  la  matrice  resle  conver- 
gente. 

L'Auteur  étudie  les  développements  des  déterminants  d'ordre 
infini  et,  notamment,  d'un  déterminant  normal  ;  puis  il  s'occupe  de 
la  multiplication  des  déterminants  d'ordre  infini.  11  démontre  que 
le  produit  de  deux  déterminants  normaux  de  classes  «i  et  /lo  peut 
se  mettre  sou  s  la  forme  d'un  déterminant  normal  de  classe  a?,  -h/îo —  i 
à  éléments  monômes,  ou  sous  la  forme  d'un  déterminant  normal  de 
classe  /i,  4-  /?o  —  i  dont  les  éléments  sont  des  séries. 

8.  Le  Livre  second  est  consacré  aux  applications,  à  l'Algèbre,  à 
la  Géométrie  et  à  l'Arithmétique. 

En  Algèbre,  il  s'agit  de  la  théorie  des  invariants  des  formes  ; 
certains  invariants  de  ces  formes  ou  de  systèmes  simultanés  de 
foTines,  peuvent  se  représenter  par  des  déterminanis  à  n  dimen- 
sions 

Le  déterminant  A  (/)  =:  |  6,^        ,_  \p  d'une  forme 


f  = 


i[*' -n<-)] 


quand  n  est  pair,  est  un  invariant  d'indice  égal  au  degré  n  de  la 
forme,  c'esl-à-diie  que  A  (F)  =  0"  A  (/),  9  étant  le  déterminant  de 
la  substitution. 

De  même,  le  déterminant 

d  un  svstème  de/?  formes 


/«=  2  ^='-'' '"  O  ''""'^^ 


(a  =  I.   ...,/>) 


est  un  invariant  simultané  de  ces  formes,  de  degré  yy,  et    dont  lin- 


dice  est  égal  au  degré  n  des  formes. 
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La  nolion  du  liessien  peut  èlre  généralisée  et  Ton  constate,  par 
exemple,  que  tout  hessien  de  classe  paire  d'une  forme  est  un 
covariant  de  la  forme;  que  si  une  forme  se  réduit  à  une  puissance 
d'une  foiuie  linéaire,  tous  ses  hessiens  sont  nuls  à  partir  de  la 
classe  2,  etc. 

Le  déterminant  à  /i  +  i  dimensions  et  d'ordre  /?,  des  dérivées 
d'ordre  n  âep  covarianls  d'une  forme  à  p  variables,  est  un  nouveau 
covariant  de  la  forme  primitive,  d'indice  égal  à  la  somme  des  in- 
dices des  covariants.  augmentée  de  /i. 

Le  /,'^""'  composé  de  deux  formes  binaires  est  un  déterminant  de 
classe  /.'  -h  1  et  de  deuxième  ordre. 

Le  Cliapitre  se  termine  par  l'étude  d'une  méthode  pour  la  for- 
mation d'invariants  et  de  covariants  et  par  l'application  des  déter- 
minants cubiques  à  un  sjstème  spécial  d'équations  ;  c'est  la  seule 
application  à  la  théorie  des  équations  des  déterminants  à  n  dimen- 


sions. 


9.  Les  applications  à  la  Géométrie  sont  assez  pauvres.  Je  ne\ois 
guère  que  la  généralisation  du  théorème  de  Ptolémée  concernant 
deux  systèmes  de  points  en  ligne  droite  et  caractérisé  par  la  for- 
mule AB.  CD  +  AC.  DB  +  AD.  BC  ^  o.  Si  dans  le  plan  on  envi- 
sage trois  systèmes  de  points  numérotés  i  ,  ■?,  3,  et  qu'on  désigne 
par  C,f',^  ,^  l'aire  du  triangle,  ayant  pour  sommets  les  points  ?',,  du 
premier  système,  i^  du  second,  i\  du  troisième,  on  a  |  C,-^' ,;.  ,^  [3  =  o, 
(piel  que  soit  l'indice  fixe. 

Au  contraire,  si  l'on  considère  quatre  systèmes  de  quatre  points 
dans  l'espace  à  trois  dimensions,  on  aura 

1  CJtX:.,,  1;  =  —  Pi,  G,,  Co,  C3,  G;,         Pi  =  ?.4, 

Ca  étant   le    volume  du    tétraèdre  formé   par  le  A'''"''  svstème    de 
points. 

On  généralise  avec  //  systèmes  de  n  points  dans  l'espace  an  —  1 
dimensions. 

10.  Le  Chapitre  des  applications  à  l'Arithmétique  est  entière- 
ment fondé  sur  les  recherches  de  I^.  Gegenbaucr,  dont  l'Auteur 
n'expose  (|ue  le  rf-siimé.  Il  s"af.;it  de  In  généralisation  des  théorèmes 
de  Smith,  de  llammond,  de  Césaro,  etc.  Les  énoncés  des  proposi- 
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lions  envisagées  sont  déjà  assez  compliqués  pour  que  je  renonce  à 
les  mentionner  ici. 

En  résumé,  les  applications  n'ont  pas  l'imporlance  justifiant  I  ef- 
lort  exigé  pour  édifier  la  théorie.  Mais  les  recherches  ne  sont  pas 
épuisées,  et  c'est  de  ce  côté,  sans  doute,  qu'il  faudrait  les 
diriger. 

11.  11  est  bien  clair  que  ce  qui  précède  n'est  qu'une  indication 
sommaire  de  ce  qu'on  peut  trouver  dans  le  Livre  de  M.  Lecat.  En 
parcourant  l'Introduction,  on  peut  déjà  s'en  rendre  compte  ;  il  y 
est  question  de  matrices  symétriques,  héniisjmélriques,  pseudosy- 
métriques, pseudohémisymétriques,  |)an3ymétriques,  panliémisy- 
métriques,  centro  et  cyclosymétriques,  dichocyclosymélriques, 
dichopanactinosymélriques,  diasy métriques,  actinopolymorphes, 
zygomorphes,  etc.,  etc. 

De  nombreux  exemples  illustrent  les  définitions  et  les  théo- 
rèmes. M.  Lecat  prend  soin  d'indiquer  les  cas  particuliers  intéres- 
sants et  aussi  les  propriétés  des  déterminants  ordinaires  dont  les 
propositions  établies  sont  des  généralisations. 

On  observera  que  la  théorie  des  déterminants  ordinaires  est  née 
avec  celle  des  éc[uations  linéaires  et  des  formes  linéaires,  ce  qui 
explique  limportance  que  les  déterminants  ont  prise  en  Mathéma- 
tiques. 

Avec  les  déterminants  à  n  dimensions,  rien  de  pareil.  On  peut 
dire  que  l'instrument  a  été  créé  ici  avant  qu'on  sache  à  quoi  il 
pourrait  servir.  Cela  explique  peut-être  lindifférence  que  déplore 
M.  Lecat,  indifférence  que  son  Traité  contribuera  sans  doute  à 
secouer. 

R.  Le  Vavasseuu. 


M.  Maurice  Lecat  a  publié  aussi  un  Abrégé  de  la  théorie  des 
déterminants  à  n  dimensions  (ivec  de  nombreux  exercices. 
(i  vol.  in-4",  XVI- 1  56  pages.  Gand,  Ad.  Hoste,  1911-) 

Ce  second  Ouvrage  est  moins  étendu  et  plus  élémentaire  que 
le  premier. 
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ROUCHÉ  (Eugène)  ei  COMBEROUSSE  (Gii.  de). —  Traite  ue  Géométrie. 
8^  édition.  Première  Partie:  Géométrie  plane,  i  vol.  in-8",  xlii-546 
pages.  Deuxième  Partie  :  Géométrie  dans  l'espace,  i  vol.  in-8°,  xviii- 
664  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1912. 

Gel  Ouvrage  date  de  1864.  Les  G  premières  éditions  ont  été 
rédigées  par  MM.  E.  Roiiché  et  Cli.  de  Comberousse.  La  7*  édition, 
publiée  en  1900,  a  été  revue  et  augmentée  par  M.  E.  Rouché,  et 
la  8^  est  conforme  à  la  -''.  L'Ouvrage  est  imprimé  en  deux  espèces 
de  caractères.  La  partie  irîfprimée  en  gros  caractères  contient 
le  développement  des  programmes  officiels  de  l'Enseignement 
secondaire.  La  partie  imprimée  en  petits  caractères  contient 
d'utiles  développements  du  texte  destinés  aux  Candidats  aux 
Écoles  spéciales.  Enfin  des  Appendices  sont  consacrés  à  l'expo- 
sition des  nouvelles  méthodes.  L'élève  sludieux  les  lira  à  son  aise 
sans  se  préoccuper  de  la  nécessité  de  retenir  immédiatement  tous 
les  détails;  il  j  puisera  une  profonde  admiration  pour  la  Science 
dont  les  limites  lui  apparaîtront  si  lointaines,  un  goût  des  spécula- 
tions malliémaLiques  <[ui  donnera  à  son  esprit  plus  de  rectitude 
et  de  fermeté;  et,  à  mesure  que  son  avoir  gagnera  en  étendue,  par 
une  réaction  inévitable,  les  matières  exigées,  éclairées  par  ces  nou- 
velles connaissances,  perdront  pour  lui  leur  difficulté  première. 

Le  succès  des  éditions  successives  de  ce  Livre  a  donné  pleine- 
ment raison  aux  idées  que  les  Auteurs  ont  suivies  pour  rédiger 
leur  remarquable  Ouvrage.  Ils  se  sonl  appliqués  sans  cesse  à  com- 
pléter peu  à  peu  leur  travail. 

Privé  de  la  collaboration  si  précieuse  de  son  aini  Charles  de  Com- 
berousse, E.  Rouché  a  dû  s'occuper  seul  de  la  r^  édition,  assumant 
ainsi  une  lâche  fort  lourde.  Toutefois,  quoiqu'il  fut  scid,  il  est 
parvenu  à  tenir  ce  Traité  au  courant  des  progrè>  accomplis.  Voici 
les  additions  (ju  les  améliorations  les  plus  importantes  apportées 
dans  la  -'  édilion,  ou  dans  la  8''  : 

Les  Motions  liistoricpies  ont  été  notablement  développées. 

I  n  Chapitre  Mir  la  SMnélrie  a  été  inlro<luil  à  la  fin  du  premier 
Lis  re. 

La  Théorie  des  cercles  isogonaux  a  été  développée  dans  la  pre- 
iMK-rc  Piirlif  ])our  le  cas  du  pl;Mi. 
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Des  Notes  sur  des  sujels  importants  lerniinetil  chaque  Volume. 

A  la  fin  du  Premier  Volume  se  trouvent  j  Notes  : 

1°  Une  Note  Sur  la  Mesure  des  grandeurs. 

2"  Une  Noie  Sur  l'inipossibililé  de  la  quadrature  ducercle  : 
Ija  rédaction  de  celle  Note  diflère  dans  la  'j"  édition  ou  dans  la  8'', 
de  celle  qui  se  Irouve  dans  les  précédentes  éditions.  A  la  démon- 
stration exacte,  mais  compliquée  de  M.  Lindemann,  E.  Rouché 
a  substitué  la  preuve  plus  facile  de  M.  Hilbert  {Mathematische 
Annalen,  iSgS). 

3°  Une  Noie  Sur  la  Géométrie  récente  du  triangle  :  Cette 
Note,  qui  se  trouvait  dans  la  (V'  édition,  est  due  à  M.  Neuberg. 
«  Nul  n  a,  d'ailleurs,  plus  que  lui  conlrdjué  à  rinstiUilion  de  celte 
théorie  »,  a  écrit  E.  Rouché  dans  son  Aveitisseinciit. 

4'^  Une  Note  Sur  la  Géoniétro graphie  :  Comme  un  assez  grand 
nombre  de  personnes  ont  exprimé  à  E,  Rouché  le  désir  de  trouver 
dans  ce  Traité  des  notions  sur  la  Géométrographie,  l'Auleur  s'est 
adressée  1  inventeur,  M.  Lemoine,  qui  a  bien  accueilli  sa  demande. 

A  la  fin  du  Second  Volume  se  trouvent  aussi  4  Notes  : 

i"  Une  Noie  Sur  l'application  des  déterminants  à  la  Géo- 
métrie. 

2"  Une  Noie  Sur  la  Géométrie  non  euclidienne  :  Cette  Note, 
qui  ditlere  de  celle  qui  se  trouvait  dans  la  ô''  édition,  consiste  en 
une  belle  Etude  que  le  regretté  Henri  Poincaré  a  eu  lobligeance 
de  composer  pour  ce  Traité  et  qui  sera  certainement  fort  appré- 
ciée des  lecteurs.  Elle  occupe  19  pages. 

3"  Une  Note  Sur  les  transformations  linéaires  et  quadra- 
tiques., les  coniques  associées  à  un  triangle  et  les  systèmes  de 
trois  figures  directement  semblables.  Les  Chapitres  de  celle  Note 
très  intéressante  ont  pour  titres:  Formes  perspectives. —  Transfor- 
mations linéaires.  —  Transformations  quadraticiues.  —  Inver- 
sion triangulaire;  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un 
triangle.  —  Transformation  par  points  réciproques;  ellipses 
de  Steiner.  —  Figures  ajjixes  superposées.  —  Système  de  deux 
jigures  semblables  superposées.  —  Système  de  trois  figures 
directenietit  sentblables.  Elle  est  suivie  de  29  Exercices. 

'î"  Une  Note  Sur  la  Géométrie  récente  du  tétraèdre. 
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Les  divers  Livres,  en  lesquels  les  matières  du  Traité  de  Géo- 
métrie sont  distribuées,  sont  lerininés  chacun  par  un  Appendice 
(en  petits  caractères)  qui  contient  le  développement  de  questions 
souvent  publiées  en  Ouvrages,  sous  les  titres  de  Géométrie  mo- 
derne; Géométrie  récente  ;  Géométrie  projectile,  etc.  Les  élèves 
des  Classes  de  Matlu-matiques  supérieures  et  de  Mathématiques 
spéciales  étudieront  avec  le  plus  grand  fruit  ces  questions  qui 
sont  une  très  bonne  Introduction  à  l'étude  des  Mathématiques 
élevées. 

Enfin,  chaque  Livre  est  suivi  d'un  grand  nombre  d'Exercices 
gradués  à  résoudre;  plusieurs  Problèmes  présentent  de  sérieuses 
difficultés.  Le  Traité  contient  1090  Exercices. 

Ce  Traité  est  le  plus  complet  des  Ouvrages  publiés  en  France 
sur  la  Géométrie;  il  a  toujours  été  tenu  au  courant  des  résultats 
des  recherches  les  plus  nouvelles.  Il  n'est  donc  pas  surprenant 
qu'il  ait  joui  d'un  aussi  grand  succès.  Je  suis  persuadé  que  l'Edi- 
teur ne  manquera  pas,  pour  la  prochaine  édition,  de  consulter 
quelque  géomètre  qui  saura,  comme  les  regrettés  Auteurs,  mettre 
ce  Traité  en  harmonie  avec  les  progrès  en  Géométrie. 

Er.  L. 


JOKDA.N  (GuAiiLEs)  et  FIEDLER  (  Kavmonu).  —  Gonïkibltion  a  i.'ktudk 

DES      COUUIJES      CONVEXES     FERMÉES      ET     DE     CERTAINES     COURUES     yi  I     s"v 

RATTACHENT.  I  vol.  in-8,  v-jS  pages.  Paris,  llerniann,  191  ».. 

MM.  .Jordan  et  Fiedier  représentent  les  courbes  qu'ils  étudient 
on  les  considérant  comme  enveloppes  de  droites  avant  pour  équa- 
tiou 

'  U  J7  si  H  7.  —  V  CO!-  y.  —  /;  —  o , 

p  étant    une    fonction   de  v..   On  siiil    que  le  ra>on   de  couibnrc   p 
s'expiime  pai- 

p'  élanl  hi  (b'-rivéo  seconde  de/>  par  rapport  à  a.  Les  variables  p  et  a 
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conslllueni  un  syslème  de  coordonnées  intrinsèques  des  courbes 
en  question. 

Cela  posé,  les  Auteurs  étudient  les  courbes  qu'ils  appellent 
courbes  II,  et  qui  correspondent  au  cas  où,  dans  l'équation  (i), 
p  est  une  fonction  uniforme  de  a,  de  période  2-.  Ces  courbes  sont 
fermées  et  convexes,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  joint  deux  points  situés 
dans  la  région  intérieure  à  l'une  de  ces  courbes  par  un  segment 
de  droite,  tous  les  points  du  segment  sont  dans  celle  région  inté- 
rieure. 

Les  courbes  II  correspondent  par  dualité  à  des  courbes  fermées, 
sans  point  multiple,  ayant  une  tangente  déterminée  en  chaque 
point. 

Les  courbes  Oq  sont  des  courbes  II  correspondant  à  une  fonc- 
tion/? telle  que 

yjfa) -+-/>(a -h  7:)  =  o. 

On  appelle  cenlrique  de  la  courbe  correspondant  à  une  équa- 
tion de  la  forme  (i),  la  courbe  obtenue  en  remplaçant  dans  cette 

équation  /'(a)  par  ~\_p{''J-)  +  /j(a  +  7:)];  il  est  facile  de  reconnaître 

que  celte  courbe  admet  un  centre  de  symétrie. 

On  appelle  tangentes  opposées  des  tangentes  dont  la  direction 
diffère  de  — ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les  points 
opposés;  ou  appelle  diamètre  la  droite  qui  joint  ces  points;  on 
appelle  médiale  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  diamètres 
de  celte  courbe. 

AOL  Jordan  et  Ficdler  étudient  les  propriétés  des  centriques 
et  des  médiales  des  courbes  II  ou  Ho  ainsi  que  les  développantes, 
développées,  polaires,  etc.,  de  ces  courbes.  Inversement  ils  déter- 
minent les  courbes  ayant  une  cenlrique  ou  une  médiale  donnée, 
les  courbes  qui  sont  leurs  propres  centriques^  etc. 

Les  Auteurs  ont  eu  l'excellente  idée  de  donner,  à  la  fin  de  leur 
Ouvrage,  un  résumé  des  propositions  concernant  les  courbes  qu'ils 
ont  étudiées;  ce  résumé,  avec  les  renvois  qu'il  indique  aux  diffé- 
rents paragraphes,  est  très  commode  pour  le  lecteur  qui  veut 
retrouver  un  théorème  ou  une  définition. 

Je  crois  devoir  insister  sur  certains  résultats,  1res  intéressants, 
qui  semblent  peu  connus,  bien  qu'on  les  retrouve  dans  un  Mémoire 
d'Euler,  sur  les  courbes  triangulaires,  datant  de  1778.  Quelques 
Bull,  des  Sciences  molliéni.,  2*  série,  t.  XXXVII.  (Févriei*  191 3.)  4 
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auteurs  appellent  largeur  d'une  courbe,  qui  admet  deux  tangentes 
parallèles  à  une  direclion  donnée,  la  distance  de  ces  deux  tan- 
gentes. Si  l'on  cherche  les  courbes  de  largeur  constante  aa,  on 
trouve  que  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  parallèles  sont 
sur  une  même  perpendiculaire  à  ces  tangentes,  et  que  la  longueur 
de  chacune  de  ces  courbes  est  27r«.  On  serait  tenté  de  croire  que 
le  cercle  est  la  seule  courbe  de  largeur  constante;  or  il  y  en  a 
d'autres.  Des  courbes  de  ce  genre  sont  utilisées  dans  le  mécanisme 
connu  sous  le  nom  A' excentrique  à  cadre.  Il  est  vrai  que  ces 
courbes  sont  ordinairement  construites  au  moyen  de  deux  courbes, 
dont  l'une  est  quelconque,  pourvu  qu'elle  soit  un  arc  convexe 
limité  par  une  corde  qui  est  normale  à  ses  deux  extrémités;  l'autre 
étant  obtenue  en  portant  sur  les  normales  à  la  première,  dans 
le  sens  de  la  concavité,  une  longueur  égale  à  la  corde  limite.  Mais 
Euler  a  montré  que  les  développantes  de  courbes  triangulaires 
donnent  des  courbes  de  largeur  constante,  et  MM.  Jordan 
et  Fiedler  donnent  une  solution  générale;  il  suffit  de  prendre  une 
fonction  continue  ,/(a)  telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  a, 

/(a)+/(a  +  -)  =  o. 

L'enveloppe  de  la  droite 

a^sina — ^  cosa  =y(a) -h  « 

donne,  lorsque  a  est  supérieure  un  maximum  qui  dépend  dey(a), 
une  courbe  convexe  de  largeur  2 a.  Pur  exemple,  si  l'on  prend 

/(a)  =  sin(27?4-i)a, 
on  doit  prendre 

«^ /,/>(/> -h  1). 

Ch.    Bioche. 


MASSON  (M""  Kenke  iM.).  —  Du  houlement  et  des  épicvcloïues  en 
Géométrie  non  euclidienne.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  l'Université  de  Genève^  pour  l'obtention  du  ^rade  de  Docteur  es 
Sciences  mathématiques,  i  vol.  grand  in-S",  69  pages.  Genève,  Albert 
Klindig,  1912. 

Dans  le  plan  euclidien,   lorsqu'un   cercle  mobile  roule  sur  un 
cercle  fixe,  tout  point   invariablement  lié  au  cercle  mobile  décrit 
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une  courbe  cycloïdale.  li  y  a  Lrois  genres  de  courbes  cycloïdales  : 
la  cjcloïde,  l'épicycloïde  et  l'hypocycloïde,  lesquelles  peuvent  être 
allongées,  normales  ou  raccourcies. 

Passant  au  plan  non  euclidien,  on  désigne  par  courbe  cycloïdale 
toute  courbe  engendrée  par  le  roulement  de  deux  cycles  l'un  sur 
l'autre.  Le  plan  de  Riemann,  comme  celui  d'Euclide,  n'admet 
qu'une  seule  espèce  de  cycle,  lecerc/e,  mais  celui  de  Lobatchewski 
en  admet  trois,  savoir  :  le  cercle^  Véquidistante^  et  V horicycle. 
Chaque  combinaison  de  deux  de  ces  cycles  fournit  alors  une  espèce 
de  courbe  cycloïdale. 

Ou  sait  que  Ton  peut  faire  corresoondre  au  plan  riemannien  la 
sphère  de  l'espace  euclidien,  et  de  même  au  plan  lobalchevvskien 
la  pseudo-sphère  de  l'espace  euclidien.  A  ce  point  de  vue,  on 
pourra  se  représenter  les  courbes  cycloïdales  non  euclidiennes, 
comme  engendrées  par  le  roulement  l'un  sur  l'autre  de  deux  cycles 
tracés,  soit  sur  une  même  sphère,  soit  sur  une  même  pseudo- 
sphère. 

C'est  à  l'élude  de  ces  courbes  qu'est  consacré  le  travail  de  M"'^R. 
Masson.  Celle-ci  établit  les  formules  relatives  à  leurarc^  à  leur  aire, 
à  leur  courbure,  en  commençant  par  les  déduire,  comme  cas  parti- 
culiers, de  formules  sappliquant  à  des  courbes  beaucoup  plus  géné- 
rales. M"^  Masson  montre  ensuite  comment  les  courbes  cvcloïdales 
peuvent  être  étudiées  directement,  et  notamment  comment  on  peut 
obtenir,  par  des  considérations  cinémaliques  et  géométriques,  leur 
équation  polaire  différentielle.  Les  formules  relatives  aux  deux 
géométries  sont  assez  symétriques  :  les  fonctions  trigonométriques 
circulaires  qui  figurent  dans  le  cas  du  plan  de  Riemann  sont  rem- 
placées, dans  le  cas  du  plan  de  Lobatchewski,  par  les  fonctions 
hyperboliques. 

H.   ^ ERGNE. 


SALOMOiX  (C).  —  L'ktoile  magique  a  8  branches  et  les  étoiles  hyper- 
magiques  IMPAIRES  {Essais  de  Magie  arithmétique  polygonale).  Une 
brochure  grand  in-8",  23  page?.  Paris,   Gauthier-Villars,  191-2. 

Les  8  cotés  de  l'octogone  régulier  étoile  se  coupent  en  24  points. 
Est-il  possible  de  j^lacer  à  chacun  de  ces  24  points  d'intersection 
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l'un  des  24  premiers  nombres  entiers  consécutifs,  de  manière  que 
la  somme  des  nombres  inscrits  sur  chaque  côté  soit  constante 
et  égale  à  6  fois  le  nombre  moyen       ^        ou  'j5? 

M.  C.  Salomon  résout  ce  problème  par  la  superposition  de  deux 
abaques  préalables  :  aux  24  sommets  d'une  première  étoile,  il  inscrit 
d'une  certaine  façon  les  nombres  i,  2,  3,  4?  5,  6,  7,  8,  chacun  se 
trouvant  répété  3  fois;  aux  a4  sommets  d'une  seconde  étoile, 
il  inscrit  d'une  certaine  façon  les  multiples  de  8,  c'est-à-dire 
o,  8,  16,  chacun  de  ces  nombres  étant  répété  8  fois.  Superposant 
ces  deux  abaques  étoiles  et  écrivant  sur  chaque  sommet  la  somme 
des  chiffres  correspondants  des  deux  abaques,  il  obtient  l'éloile 
magique  à  8  branches. 

Un  procédé  analogue  fournit  des  étoiles  impaires. 

La  méthode,  on  le  voit,  rappelle  celle  qui  fut  employée  par 
De  la  Hiie  pour  l'obtention  des  cari'és  magiques,  bien  que  les  deux 
problèmes  soient  différents. 

H.  Vergjve. 


VUIBERT  (H.)-  —  Les  Anaglyphes  géométriques,  i  vol.  iii-8°,  32  pages. 
Paris,  H.  Vuibert,  1912. 

Les  anagljphes  ont  été  imaginés  par  Ducos  de  Hauron  pour 
permettre  la  vision  directe  du  relief  sans  le  secours  du  stéréoscope. 
Imaginons,  tracées  sur  un  même  Tableau,  deux  figures  F<;  et  F,»  qui 
soient  les  projections  d'un  même  corps  F,  faites  respei;livement 
de  l'œil  gauche  et  de  l'oeil  droit  d'un  observateur.  Il  résulte  de  la 
théorie  de  la  vision  binoculaire  qu'un  observateur  S  regar- 
dant F,;  et  F|,  aura  l'imjjression  de  voir  le  cor|)s  F  lui-même, 
à  condition  que  l'œil  gauche  de  S  ne  puisse  apercevoir  (jue  F(;, 
l'cj-il  droit  n'apercevant  que  F„.  Le  stéréoscope  permet  de  réaliser 
cette  dernière  condition  ;  on  peut  y  arriver  encore  en  figu- 
rant Ff;  et  Fd  en  rouge  et  en  vert  respectivement,  et  en  munissant 
Fœil  d'un  lorgnon  formé  d'un  écran  vert  pour  l'œil  gauche,  d'un 
écran  rouge  pour  l'œil  droit. 

ij'enscmble  des  figures  F,;  et  F„  s'appelle  alors  un  anaglyplie; 
observé  à  travers  le  lorgnon  bicolore  il  produit  l'impression  com- 
plète du  relief. 
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On  conçoit  qu'un  tel  procédé,  moins  parfait  sans  doute  que 
la  stéréoscopie  sous  le  rapport  de  la  facilité  et  de  la  netteté  de 
la  vision,  lui  est  très  supérieur  au  |)oint  de  vue  de  la  vulgarisation; 
sa  simplicité  même  lui  promet  un  large  champ  d'expansion  dans 
une  foule  de  questions,  dans  renseignement  de  la  Géométrie,  par 
exemple  :  il  est  permis  d'espérer  que  beaucoup  d'élèves,  qui  ont 
tant  de  difficultés  à  voir  dans  l'espace,  se  familiariseront  plus  vite 
avec  les  démonstrations,  lorsque  toutes  les  figures  nécessaires 
auront  été  réduites  en  anaglvphes.  C'est  ce  qu'ont  pensé 
MM.  H.  Richard  et  H.  Vuiberl,  en  publiant  une  première  série 
de  trente  figures  anaglvphiques  se  rapportant  à  la  Géométrie  dans 
l'espace,  à  la  Descriptive,  à  la  Cristallographie  et  à  la  Physique. 
Elles  ont  été  trè?  judicieusement  choisies  pour  faire  apprécier 
les  avantages  des  anaglyplies;  dessinées  d'une  façon  correcte 
et  précise,  elles  produisent  sur  l'observateur  le  moins  prévenu  une 
impression  saisissante.  Espérons  que  MM.  H.  Vuibert  et  H.  Ri- 
chard pourront,  comme  ils  l'annoncent,  donner  de  nombreux 
suppléments  à  leur  premier  Recueil;  ils  ne  rendraient  pas  seule- 
ment de  grands  services  à  l'enseignement,  ils  procureraient  aussi 
un  réel  plaisir  aux  géomètres  en  leur  représentant,  par  exemple, 
les  quadriques,  le  cylindroïde,  les  surfaces  de  Piiicker  et  de 
Kummer,  les  surfaces  cyclides  et  lés   principales  surfaces  de  la 

Géométrie  infinitésimale. 

R.  Garnier. 


STOLZ  (Otto)  et  GMEINER  (J.  A.).  —  Theoretische  Arithmetik. 
I  Ableilung  :  Allgemeines;  die  Lehre  von  den  rationalen  Zahlen. 
Zweite  Aullage  umgearbeitet  von  J.  Anton  Gmeiner.  (Sammlimg  von 
Lehrbiichern  auf  de  m  Gebiete  der  niathematischen  Wissenschaften, 
mit  Einschlass  ihrer  Anivendungen,  Band  IV'.)  i  vol.  in-H",  avec 
8  figures,  vi-i48  pages.  Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner,    191 1. 

Le  Bulletin  a  rendu  compte  précédemment  de  la  première  édi- 
tion de  l'Ouvrage  de  MM.  O.  Slolz  et  J.  A.  Gmeiner  (  ');  ce  der- 
nier vient  de  publier  une  seconde  édition  de  la   première  Partie 

(')  T.  XXV,  1901,  p.  3);  t.  XXVIII.  1903,  p.  117;  t.  XXIX,  190.5,  p.  i53. 
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de  la  Theoretische  Arithmetik^  en  ulilisanl  les  notes  et  indica- 
lions  laissées  par  O.  Slolz.  Ou  y  retrouvera  celte  même  recherche 
de  renchaîuemenl  logique  des  théories,  ce  même  souci  de  la 
rigueur  et  de  la  précision  qui  caractérisaient  déjà  l'édition  précé- 
dente. 

^  oici  les  principaux  points  où  la  nouvelle  édition  dilTère  de 
la  première  : 

Dans  la  première  Partie  (Introduction,  concepts  de  grandeur  et 
de  nombre)  les  axiomes  de  l'égalité  ont  été  présentés  sous  un 
ordre  nouveau;  le  nombre  des  axiomes  relatifs  à  l'inégalité  a  été 
réduit  à  deux. 

Dans  la  deuxième  Partie  (les  nombres  naturels),  le  nombre  des 
propositions  fondamentales  auxquelles  M.  Peano  ramène  la  théorie 
des  nombres  naturels  a  été  diminué  de  un,  tandis  que  la  soustrac- 
tion, la  division,  l'élévation  aux  puissances  et  les  théorèmes  fonda- 
mentaux de  la  théorie  des  nombres  ont  été  plus  largement  traités. 

La  troisième  Partie  (Théorie  analvtique  des  nombres  rationnels) 
a  été  scindée  en  deux,  la  première  exposant  d'une  façon  nouvelle 
la  théorie  générale  des  lois  du  calcul,  la  seconde  étant  consacrée 
à  l'introduction  analytique  des  nombres  rationnels. 

Enfin,  dans  la  quatrième  et  dernière  Partie  (Théorie  synthé- 
tique des  nombres  rationnels,  fractions  systématiques),  l'addition 
des  fractions  précède  cette  fois  la  multiplication,  tandis  que  la 
représentation  géométrique  des  nombres  naturels  et  la  théorie 
de  leurs  opérations  fondamentales  sont  exposées  avec  plus  de  détails 
(|ue  dans  lédition  précédente. 

11.   G  ARMER. 


MELANGES, 


MELANGES 


RÉSOLUTION  D'UN  PROBLÈME  CONCERNANT  LES  SURFACES 
DE  RIEMANN; 

Par  le  Prof.  M.  TIKHOMANDRITZKY. 


Une  surface  de Rieinann  étant  donnée^  tiouver  une  équation 
algébrique 

(i)  Y\x.  y)  =  o 

relative  à  cette  surface,  c'est-à-dire  une  équation  qui  définirait 
une  fonction  algébrique  uniforme  sur  la  surface  de  Rieinann 
donnée;  voilà  le  problème  dont  je  vais  indiquer  ici  la  résolution. 
C'est  un  problème  indéterminé,  car  toute  fonction  rationnelle 
:;  =  R(a?,  y)  àe  x  ei y  sera,  elle  aussi,  uniforme  sur  la  même  sur- 
face de  Riemann,  mais  sera  liée  à  x  par  une  autre  équation, 
notamment 


3)  =  £J[5-Rf^,r.-)]  =  o, 


«ï'I  :r.  z)  = 


du  même  degré  n  par  rapport  à  ;,  si  elle  est  irréductible  ('),  mais 
d'un  degré  m'  par  rapport  à  x,  en  général  différent  de  m.  C'est 
pourquoi  nous  nous  restreindrons  à  trouver  l'équation  (i)  dans  le 
cas  où  m  a  la  moindre  valeur  possible. 

Le  discriminant  de  l'équation  cherchée  (i)  se  décompose  en 


(')   Voir  le  paragraphe  10  de  mes  Éléments  de  la  théorie  des  intégrales  abé~ 
Hennés,  Saint-Pétersbourg,  1911. 
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deux  facteurs,  l'un  essentiel  et  l'autre  non  essentiel  (-)  : 

(2)  A  =  V.\V 

de  degrés  N  et  2  A  respectivement,  liés  par  l'équation 

(3)  N-f- 'lA  =  2/?î(rt  —  i), 

où  IS  est  le  nombre  de  tous  les  lacets  binaires,  se  rapportant  à  tous 
les  points  de  ramification,  situés  au  fini  et  à  l'infini,  de  la  surface 
de  Riemann  donnée,  et  par  conséquent  est  connu.  L'équation  (3) 
contient  deux  inconnues  :  m  et  A,  d'où  l'on  aperçoit  aussi  l'indé- 
termination de  notre  problème  en  général  ;  mais,  après  la  restriction 
ajoutée  par  rapport  à  la  valeur  de  m,  on  n'a  qu'à  chercher  la  plus 
petite  valeur  de  A  pour  laquelle  N  +  2  x\  devient  divisible  par 
2{n  —  i). 

Par  exemple,  pour  la  surface  de  Riemann  donnée  sur  la  figure  I, 
à  la  fin  de  nos  Eléments,  où  /z  =  3,  en  ajoutant  les  nombres  des 
lacets  binaires  aux  points  de  ramification  a.  h,  c,  x,  on  a 

N  =  I-r-  -2-1-1-1-2=0; 

l'équation  (3)  sera  donc 

(>  -{-  iX  =  ^m: 

la  plus  petite  valeur  de  A,  pour  laquelle  le  côté  gauche  sera  divi- 
sible par  2  (/*  —  i)  =  4î  est  =  1  ;  par  conséquent,  on  aura  ni  =  2. 
Ayant  trouvé  m,  on  pourra  écrire  l'équation  (1)  avec  les  coeffi- 
cients indéterminés,  ensuite  calculer  son  discriminant  par  la 
métliode  connue.  S'il  y  a  des  points  de  ramification  à  l'irifini,  on 
égalera  à  zéro  autant  des  premiers  coefficients  du  discriminant 
développé  suivant  les  puissances  descendantes  de  a:  qu'il  y  a 
d'unités  dans  la  somme  des  lacels  binaires  relatives  à  ces  points  de 
ramification,  ensuite  on  divisera  ce  qui  en  restera  par  le  produit 
des  facteurs  de  V  qui  se  rapportent  aux  points  de  ramification 
silués  au  fini,  en  arrêtant  la  division  au  moment  où  l'on  arrive  à 
un  reste  du  degré  moindre  que  ce  [produit;  on  égalera  ensuite 
tous  les  coefficients  du  reste  à  zéro.    Le  quotient   devant  être  un 

(')  /Oid.,  §  37,  p.  ô«-5y. 
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carré  parfait,  on  en  déduira  de  nouvelles  conditions  pour  les 
coefficients  indéterminés  en  (1). 

Dans  le  cas  de  notre  figure  1,  on  devra  égaler  à  zéro  deux  pre- 
miers coefficients  du  discriminant,  et  diviser  ce  qui  en  restera 
après  cela  par  le  produit  des  facteurs  de  V  se  rapportant  aux 
points  a^  b,  c,  c'est-à-dire  par 

{x  —  a)  (x  —  bYix  —  c); 

puis  égaler  à  zéro  les  quatre  coefficients  du  reste.  Le  quotient  sera 
du  deuxième  degré;  la  condition  d'èlre  un  carré  parfait  donnera 
encore  une  condition;  on  aura  de  cette  manière 


conditions  entre  3  x  4  =  '  2  coefficients  indéterminés.  Mais  comme 
les  facteurs  de  W  ne  peuvent  être  différents  de  ceux  de  ^  ,  on 
aura  de  là,  en  général,  de  nouvelles  conditions.  Dans  le  cas  de 
notre  figure  I,  le  quotient  doit  être  égal  au  carré  de  :r  —  a,  ou  de 
X  —  6,  ou  àe  X  —  c;  c'est  ce  qui  ajoute  encore  une  condition  ; 
donc  après  cela  il  restera  encore  quatre  coefficients  indéterminés. 
Mais  il  faut  encore  qu'autour  des  points  a,  6,  c,  les  racines  de 
l'équation  (i)  se  permutent  dans  l'ordre  indiqué  sur  la  figure, 
c'est  ce  qui  donnera  encore  quatre  conditions  dans  le  cas  de  notre 
figure  1. 

S'il  arrivait  que  toutes  ces  conditions  ne  soientpas  compatibles, 
on  devrait  alors  augmenter  A  d'une  unité  et  recommencer  les 
calculs  pour  la  nouvelle  valeur  de  m  qui  en  résulterait. 

II. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'illustrer  la  méthode  précédente  par  un 
exemple  simple. 

1.  Soit  donnée  une  surface  de  Riemann  à  trois  feuillets,  avec 
deux  points  de  ramification  :  x  =^-\-  i ,  avec  la  substitution  (^y^  ?  J'2), 
et  :c  =  — I,  avec  la  substitution  {y->^  Vz),  et  les  deux  lignes  de 
passage  -f-i,...,  +  x  et  — ^1,...,  —  x  : 

—  oc  —  I  o  -t- 1  -4-  oc 
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qui  se  rencontrent  sur  la  sphère  de  Riemann  au  point  O',  qui  sera 
aussi  celui  de  ramification  avec  la  substitution  (,1't,  l'aj^Ks)}  comme 
on  le  vérifie  aisément,  par  conséquent  du  deuxième  ordre.  Le 
nombre  total  iN  des  lacets  binaires  sera  donc 

N  =  I  4-  I  -I-  2  =  4- 

Le  nombre  des  feuillets  étant  n  =  3,  la  formule  de  Riemann  (  '  ) 
nous  donnera  pour  le  genre  de  la  surface 

'      AT 

P  =  —  iS  /l-f-|  =  2  —  0-+-I  =  0. 

2 

Pour  le  degré  du   discriminant  de  l'équation  cherchée,   nous 
aurons  (-) 

N  +  2  A  =  4  +  2  A  =  2  //i  (  /i  —  i)  =  ^m; 

cette  formule  donne  la  valeur  minima  de  m  pour  A.  =  o,  notam- 
ment m  1=  I  ;  l'équation  chercliée,  relative  à  la  surface  de  Riemann 
donnée,  aura  donc  la  forme 

(i)  (ax  -T-  b)y^-+-  (ex  -r-  d)y--\-  {ex  -^  f)y  +  {gx  -\-  h)  =  o. 

En  calculant  son  discriminant  par  une  des  méthodes  connues, 
on  trouvera 

(2)     A(ar)  =      [^ae^— c-e^—i'èaceg -^ 'i-^a-g^-i- ^c^g]x'* 
-+-[12  ae^f  -t-  4  6e-*  —  2 cde-  —  2  c'^  ef 

—  iS{adeg -^- bceg -h  aceh -+- aefg) 

-+-  'j/\{abg'^-¥-  a^gh)  -+-  i9.c-dg  ■+-  ^c^h]x'^ 
-I-  f  1 2  aef-  -h  1 2  be-f  —  d^e-  —  4  crfe/  —  c'-f^ 

—  1 8  (bdeg  -+-  adeh  -+-  bceh  --  cidfg  ■+-  bcfg  -l-  acfli) 

-f-  27  (  b-  g-  ■+■  4  abgh  -r-  a  -  A  -  )  -r- 1 2  gcd'^  -h  1 2  c'^  dh  ]  x"^ 
-h  [  4  a/3  -M  2  bep  —  2  rf-^  ef  —  2  cdf'^ 

—  1 8 (  bdeli  -i-  bdfg  -H  adfh  -+-  bcfh) 

-t-  34  (  b-'  i^li  -f-  abli"^  )  -h  4  d^g  -f- 1 2  cd^  h  ]  x 

n-  I  4  bf'^  —  d-ip  —  1 8  bdf/i  +  27  62  /t2  -t-  4  c/:«  //  ]  =  o . 

Un  poiïil  de  ramification   du   second   ordre  étant  à    l'infini,  le 


(')    Voyez  mes  l-:iéinenls,  p.  60,  formule  (if)). 
("■  )  Ihid,  ().  .')(|,  fdiiiMiln   (17). 
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de'^vé  de  cette  équation  doit  s'abaisser  de  deux  unités;  pour  cela, 
posons  égaux  à  zéro  les  deux  premiers  coefficients  et  nous  aurons 
les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 

[l]  ^ae^ —  c~e-  —  i8 aceg"  -h  i"] a- g-  -¥-  ^c"^ g  —  o; 

[2]    iiae^f-^ .\be^ — icde- — ic-ef —  \%{adcg -\-  bceg ^-  aceh-\-acfg) 

+  54 («6^--!-  a-gh)  -\-  iic-dg  -f-  4c^/«  =  o. 

L  équation  (2)  se  réduira  par  cela  à  la  forme 
kx--^  Ba7-i-  C  =  o. 

qui  doit  être  divisible  par  x-  —  1  ;  donc  le  reste  de  la  division 

B^H-(A-t-C) 

doit  être  identiquement  égal  à  zéro;  par  conséquent,  on  doit  avoir 
B  =  o  et  A  +  G  =  o,  ce  qui  nous  donne  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

13]    \afi^\'i.bef''-~id'^ef—icdp—\%{hdeh-h-hdfg-^adfh-^hcfh) 

-f-  5^{b-gh  H-  abh-)  -f-  \d^g -^iicd'^h  =  o; 

[4]  iiaef--{-  \ibe-f —  d-e-  —  \cdef  —  c-f^ 

—  18 (bdeg  -+-  adeh  -^  bceh  -i-  adfg  -^  bcfg  -+-  acfh ) 
-^  i-jib-g"^-^  !\abgh  -+-  a'^ h- )  -:-  \igcd--^i'xc^dh 

^  \bf^—d'-p—\%bdfh-^i-;b'^h'^-^  ^d^h  =  o. 

2.  Le  discriminant  n'ayant  pas  facteur  non  essentiel  à  cause  de 
A  =  o  ('),  nous  pouvons  profiter  de  cette  circonstance,  qui  nous 
laisse  quelques  indéterminées  à  notre  disposition,  pour  simplifier 
notablement  les  équations  que  nous  avons  déjà  trouvées  et  celles 
que  nous  avons  encore  à  trouver.  Comme/»  =  o,  le  nombre  minima 
p  -\-  I  des  infinis  que  nous  pouvons  choisir  à  volonté  (-)  se  réduit  à  i  ; 
donc  nous  pouvons  supposer  que  tous  les  infinis  de  la  fonction  j^, 
définie  par  l'équation  (i),  se  trouvent  à  l'infini;  cela  veut  dire 
que  la  fonction  clierchée  )'  est  une  fonction  algébrique  entière; 
mais  alors  le  coefficient  de  i''  doit  se  réduire  à  une  constante;  par 
conséquent,  nous  devons  poser 

(3)  a  =  o         et         b  =:  1. 

(')  Ibid.,  p.  59. 
(')  Ibid.,  [j.  92. 
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Ces  valeurs  de  a  et  ^  réduisent  l'équation  [i]  à  celle-ci  : 

(4c^— e2)c2=o. 

De  ses  solutions  différentes,  choisissons  la  plus  simple 

(4)  c  =  o. 

Ces  valeurs  de  a,  6,  c  réduiront  l'équation  [2]  à  celle-ci  : 

donc  on  aura 

(5)  e  =  o. 

Mais  alors  l'équation  [3]  deviendra 

"^bi — gdf -h  0.'^ h  ^  Acl^)  —  o. 

Maintenant  on  ne  peut  plus  poser  g' =  o,  car  alors  la  variable  x 
disparaîtra  de  l'équation  (1)  ely  sera  une  constante;  donc  on  doit 
poser 

(6)  .  — (jdf -\- 1-]  h -\- id^  =  o. 

En  vertu  de  (3),  (4),  (5)  et  (6),  l'équation  [4]  se  réduira  à 
celle-ci 

3.  Les  valeurs  (3),  (4)  et  (5)  de  a,  6,  c,  e  réduisent  l'équa- 
tion (i)  à  cette  forme 

(8)  yi^dy^-^fy^igx  +  h)^o, 

avec  quatre  indéterminées  d^  y,  g^  li^  liées  par  les  deux  équa- 
tions (6)  et  ('j).  Il  faut  donc  avoir  encore  deux  équations  ;  elles 
nous  seront  données  par  les  points  de  ramification  ar  =  -|-i  et 
X  =  —  I  . 

On  peut  simplifier  l'équation  (8)  en  posant 

(9)  y  =  y—{d, 

car  la  nouvelle  fonction  y'^  étant  une  ("onction  rationnelle  dej', 
aura  les  mêmes  points  de  ramification.  On  aura,  au  lieu  de  l'équa- 
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lion  (8),  cette  équation 

(10)  y^+{f—^d'-jy+i-x  =  o, 

la  nouvelle  valeur  du  dernier  coefficient  se  réduisant  à  zéro  en 
vertu  de  l'équation  (6).  Cette  équation  aura  deux  racines  égales 
pour  a?  =  it  I ,  lorsqu'on  aura 


(11)  ■^7ft--+4(^/-  3'/-j    =o. 

Nous  avons  donc  une  même  condition  pour  les  deux  points  de 
ramification,  au  lieu  de  deux;  cela  rend  une  indéterminée  à  notre 
disposition.  Posons  donc 

(12)  d  =  o, 

cela  donnera  j''  =  j)',  en  réduisant  les  équations  (8)  et  (lo)  à  une 
même  : 

(i3)  r^^-/7^-^^  =  o, 

car,  en  vertu  de  (6),  on  aura,  en  même  temps  que  (12), 

(14  )  /i  =  o. 

Par  ces  valeurs  de  d  et  de  h,  les  deux  équations  ('j  )  et  (i  i)  se 
rédu'i'^ent  à  une  même  équation  qui  est 

(i5)  27^2-4-4/^=0, 

tandis  que  l'équation  (6)  devient  une  identité.  Nous  pouvons 
donc,  dans  la  proportion  suivante  qui  se  déduit  de  l'équa- 
tion (1 5)  : 

(•6)  i^  =  -l-  =  A-, 

prendre  A"  =  i ,  et  ensuite 

(17)  ^  =  +  2,         /  =  -3, 

par  quoi  l'équation  (i3)  deviendra  définitivement  celle-ci  : 

(18)  y.i—'iy^.2x  =  0       (1). 

(')  C'est  l'Exemple  I  du   Chapitre    III  île  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  Briot  et  Bouquet,  2'  édition,  Paris,  1870,  p.  57-59. 
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Elle  aura  pour  x  =  o  trois  racines  :  y  =  o,  ]■  =  dz  y/3,  el  pour 
X  =:-Jr  i  :  y  =  -i-  i  (double),  y  =  —  2  ;  pour  x  =  —  1  :  r  ^  —  ' 
(double),  y  =  -ir  2. 

La  dérivée 

dy  9. 


(19) 


dx  3(  )  - —  1) 


sera  positive  pour  celle  des  trois  racines  qui  s'annule  au  point 
07  =  0,  et  négative  pour  les  deux  autres  au  même  point  t  =  o, 
qu'elle  conserve  de  a7  =  —  i  à  ^=-{-1.  Donc  c'est  la  première 
des  racines  qui  est  croissante  dan^  cet  intervalle,  tandis  que  les 
autres  sont  décroissantes;  par  conséquent,  on  pourra  les  ranger 
de  celte  manière  : 

x=—\,        jK,  =  -+--2,  y.,==-i,        73  =  — (, 

x=      o,        jKi  =  -i-v/3.         y2=      o,        .>''3  =  — /3, 

a;  =  -+-l,  J/,  =-(-!,  jr.,  =  ^i,  ^3=  —  ■!, 

par  quoi  on  apeiçoil  de  suite  cpiautour  ties  points  de  ramification, 
elles  se  permutent  conformément  à  la  surface  donnée  de  Riemann. 

Galscliina,  19/4  novembre  1912. 
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HAVx  1911,  udgiven  af  NIELS  ^'1ELSE^',  Kongressens  Prœsident.  i  vol. 
in-8  Jésus,  \v1-192  pages.  Kjôbenhavn.  Kristiania,  Gyldendalske  Bog- 
liandel,  1912. 

Je  Liens  loul  d'abord  à  remercier  vivement  M.  le  Professeur  D'  Niels 
JNielsen,  Président  du  Congrès,  d'avoir  bien  voulu  me  procurer  les  Analyses 
succinctes,  rédigées  en  français,  des  Conférences,  rédigées  en  danois,  en 
norvégien  ou  en  suédois,  qui  sont  dans  l'Ouvrage,  dont  le  tilre  peut  élre 
ainsi  traduit  :  Compte  rendu  du  deuxième  Congrès  des  Mathématiciens 
Scandinaves,  tenu  à  Copenhague  en  191 1. 

Beaucoup  de  ces  Analyses  ont  été  rédigées  en  français  par  les  Lecteurs 
des  Conférences.  .M.  Niels  Nielsen  a  bien  voulu  traduire  en  français  les 
analyses  rédigées  en  danois. 


1.  Zelthex  jH.  G.).  —  Sur  la  création  de  la  Mathématique  de  précision 
de  Pythagore  à  Euclide. 

Occupé  alors  de  la  rédaction  de  l'Arlicle  sur  la  Malhémalique 
de  l'Anliquilé  et  du  Mcjen-Aye  qui  viet)L  de  paraître  dans  le 
Volume  malhémalique  de  la  Kiiltui-  der  Gegenwart,  l'Auleur 
profile  de  l'occasion  pour  en  exposer  brièvement  une  partie  fon- 
damentale, qui  présente  plusieurs  points  de  vue  nouveaux.  Après 
la  découverte  de  l'existence  des  quantités  irrationnelles,  déjà  les 
Pythagoriciens  commençaient  à  se  servir  dune  représentation 
géométrique  également  applicable  aux  quantités  lalionnelles  et 
irrationnelles.  Mais  seulement  les  amis  de  Platon,  les  premiers 
parmi  eux,  liudoxe  et  Théélèle,  constituaient  un  usage  exact  el 
bien  systématique  de  cette  représentalion,  qui  remplace,  dans  la 
Mathématique  antique,  nos  formules  algébriques.  Les  diflerenls 
Livres  des  Éléments  d'Euclide  rappellent  les  étapes  du  développe- 
ment dont  ils  sont  le  fruit  mûr  et  dont  M.  Zeulhen  rend  compte. 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  1'  série,  t.  XXXVII.  (Mars  igio.)  5 
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2.  NiELSEX  (NiELS).  —   Sur  le  développe  ment  des  fonctions  analytiques 
en  séries  de  fonctions  hypergéomëtriques. 

L'Auleiir,  leprenaui  ses  recherches  du  Chapitre  XIII  de  sou 
Livre  inliuilé  Théorie  des  fonctions  métasphéiiqiies  (Paris, 
Gauthier-Villars,  191  i)  et  générahsanl  sa  méthode,  démontre  en 
particulier  deux  théorèmes  généraux  dont  voici  les  cas  les  plus 
simples. 

Soit  f  {oc)  une  fonction  analytique  quelconque  de  la  variable 
complexe  a:  =  aH-«[^,  régulière  aux  environs  de  x  =  o.  On  a  les 
deux  développements 

(i)  f(^)  =  >.«/t.r"F(a  -\-  n^  ^  -{-  n.  •{  -h  n,  x), 


(2) 


1  rt  =  0 

11=  X. 


où  F  désigne  la  lonction  hypergéométrique  ordinaire  et  où  il  faut 
dans  les  équations  (2)  déterminer  les  nombres  entiers  n'  et  n"  par 
les  conditions 


-  S  «  ^ S  n  <  — 

2  2 


Les  séries  en  question  sont  convergentes  aux  environs  de  .r  =  o 
et  les  domaines  de  convergence  sont  l'intérieur  de  deux  courbes 
fermées. 

I^e  domaine  de  convergence  d'une  sirie  de  Burtnann  indiqué 
|)ar  V.  Puiseux  peut  être  plus  étroil  rpie  le  domaine  véritable. 

i^es  recherches  de  M.  jNiels  Nielson  paraîtront  in  extenso  dans 
les    innales  scientifiques  de  V Ecole  Nonnale. 

•  >.  UshiiN  (C.  W.).  —  Sur  les  ajuations  intégrales  de  l  llydroilynannipie. 

L  Auleiii  propose  riiypothèsc  (pic  les  mouvements  irrégu- 
liers d'un  fluide  visqueux  et  incompressible,  auxquels  il  a  été 
ainciM'  dans  -.c.   recherches  antérieures,  sont  idenlicpies  aux  mou- 
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vements  liirhnlenls.  Pour  vérifier  cette  hypothèse,  il  étudie  la 
nature  des  sing^ularités  qui  peuvent  naître.  Il  réussit  à  montrer 
que  les  singularités  sont  des  tourbillons.  Or,  pour  arriver  à  ce  but, 
il  faut  abandonner  les  équations  dilTérentielles  de  JNavier  et  de 
Slokes  et  opérer  directement  sur  les  équations  intégrales  qui  sont 
l'expression  immédiate  des  hypothèses  physiques  fondamentales. 
Les  dérivées  du  second  ordre  disparaissant  de  cette  manière  des 
calculs,  on  obtient  une  simplification  mathématique  importante, 
les  recherches  pénibles  sur  l'existence  de  ces  dérivées  devenant 
inutiles  au  point  de  vue  de  la  Physique  mathématique. 


4.   BjERKXES  (V.;.  —  Sur  l'algèbre  graphique  el  sur  le  calcul  différentiel 
et  intégral  graphique. 

La  Conférence  de  M.  Bjerknes  est  extraite  de  son  Ouvrage  intitulé  : 
Dynamic  Meteorology  and  Hydrography ;  Part.  II  :  Kinematics.  Was- 
hington, 191 1. 


.j.  S.MITI1  (O.  A.).  —  Théorème  de  l'équation  différentielle  homogène  et 
linéaire  du  second  ordre,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
entiers  du  second  degré. 

L" Auteur  prend  pour  point  de  départ  l'équation 

(I)  /(0T'2'-+-îp(0T^"-t-<l>(0T  =  0, 

où  f(t),  o{t)  et  ^{t)  sont  des   fonctions  analytiques,   régulières 
dans  un  domaine  commun.  Considérons  ensuite  l'intégrale  définie 


y^  1     e'-'^T 't'i  t)dt\ 


il  s'agit  de  déterminer  les  nombres  a  et  j3  et   la  fonction  *ï*(^), 
indépendants  de  x,  de  sorte  que  l'équation  difTérentielle  obtenue 
pour  y  devienne  la  plus  simple  possible. 
A  cet  efTel,  il  faut  supposer 

Le  cas  particulier,  où  l'équation  (i)  est  de  la  forme 

(a.,r2-}-rt,<-f-ao)Ti--!  +(6., /'i^i-Z^i  t  -~  ùo)T^^^ ~- (0.1'- -i- c,t  ^  Co)T  =  o 
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présente  un  iulérèt  particulier,  pourvu  que  |  «o|  >•  o.  Soient  a  et  [i 
les  racines  de  l'équation 

Oj /^  -T-  ai  ^  -f-  «0  ^  o, 
l'équation  obtenue  poury  devient 

Cette  transformation  est  réciproque. 

La  méthode  est  avantageuse  dans  l'intégration  des  équations 
différentielles  linéaires  à  l'aide  des  intégrales  définies. 

G.  Jexsen  (J.  I,.   \\  .  V.).  —  Recherches  sur  la  théorie  des  équations . 

La  traduction  en  français  de  la  Conférence  de  AI.  Jensen  se  trouve  dans 
le  Tome  XXXVI  des  Acta  mnthematica,   1912. 

7.  Hjklmslev  (J.).   —  liecherches  nouvelles  sur  le  fondement 
de  la  Géométrie. 

Pour  établir  la  Géométrie  projective  plane,  lAnleur  propose 
plusieurs  hypothèses.  Deux  poinls  différents  déterminent  une 
droite  et  une  seule.  Il  existe  un  groupe  de  transformations  colli- 
néaires  (déplacements,  égalités),  contenant  ses  transformations 
inverses  et  doué  des  propriétés  suivantes  :  A  toute  dioite  d  corres- 
pond biunivoquemenl  une  symétrie,  c'est-à-dire  un  déplacnnenl 
non  identique  laissant  fixe  tout  point  de  d',  A  tout  point  I*  d'une 
droite  «'Z  coircspond  uni voquement  un  dé|)lacement  non  identique 
de  la  droite  en  elle-même,  laissant  le  point  P  invariant;  Lorsqu'il 
existe  un  déplacement  d'une  droite  AB  en  elle-n)ême,  qui  change  A 
en  B,  aloi  s  il  existe  un  déplacement,  (|ui  change  A  en  B  et  B  en  A; 
Lorsque  deux  ponctuelles  égales,  situées  sur  deux  droites  difle- 
renles  ont  un  point  correspondant,  commun,  il  existe  une  symé- 
trie (jui  change  l'une  des  ponctuelles  en  l'autre. 

8.  Heegaaiu)  (t'oii.).   —  Un  problème  «/'Anidysis  Srliis. 

La  Conférence  de  M.  Heegaard  est  une  Communication  provisoire. 
f/Auleur  se  réserve  de  publier  plus  tard  les  résultats  de  ses  retlierches. 
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9.  Malmquist  (J.).  —  Sur  les  fonctions  à  un  nombre  fini  de  brandies 
définies  par  une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre. 

En  s'appuyanl  sur  certains  lésnllals  de  .M.  P.  Houironx  concei- 
nant  la  croissance  des  intégrales  d'une  équation  difTéientielle  du 
premier  ordre.  l'Auteur  démontre  le  théorème^  suivant  : 

Si  réquation  différentiello 

ne  se  transforme  pas  en  une  équation  de  Riccati  par  une  trans- 
formation de  la  forme 


y  a 


H  y'' 


yii  -/)+l  _i_  3     y'i—p 


?n- 


■p+l 


les  coejfficients  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  toute 
intégrale  à  un  nombre  fini  de  branches  est  nécessairement  une 
fonction  algébrique. 

10.   MoLLERUP  (JoiiANNEs).  —  Sur  l'identité  du  déterminant  de  M.  Fredholni 
et  d'un  déterminant  infini  de  M.  von  Koch  ('). 


En  résolvant  l'équation  intégrale  homogène 
cp(s)  =  >-  /     K(st)o{t)  dt 


par  des  équalions  avec  un  nombre  infini  d'inconnues,  on  trouve 
comme  déterminant  des  équations  un  déterminant  infini  de 
M.  von  Koch 

I  )'  «11  —  À  «21 

—  XcTu       I  —  Xa22 


A(A)  = 


OU 


aji=  f     f    K(st)^j{t)^i{s)dsdt, 
^i('y).  'i-'-2{s)i  ■  ■  ■   formant  un  système  orthogonal  complet. 


(')  Celle  Conférence  est  publiée  dans  le  Bull,  des  Sciences  math.,  t.  XXXVI,, 
1912,  p.  i3o. 
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En  se  servant  dune  formule  inlégrale 

/       I      ...    I      K{siS2)K(SiSs) .  .  .K{SnSi)  dsids^_  ..  .dsn 

les  /,.  l'y.  •..,  in    parcourant  indépendammenl  tous  les  nombres 
de  la  suite  i ,  2,  3,  ....  on  démontre  que 

A(X)=D),K, 

D)K  étant  le  déterminant  de  Fredholm  pour  le  nojau  X^{st). 

De  ce  théorème  découlent  des  théorèmes  sur  le  genre  du  déter- 
luinant  de  Fredholm. 

11.  Charlier  (C.  V.  L.).  —  Sur  la  résolution  analytique  du  problême 
concernant  la  détermination  des  orbites. 

La  Conférence  de  M.  Charlier  est  imprimée  dans  les  Monthly  Notices  of 
the  Royal  Astrononiical  Society  0/  Lnndon  (December  1910.  March  191 1). 

12.  JuEL  (C).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  et  les  surfaces  non  algébriques. 

Etant  donnée  une  surface  réelle,  analy:ique  et,  sauf  en  des 
points  isolés,  partout  régulière,  une  surf;tce  simple.,  on  peut  se 
demander  sous  quelles  conditions  la  surface  est  nécessairement 
algébrique. 

En  s'appuyant  sur  le  théorème  suivant  : 

Une  sur/ace  simple  coupée  par  une  droite  arbiti  aire  en  trois 
points  réels  au  plus  contient  au  moins  trois  droites,  l'Auteur 
démontre  d'abord  c\\i'irne  surface  simple  coupée  par  une  coniqur 
en  six  points  au  plus  est  î^énératement  algébrique. 

Les  cas   d'exception   où   sa  démonstration  est  eu  défaut  sont   : 

i"   Ceux  où  toutes  les  droites  de  la  surface  sont  dévcloppables; 
yt"  Ceux  où  la  surface  est  gauche. 

Il  démontre  ensuite  {\\\'une  surface  simple  coupée  pai  un 
cercle  en  quatre  points  au  plus  est  généralement  algébrique. 

Le  cas  d'exception  est  celui  où  toutes  les  ligues  de  courbure  de 
la  surlace  sont  circulaires. 
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Dans  les  cas  spéciaux  cités,  il  n'est  pas  encore  certain  que  les 
ihéorèmes  soient  vrais. 

13.   Pleijel  (H.).  —  L'équation  des  lélégraphistea. 

L'Auteur  s'est  occupé,  dans  cette  Conférence,  de  la  question 
de  déterminer  le  régime  variable  entrant  lors  de  l'intercalalion 
d'une  force  électromotrice  d'une  forme  quelconque  dans  un  cir- 
cuit télégraphique  ou  téléphonique,  relié  avec  des  dispositifs  de 
résistance,  de  self-induction  et  de  capacité.  La  solution  de  ce  pro- 
blème est  obtenue  sous  la  forme  d'une  série  finie,  chaque  terme 
de  la  série  représentant  une  onde  sortant  ou  une  onde  réfléchie. 
Chaque  terme  est,  dans  la  règle,  composée  de  deux  parties,  l'une 
donnant  une  onde  amortie  mais  sans  détorsion,  et  l'autre  donnant 
une  onde  déformée.  Se  basant  sur  la  solution  ainsi  obtenue, 
l'Auteur  discute  enfin  les  principes  généraux  du  régime  variable 
sous  des  conditions  difTérentes. 

U.  BoHR  (Harai.d).   —  Sur  les  valeurs  possibles  de  la  fonction '^{'i  -^  il) 
de  Biemann  dans  le  demi-plan  t  >  i . 

L'Auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Dans  le  demi-plan  ^  >  i ,  la  fonction  v(a-  -t-  it)  de  Rieniann 
peut  avoir  une  valeur  quelconque  différente  de  zéro;  de  plus, 

l'équation 

l(i  -h  it)  =  a, 

où  a  est  différent  de  zéro,  mais  quelconque  du  reste,  admet  une 
infinité  de  racines  situées  dans  le  demi-plan  7  >>  i . 

La  démonstration  est  fondée  sur  une  méthode  arithmético- 
analytique  qui  applique  d'une  manière  caractéristique  le  théorème 
que  l'entier  positif  m  ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  premiers 
que  d'une  seule  façon.  Elle  sera  plus  tard,  sous  une  forme  plus 
détaillée,  publiée  dans  les  Gottinger  Nachrichten. 

15.  BiîODKX  (T.).  —  Sur  un  système  des  postulats 
dans  la  Géométrie  euclidienne. 

Il  s'agit,  pour  la  Géométrie  euclidienne,  d'un  système  de  pos- 
tulais dans  lequel  on  n'admet  comme  idées  fondamentales  que  la 
notion  du  point  et  celle  de  l'égalité  des  distances  de  deux  points 
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d'un  même  plan  (AB=AC).  En  outre,  ce  système  est  essentiel- 
lement fondé  sur  des  rapports  de  symétrie.  Déjà  en  1890,  l'Auteur 
avait  exposé  ce  système  dans  une  forme  un  peu  différente  (voir 
Jahrbuch  il.  d.  Forlschritle  d.  Matli.,  J.  22,  p.  Saa,  et  Ency- 
klop.  d.  Math.  Wiss.,  t.  111,  p.  18).  Les  postulats  se  partagent 
entre  les  groupes  suivants,  à  savoir  : 

1°  Postulat  fondamental  (AC=AD,  si  AG  =  AB,  \D  =  AB); 
2°  Postulats  qui  conduiseni  à  la  notion  générale  AB  =  CD; 
3°  Postulats  pour  l'individualisation   de  la   ligne  droite  et  du 
plan; 

4"  Postulats  de  symétrie; 
5"  Postulais  de  continuité; 
6°  Postulat  de  parallélisme. 

On  fait  aussi  quelques  remarques  sur  l'indépendance  des  pos- 
tulats entre  eux  et  sur  la  portée  du  système  exposé. 

10.  ScHOU  (E.).  —  Recherches  sur  quelques  classes  de  fonctions  harmoniques 

à  trois  variables. 

Dans  celte  Conférence,  qui  est  le  résumé  de  sa  thèse  de  Doc- 
torat à  l'Université  de  Copenhague,  r\uteur  s'est  proposé  de 
déterminer  toutes  les  paires  de  fonctions  pi,  pa  satisfaisant  à 
l'équation  de  Laplace  à  trois  variables,  avant  la  propiiété  que, 
parmi  les  fonctions  de  p,  et  pa,/ (o.,  pa),  il  s'est  trouvé  une  infi- 
nité satisfaisant  égalen)ent  à  l'équation  de  Laplace. 

Comme  point  de  départ,  l'Auteur  démontre  que,  parmi  les 
systèmes  de  surfaces  p  =  C  appartenant  à  la  congruence  p,  =  Ci, 
02=  Co,  il  se  trouve  un  ou  deux  svstèmes  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

Il  suit  de  là  que  l'on  peut  déterminer  toutes  les  congruences 
en  question,  el,  par  là,  le  problème  est  réduit  à  la  solution  de 
certaines  équations  linéaires,  à  dérivées  partielles  du  second  ordre 
el  à  deux  variables.  Dans  certains  cas,  la  solution  se  trouve  sous 
forme  explicite  ('  ). 

(')    Dans  son    résumé.    M.    K.    Sclioii    ajoute    les    remarques   siiivanles  :   f    \,a 
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17.  Bjerknes  (V.)-  —  Les  champs  de  force  clans  les  milieux  continus. 

En  donnant  la  solution  explicite  du  problème  sur  le  mouvement 
de  corps  sphériques  dans  un  fluide  parfait,  C.  A.  Bjerknes  esl 
arrivé  à  une  analogie  remarquable  entre  les  phénomènes  du  champ 
hy(lrodjnamif[ue  el  les  phénomènes  du  champ  électrique  ou 
magnétique.  M.  V^  Bjerknes  montre  comment  on  |)eut  démontrer 
l'exislencr  de  cette  analogie  d'une  manière  lonl  à  fait  générale. 
Par  une  transformation  très  simple,  on  peut  donner  au\  équations 
hydrodynamiques  la  forme  des  équations  qui  définissent  les  pro- 
priétés des  champs  électriques  ou  magnétiques  correspondants. 
L'analogie  est  directe  en  tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  géo- 
métriques, inverse  en  tout  ce  qui  ccmcerne  les  propriétés  dyna- 
miques des  champs. 

18.  Li>DEL()F  (Erxst).  —  Sur  une  méthode  proposée 
par  le  linguiste  danois  Karl   Verner  pour  l'analyse  des  courbes  périodiques. 

Pour  calculer  les  coefficients  du  développement  de  Foiirier 
d'une  courbe  périodique,  donnée  par  l'expéiience, 

dont  on  a  mesuré  un  certain  nombre  n  d'ordonnées  équidistantes, 
Verner  axait  proposé  d'appli(juer  les  formules  bien  connues  à 
l'expression 

/(.5 — ^)-i- ■>.f{x) -h  f{x -^  \) 


où  A  signifie  la  période  de  la  courbe  divisée  |)ar  'in.  L'Auteur 
montre  que  ce  procédé  a|iporte  en  efiet  une  simplilicalion  notable 
des  calculs  el  qu'elle  permet,  d'autre  part,  de  réduire  l'influence 
des  erreurs  commises  dans  la  mesure  des  ordonnées. 


même  question  a  été  traitée  antérieurement  par  M.  Levi  Civita  {Memorie  délia 
reale  Accademia  délie  Scienze  di  Torino,  î'  2érie,  t.  XLIX,  1900),  par  une 
méthode  différente  et  seulement  pour  les  fonrlions  réelles.  Outre  les  solutions 
trouvées  par  M.  Levi  Civita,  il  existe  plusieurs  cla-ses  de  fonctions  imaginaires 
en  général,  mais  comprenant,  dans  certains  cas,  des  individus  réels.  » 
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19.  Block  (H.).  —  Equations  différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles 
avec  des  caractéristiques  multiples. 

Il  s'agit  d'une  déduction  de  la  solution  fondanjentale  de 
l'équation  aux  dérivées  parlielles 

ôi'z        diz 
â.Ti>  """  <)rf  ' 

OÙ  p  et  f/(p  >  q  )  sont  deux  nombres  sans  facteurs  communs.  On 

trouve  que  la  solution  fondamentale  est  de  la  forme  (r,  —  i)  P. 

multipliée   par  une  fonction   entière  de  — ^ '—-'   Celte  fonction 

entière  est  difTércnle  dans  les  légions  j)'  <  rj  et  jk>  '"i-  Pour  ^=  i , 
on  ne  doit  considérer  qu'une  de  ces  deux  rendions. 

Les  conditions  initiales  qui,  dans  la  théorie  réelle,  doivent 
remplacer  celles  de  Caucliy  sont  également  déduites.  Pour  ^>  i, 
on  doit  se  donner  les  valeurs  de  certaines  quantités  le  long 
d'un  contour  fermé,  tandis  que,  pour  q  =  i .  le  contour  doit  être 
ouvert. 

Les  résultats  donnés  dans  cette  Conférence  sont  exposés  en 
détail  dans  VArkiv  for  Mat/iemalik,   t.  VII,  n"'  13  et  21. 


20.   Mattson  (Ruben).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  entières 
à  croissance  irrégulière. 

Il  s'agit  de  la  construction  de  fonctions  entières  à  croissance 
irrégulière  à  l'aide  de  facteurs  primaiies  de  Weierstrass.  L'Auteur 
donne  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'irrégularité 
de  la  croissance  de  la  fonction  entière  la  plus  simple  admettant 
pour  zéro  un  enseinhie  de  points  donné.  F^a  nature  des  fonctions 
obtenues  est  montrée  par  la  fonction  suivante,  la  première  des 
fonctions  données  par  l'Auteur: 


II 


m] 


{  /.  entier). 
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21.  .\kovius  (E.  K.).  —  Sur  quelques  surfaces  minima  non  considérées 
par  Riemann  et  dont  la  frontière  est  formée  par  trois  droites. 

M.  Neovius  attira  l'allention  sur  le  fait  qu'il  existe  des  surfaces 
minima,  contenant  trois  droites,  qui  ne  sont  pas  déterminées  par 
les  formules  de  Riemann  [OEuvres,  p.  3o4).  Si,  par  exemple, 
aucune  des  droites  ne  rencontre  les  deux  autres,  il  existe  une  sur- 
face à  connexion  double  avec  trois  segments  hélicoïdaux.  Les 
formules  de  Rieniann  conduisent  à  considérer  le  cas  où  la  surface 
a  un  plan  asviiiplotic|ue  passant  par  une  des  droites.  En  admettant 
celle  possibilité,  on  est  conduit  à  plusieurs  surfaces  nouvelles. 
Il  existe  des  surfaces  sur  lesquelles  jusqu'à  deux  des  droites 
peuvent  être  des  lignes  doubles.  (M.  Neovius  montra  des  modèles 
de  ces  surfaces.) 

22.  JoiiANSSON  (Severix).  —  Sur  la  coni'ergence  des  séries  fJ  de  Poincaré 
de  la  dimension  —1  relatives  aux  groupes  linéaires  possédant  un 
cercle  fondamental . 

On  sait  que,  pour  les  groupes  linéaires  à  cercle  fondamental 
qui  sont  engendrés  par  un  nombre  fini  de  substitutions,  les  séries  ^ 
de  Poincaré  de  la  dimension  — ^2  divergent  ou  convergent  suivant 
que  ledit  cercle  est  pour  le  groupe  un  cercle  limite  ou  non. 
L'Auteur  montre  que  ce  résultat  ne  subsiste  plus  pour  les  groupes 
engendrés  par  un  nombre  infini  de  substitutions,  et  donne  des 
exemples  où  les  séries  en  question  convergent,  bien  que  le  cercle 
fondamental  soit  pour  le  groupe  un  cercle  limite. 

NlELS  NiELSEJV  et  Er.  L. 


WINTEK  (Maxi.milienj.  —  La  Méthole  dans  la  Philosophie  dks  .Mathé- 
matiques (Bibliothèque  de  Philosophie  contemporaine),  i  vol.  in-i6, 
lil-200  pages.  Paris,  Félix  Alcan,  1911. 

Ce  Livre,  édité  dans  la  Bibliothèque  de  Philosophie  contem- 
poraine^ possède  avant  tout  un  grand  avantage  :  son  auteur  est 
très  au  courant  des  théories  mathématiques.  Or,  en  matière  de 
critique  philosophique,  un  écrivain  ne  saurait  trop  bien  connaître 
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l'objet  de  son  éUule.  Cel  olijet,  M.  Winter  nous  rindif]iip  lui- 
même  dans  sa  Préface  :  r<!clieiclier  c(  quelle  esl  la  méthode  qui,  à 
l'heure  actuelle,  présente  des  garanties  suffisantes  pour  aborder 
l'examen  critique  des  principes  fondamentaux  de  la  Science  ma- 
thématique ». 

Après  avoir  fait  la  critique  de  la  méthode  métaphysique^  l'auteur 
cherche  à  délimiter  le  domaine  de  la  logistique,  puis  il  applique  à 
deux  théories  particulières,  l'Arithmétique  et  l'Algèbre  supérieures, 
la  méthode  historico-critique,  qui  lui  semble  la  plus  légitime  et 
la  plus  féconde.  Il  y  a  donc,  dans  cet  Ouvrage,  trois  Parties,  dans 
lesquelles  sont  développées  les  idées  que  noirs  allons  exposer. 

1.  M.  Winter  n'aime  pas  la  Métaphysique  :  il  s'attache  à  justifier 
cette  opinion  chaque  fois  qu'il  en  rencontre  l'occasion;  et  celle-ci 
se  présente  souvent....  Cette  idée  apparaît,  en  quelque  sorte, 
comme  le  leit-motiv  de  son  Ouvrage,  au  moins  dans  les  deux  pre- 
mières Parties.  La  question  qu'il  se  pose  est  la  suivante  :  «  la  cri- 
tique des  principes  peut-elle  être  élaborée  par  des  savants  en 
dehors  de  tout  système  philosophique,  ou  bien,  au  contraire,  esl- 
elle  liée,  par  sa  nature  même,  à  certaines  questions  de  Métaphy- 
sique concernant  l'origine  et  la  nature  des  notions  élémentaires  »? 
Il  y  a  donc  deux  attitudes  parmi  les  savants  :  certains,  comme 
M.  Hilhert,  parlent  d'un  petit  nombre  d'axiomes  ou  idées  primi- 
tives, sans  chercher  à  déterminer  la  nature  des  principes  méta- 
physiques qui  peuvent  leur  servir  de  base.  D'autres,  allant  plus 
loin,  s'attaquent  précisément  à  ce  dernier  problème;  l'auteur  se 
demande  s'ils  ne  s'abusent  pas  sur  la  valeur  de  ces  principes  ra- 
tionnels qui  ne  seraient,  en  somme,  que  les  notions  vagues  et  con- 
fuses de  la  conscience  vulgaire,  dont  les  idées  claires  de  la  Science 
constitueraient  une  détermination  sup<''rieure,  et  cela  sans  élabo- 
ration métaphysique  intermédiaiie.  Au  moyen  des  déliniiions 
par  postidats  et  par  abstraction,  on  peut  réduire  les  axiomes 
fondamentaux  «  à  des  combinaisons  de  concepts  mathématico- 
logiques  bien  délinis,  qui  déterminent  les  notions  \idgaires  eu 
vue  de  leur  usage  scientifique...  Si  les  formes  du  discours  gram- 
matical, si  les  notions  de  la  pensée  commune  avaient  constitué 
un  irr^liurnenl  ->ui(i>iiril  pour  la  cou  naissance  S(;icnl  rliipic  de  l'urir- 
vers,  la  Matln'iniliipic  n'aurait  pas  clé  créée  ». 
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tJne  critique  réellement  fondée  sera  ainsi  constiluée  :  élude  des 
des  éléments  grammalico-logiques,  r/est-à-dire  étude  du  discours, 
nécessaire  mais  de  rôle  modeste;  délerminalion  des  j)rincipes 
élémentaires  dans  chaque  branche  de  la  Science  à  une  époque 
déterminée  ;  histoire  de  ces  principes. 

Ainsi  sera  substituée  à  la  causalité  métaphysique^  hors  du  temps, 
la  causalité  historique^  dans  le  temps,  et  dans  cette  étude,  comme 
dans  l'élaboration  des  théories  techniques  de  la  Science,  le  même 
esprit  devra  régner. 

Pour  justifier  son  |)oiiit  de  vue,  lauleur  ("ail  la  critique  du  sys- 
tème kantien  ou  néo-kantien,  qui.  j)armi  toutes  les  métaphv- 
siques  de  la  Science,  se  rappioche  le  plus  de  la  véritable  ciitique 
scientifique.  Kant  distinguait  la  logique  formelle,  qui  n'envisage 
que  la  forme  logique  des  connaissances  dans  leur  rapport  enlre 
elles,  et  la  logique  transcendantale,  qui  détermine  leur  origine, 
leur  étendue  et  leur  valeur  objective.  Celle-ci  a  été  élaborée  prin- 
cq^alement  par  les  continuateurs  de  Kant,  notamment  par  Nalorp, 
(|ui  a  mis  à  la  base  de  son  s\stème  une  cause  première  appelée 
Prinzip  des  Ursprungs.  Or,  ditM.  Winter,  puisque  de  ce  prin- 
cipe on  n"a  |)u  déduire  a  priori  aucune  propriété  intéressante, 
ce  n'est  qu  une  définition  verbale  exprimant  un  truisme  :  l'affir- 
mation de  la  spontanéité  de  la  pensée. 

Par-  une  analyse  analogue,  l'auteur  montre  comment  lacritiipie 
scientifique  ries  postulats  de  la  Géométrie  s'est  développée  com- 
plètement en  dehors  de  la  théorie  kantienne  de  l'espace,  qui  est 
sans  utilité  pour  la  Géométrie.  Cependant  ÎNalorp  discute  la  vali- 
dité des  conclusions  empiiistes  de  Gauss,  Pilemann,  etc.,  et  veut 
leur  substituer  une  métaphysique  ralionnalisle  :  les  géométries  non 
enclidiennes  seraient  conformes  à  la  logique  pure,  mais  non  à  la  lo- 
gique de  l  existence.  A  celle  conception  apriorique,  M.  Winter 
oppose  celle  de  M.  H.  Poincaré.  dont  les  critiques  s'adressent 
aussi  d  ailleurs  à  la  Phllosiq)hie  empirisle.  En  (ail,  les  géomètres 
avaient  surtout  en  vue  de  perleclionner  Tinstrument  mathéma- 
tique. Ce  qui  a  pu  paraître  lié  à  la  théorie  de  la  connaissance, 
c'est  la  question  du  rapport  des  postulats  avec  I  expérience  :  à  ce 
sujet  Poincaré  n'a  fait  que  constater  le  degré  d'approximation  (|ue 
comportait  rex|)éiience  et  le  rôle  de  1  expérience  séculaire  dans 
la  formation  des  Sciences. 
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En  ce  qui  concerne  le  lemps,  le  néo-kantisme,  suivant  en  cela 
la  Physique  newlonienne,  donne  comme  premier  caractère  fonda- 
mental du  lemps  son  unicité.  Les  théories  récentes  de  Lorentz 
et  d'Einstein  sur  le  temps  local  semblent  opposées  à  celle  concep- 
tion. Et  cependant,  d'après  ISatorp,  pas  plus  que  la  Géométrie 
non  euclidienne  ou  à  îi  dimensions,  elles  ne  changent  rien  au 
fondement  logique  des  déterminations  purement  mathématiques 
du  temps  et  de  l'espace.  M.  Winter  observe  à  ce  sujet  que,  si  Ion 
retranche  de  l'étude  des  notions  fondamentales  toutes  les  théories 
nouvelles  de  la  Science,  «  le  résidu,  qui  constituera  l'objet  propre 
delà  Philosophie,  ne  sera  plus  qu'un  ensemble  de  lieux  communs  ». 
La  théorie  kantienne  serait  donc  tellement  générale  que  la  plu- 
part des  transformations  de  la  Science  ne  l'atteindraient  pas. 

Le  rôle  de  la  Philosophie  à  système,  dit  M.  Winter,  est  ter- 
miné :  la  méthodologie  scientifique  qu'on  lui  substitue  a  une 
fécondité  qui  prouve  son  objectivité.  Le  point  de  vue  historico- 
crilique  aura  de  plus  lavantage  de  contribuer  au  travail  d'élé- 
mentarisation  et  de  simplification  des  notions,  qui  s'impose 
parallèlement  au  travail  d  accroissement. 

IL  Chercher  à  déterminer  les  caractères  précis  de  1  intuition  et 
ses  rapports  avec  la  pensée  est  un  problème  qui,  posé  en  termes 
scolasti(pies,  ne  comporie  pas  de  solution  :  «  l'existence  de  la 
logistique  ne  dépend  pas  plus  des  controverses  sur  la  nature  de 
l'esprit,  que  la  légitimité  de  la  Physique  n'est  liée  aux  discussions 
sur  l'essence  intime  de  la  matière  ».  Une  conception  resireinte 
de  la  logistique  scia  conforme  à  l'évolution  des  Sciences  :  on 
créera  ainsi  une  branche  des  Mathématiques,  dont  il  importe  de 
limiter  le  champ  d'application. 

La  logistique  doit  avoir  des  bornes  dans  le  sens  de  l'abstraction 
mélaph}'si(pie  (limite  supérieure)  <t  dans  le  sens  des  applications 
(limite  inférieure).  Elle  est  un  calcul  comprenant  à  la  fois  les  êtres 
numériques  el  non  numériques;  mais  l'étude  des  rapports  de  la 
réalité  a\ec  les  règles  et  symboles  substitutifs  est  un  |)ioblème 
qui  n  a  pas  de  sens  :  aussi  l'auteur  s'occupe  plus  particulièrement 
de  la  limite  inférieure  du  champ  de  la  logisticpie. 

I'..n  dehors  de  l'analyse  des  raisonnements,  aura-t-elle  une 
partie  <ommnnc   avec,    les    Mathématiques?     ^L    "Winter    montre 
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que,  cliaque  fois  qne  la  logistique  a  voulu  reprendre  le  travail  des 
Malliématiques,  elle  a  été  complèteinent  iiiulile.  Elle  doit  se  horner 
à  étudier  les  notions  grammatico-logiques,  considéréescomme  des 
faits  donnés,  à  établir  les  lois  et  les  combinaisons  qui  leur  sont 
propres  et  les  rapportsqui  les  unissent  à  la  INIalhématique  ;  celle-ci 
garde  son  autonomie. 

C'est  ainsi  que  la  définition  logistique  des  nombres  ration- 
nels n'apporte  aucuti  secours  |>our  la  détermination  des  caractères 
dislinclifs  des  nombi'es  incommensiuablos,  ;dgébriques,  ou  trans- 
cendants. La  logistique  ne  possède  pas  non  plus  de  princi|)e  général 
restrictif  permettant  de  reconnaître  si  chaque  entité  nouvelle  qui 
se  rencontre  dans  le  développement  des  Mathématiques  est  réduc- 
tibles aux  êtres  déjà  connus  ;  elle  ne  saurait  rien  décider  dans  les 
contestations  qui  se  sont  élevées  au  sujets  des  nombres  Iransfinis. 
L'auteur  cite  également  l'exemple  des  intégrales  irréductibles  (') 
et  il  remarque,  à  ce  |)ropos,  que  les  êtres  mathématiques  irréduc- 
tibles constituent  une  infinité  non-dénombrable,  alors  que  le 
nombre  des  idées  élémentaires  des  constantes  logiques  de  la  pen- 
sée est  fini  ;  aussi  les  nouveaux  êtres  que  nous  découvrons  nous 
obligent  à  perfectionner  constamment  nos  cadres  logiques. 

La  logistique  doit  donc  être  condamnée  en  tant  qu'explication 
universelle  :  elle  ne  peut  se  substituer  aux  Mathématiques,  mais 
il  existe  cependant  des  domaines  communs.  L'étude  de  la  notion 
de  fonction  en  est  un  exemple,  car  elle  est  étroitement  mêlée  à  la 
notion  de  relation  :  pour  éclairer  cette  étude  il  faudrait  lui  appli- 
(|uer   la  méthode  historico-critique. 

111.  C'est  cette  méthode  dont  l'auteur  donne  deux  exemples  fort 
intéressants  :  le  premier  est  relatif  à  la  théorie  des  nombres,  dont 
M.  Winter  signale,  à  juste  liire,  limporlance  et  les  lelations  pro- 
fondes avec  l'Algèbre  et  l'Analyse.  La  plupart  des  grandes  idées 
qui  ont  Iriinsformé  celles-ci  ont  été  fécondes  en  Arithmétique. 
Ainsi  les  nombres  imaginaires,  introduits  par  Gauss  dans  l'étude 
des   résidus  biquadratiques,  constituent  un  corps  dont  les  lois  de 

{')  1^.  Painlkvk,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  190 (.  Celte  irréduc- 
libililé  iiesL  pas  idenlique  à  celle  dont  Tauleur  a  parlé  antéiieuienient.  puisqu'on 
peul  reprt'senler  les  intégrales  on  question  sous  forme  d'iHres  antérieureuient 
cludics. 
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divisibilité  coïncidenl  avec  celles  du  corps  des  nombresralionnels. 
Ces  idées  ont  suggéré  la  considération  de  certains  domaines  numé- 
riques où  ces  lois  ne  seraient  plus  vérifiées;  ci  c'est  pour  les  re- 
trouver que  Kumnier,  puis  Dedekind  ont  introduit  les  nombres 
idéaux,  puis  les  idéaux,  qui  jouissent  de  propriétés  dont  les  lois 
de  divisibilité  de  l'Arithmétique  élémentaire  ne  sont  qu'un  cas 
particulier.  A  un  autre  point  de  vue,  l'auteur  signale  également  les 
relations  qui  existent  entre  la  notion  dégroupe  de  substitutions  et 
celle  de  classe  de  formes,  et  l'introduction  heureuse  par  Hermite 
de  la  variable  continue  dans  la  détermination  des  réduites  des 
formes  indéfinies. 

Le  second  exemple  est  relalit  à  la  théorie  des  équations  en 
Algèbre  :  l'auteur  s'attache  à  caractériser  tantôt  l'évolution  histo- 
rique  des  idées  ,  tantôt  leur  enchaînement  logique.  Ce  Chapitre 
est  plein  tl'intérét,  car  il  suit  méthodiquement  le  travail  qui  s'est 
élaboré  depuis  Tschirnhaus  jusqu'à  Hermite,  Jordan  et  Klein  en 
passant  par  Lagrange('),  Gauss,  Abel,  Gauchj,  etc.  et  surtout 
Galois.  Les  opérations  comprennent  deux  parties  bien  distinctes  : 
une  partie  algébriipie,  et  une  partie  transcendante  dont  Tétude 
conduit  à  la  théorie  des  groupes  qui,  transportée  en  Analyse  et  en 
Géométrie,  y  a  déterminé  de  si  importants  progrès. 

Le  résumé  qui  précède  a  pour  but  de  montrer  comiuent  l'auteur 
a  compris  le  sujet  qu'il  s'était  proposé.  Tel  qu'il  est  conçu,  cet 
Ouvrage  est  très  suggestif.  Peut-être  y  trouvera-l-on,  malgré  tout, 
quelque  exagération  par  endroits  (-).  Il  est  bien  vrai  cpie  certains 
problèmes  posés  par  le  philosophe  semblent  au  savant  dénués  de 
sens  (^).  Mais  cela  conduit-il  forcément  à  dédaigner  quelque  peu 


(')  rdciURNii.vus,  Nova  inétkodus  auferencli  onines  terminos  interniedios  ex 
data  œquatione,  i6S3;  L.vgu.vxge,  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin.  1770-1771  : 
sa  mélliode  est  une  première  ébauche  de  la  théorie  des  groupes. 

(-)  Ici,  comme  en  Ijien  des  cas,  la  lerniinologie  a  son  importance'  :  ainsi 
l'auteur  englobe  dans  la  même  réprobation  la  t'hilosophie  à  systèmes  (ce  qu'il 
appelle  «  Philosophie  dans  le  sens  classique  »  )  et  la  svstématisalion  philoso- 
phique :  il  y  a  une  nuance....  Et,  ii  ce  point  de  vue,  il  peut  sembler  excessif, 
comme  on  le  fait  parfois,  de  vouloir  resli'eindre  le  domaine  de  la  l'iiilosophie  aux 
éludes  purement  mélapliysi(jues.  qui,  après  tout,  n'en  conslilucnt  qu'une  partie, 
lin  des  principaux  objets  de  la  Philosophie  étant  un  examen  et  une  systémati- 
sation dans  touies  les  catégories  de  pensée. 

(^)  Voir^  à  ce  sujet,  le  très  intéressant  article  de  M.  Picard  dans  la  Hevuc 
scienlijiijue  du  :<.  novembre  if)«a. 
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des  controverses  comme  celles  qui  ont  eu  lieu  entre  MAI.  Poincaré 
etLeRoj?  Ces  spéculations  ont  leur  intérêt  et  leur  utilité,  elles 
obliijent  à  réfléchir  et  attirent  l'attention  sur  certains  points. 
Ceci  est  d'ailleurs  précisément  une  des  qualités  de  l'Ouvrage  de 
M.  Winler.  Son  style  simple  et  clair,  ses  dimensions  modestes 
le  recommandent  à  raltention  de  tous  ceux  qu'intéresse  la  Philo- 
sophie des  Mathématiques.  C'est  un  Livre  à  lire. 

M.    GlOVKEY. 


HÂMEL  (Georg).  —  Elementare  Mechanik.  Ein  Lelirbuch  enlhallend  : 
eine  Begriindung  cler  allgemeinen  Mechanik  ;  die  Mechanik  der  Système 
starrer  Korper;  die  synllietischen  und  die  Elemente  der  analytischen 
Methoden,  sowie  eine  Einfiihrung  in  diePrinzipien  der  Mechanik  defor- 
mierbarer  Système,  i  vol  grand  in-S",  xvni-634  pages,  aGâ  figures.  Leip- 
zig und  Berlin,  B.  G.  Teubner,  igi'î. 

M.  Hamel  s'est  fait  connaître  surtout  par  deux  études,  l'une 
d'ordre  analytique,  Die  Lagrcurge-Euler'scheji  Gleichungen 
der  Mechanik  (igoS),  l'autre  d'ordre  philosophique  et  critique, 
Ueber  die  Grundlagen  der  Mechanik  [igoH).  Dans  le  Cours  qu'il 
publie  aujourd'hui,  il  unit  à  la  double  tendance  marquée  par  ces 
travaux  une  préoccupation  d  ordre  technique.  Il  ne  se  propose  pas 
à  coup  sur  d'écrire  une  Mécanique  technique,  :nais  il  choisit  au- 
tant que  possible  les  exemples  qu'il  traite  parmi  les  problèmes 
technique.^,  et  il  le  fait  d  une  manière  très  heureuse. 

La  première  Section  développe  amplement  les  notions  de  mouve- 
ment et  de  force,  ainsi  (|ue  les  principes  de  la  Mécanique  générale 
qui  s'y  rattachent.  La  seconde  Section  est  consacrée  à  la  Statique 
des  systèmes  de  solides  invariables.  La  troisième  Section  a  pour 
objet  la  Dynamique  gérjérale  du  solide  et  des  systèmes,  édifiée  sur 
la  conception  de  la  décomposition  en  volumes  infinitésimaux,  et 
les  éléments  de  la  Mécanique  analytique  (équations  de  Lagrange, 
petits  mouvements).  Un  dernier  Chapitre  sert  à  montrer  comment 
l'établissement  de  la  Mécanique  des  systèmes  déformables  se  rat- 
tache aux  principes  généraux  exposés,  et  fournit  l'occasion  d'un 
bref  aperçu,  plein  d'actualité,  sur  les  équations  intégrales  linéaires. 

L'emploi  discret  et  élémentaire  de  l'Analyse  vectorielle  donne 

dull.  des  Sciences  inathém.,  2'  série,  l.  XWVIE.  (Mars  igiJ.)  (i 
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à  l'exposition  une  grande  élégance.  Une  sobre  bibliographie  accom- 
pagne chaque  (^Iinpitre. 


A.  Boulanger. 


CZUBER  (K.).  —  \  ORLESLNGEN  iJBF-R  DiFFERENTIAL  UNO  IXTEGRALRKC.HNL  >G, 

Ersler  Band,  mit  i25  Figuren  im  Text.  Drille  sorgfallig  durchgeschene 
Auflage.   I  vol.  in-8,  \iv-6o5  pages.   Leipzig    und   Berlin,  B.  G.  Teiibner, 

L'auteur  de  ces  Leçons  ('),  soucieux  à  la  fois  de  faire  œuvre 
vraiment  scientififjue  et  d'ouvrir  largement  les  voies  au\  ap|)lica- 
tions,  s'est  trouvé  nalurellement  conduit  à  faire  porter  les  additions 
essentielles  sur  la  partie  géométrique.  Outre  les  modifications  rela- 
tives aux  généralités  sur  les  surfaces,  il  convient  de  signaler  dans 
ce  Volume  :  au  sujet  de  la  courbure,  la  démonstration  de  la  for- 
mule de  Savarj,  appliquée  ultérieurement  aux  surfaces  de  révo- 
lution dont  la  courbure  moyenne  est  constante;  dans  l'étude  des 
enveloppes,  la  théorie  des  caustiques  dans  le  plan  et  le  théorème 
de  Malus;  enfin,  concernant  les  lignes  tracées  sur  une  surface; 
l'indication  d'une  définition  générale  des  loxodromies,  etleurs  pro- 
priétés sur  la  sphère.  Les  méthodes  employées  pour  traiter  ces 
questions,  souvent  inspirées  de  la  Géométrie  infinitésimale,  accen- 
tuent encore,  s'il  est  possible,  la   tendance  générale  de  l'Ouvrage. 

L.  Forgeron. 


NEUEMDORFF  (Richard).  —  Ueber  Kreispunktpolarkurven.  Inaugiiral- 
Disserlation  ziir  erlangung  der  Doktorwurde  der  hoJien  philoso- 
plùscheii  Fakultdt  der  Knnigl.  Christian.  Albrechls-  U iiiversitàt  zu 
Kiel.  Une  brochure  in-8",   3i  pages.   Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1908. 

Les  courbes  (K)  étudiées  ici  sont  définies  sur  une  surface  (S) 
par  cette  condition  :  la  tangente  en  M  à  une  courbe  (K)  est  con- 
juguée, par  rapport  à  la  surface,  de  l'une  des  droites  joignant  M 
aux   points  circulaires  situés  dans   le   plan  langent  en  M  ;  ce  sont 


(')  Voir  Bulletin  des  Sciences  math.,   >    série,  t.  \Xn,  iSg8,  p.   1(18;  l.  \\X, 
1906,  p.  198. 
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les  courbes  de  contact,  avec  (S),  des  cônes  circonscrits  ayant 
leur  sommet  en  lin  point  du  cercle  de  l'infini;  elles  sont  re|)ré- 
sentées,  sur  la  sphère  de  Gauss,  par  les  génératrices  de  cette 
sphère  ;  leur  équation  difTérentieile  peut  s'écrire 

E  du-  -\-  lY  du  dv  ^  G  dv- 
'"^     '""  hdu-^^iyVdudv-^  N  dv'^' 

R,  et  Ro  désignant  les  rayons  de  courbures  principaux  et  les 
formes  f]uadratiques  du  second  membre  étant  les  formes  fonda- 
mentales. 

Par  chaque  point  M  de  (S)  |)assent  deux  courbes  (K)  également 
inclinées  sur  les  axes  de  l'indicatrice  de  Dupin.  Si  l'on  prend 
comme  lignes  paramétriques  les  deux  familles  de  courbes  (K), 
l'équation  des  lignes  de  courbure  est 

On  cherche  à  définir  des  cas  où  l'équation  des  courbes  (R)  se 
ramène  à  des  quadratures  et  l'on  est  amené  à  considérer  les  sur- 
faces sur  lesquelles  les  courbes  (K)  et  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales forment  un  réseau  isotherme;  on  détermine  les  surfaces 
de  révolution  de  cette  espèce.  On  montre  que,  si  les  courbes  (K) 
forment  un  réseau  de  losanges,  ces  courbes  et  les  lignes  de  cour- 
bure s'obtiennent  par  des  quadratures.  Les  surfaces  correspon- 
dantes satisfont  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre  qui  s'obtient  par  la  méthode  de  Lie,  mais  qui  se  ramène  à 
une  équation  du  deuxième  ordre  par  l'emploi  de  paramètres  de 
Bonnet;  l'application  de  la  méthode  est  faite  aux  surfaces  mou- 
lures et  aux  hélicoïdes. 

E.  Lacocr. 
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MELANT,  i:  S. 


SUR  LES   CONGRUENCES  ENGENDRÉES  PAR  LES  TRANSFORMATIONS 
HOMOGRAPHIQUES  DUNE  QUADRIQUE  EN  ELLE-MÊME. 


Par  m.   René  GARNIER. 


1.  On  sait  que  l'enveloppe  des  droites  joignant  deux  points  en 
correspondance  lioniographique  sur  une  conique  est  une  conique 
hilangente  à  la  première  aux  points  doubles  de  la  correspon- 
dance (').  Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'établir  un  lliéorème 
analogue  pour  l'espace  à  trois  dimensions  : 

Les  droites  qui  joignenL  deux  points  correspondants  dans 
une  transformation  honiograpliique  d'une  quadrique  Q  en 
elle-même  engendrent  une  congruence  Z  (-)  dont  la  surface 
focale  est  composée  de  deux  cjuadriques. 

Cette  proposition,  aperçue  pour  la  première  fois  par  Ca\lej  {^), 
établie  anahtiqiiemcnt  par  M.  A.  Voss  (  '■),  a  fait  l'objet  d'un  inté- 
ressant Mémoire  de  ^J .  H.  G.  Zeulben  (^').  J'ignorais  complète- 
ment 1  exislenccde  ces  tiavaux  (juand  j  ai  obtenu  la  généralisation 
du  ibéorème  concernant  les  coniques;  d'ailleurs,  sauf  en  ce  (pii 
concerne  les  transformations  de  seconde  espèce  (")Ja  voie  que  j'ai 

(,')  On  Irouvera  à  la  lin  de  celte  Note  une  démonstralion  très  simple  de  ce 
théorème. 

(')  Cette  Congruence  forme  un  cas  particulier  des  congruences  plus  générales 
étudiées  par  M.  Th.  lîtve  [Die  Géométrie  der  Lage,  t.  III  (.'|°éd.,  Leipzig,  i<)i"). 
p.  07]. 

(')  l^liil.  Magazine,  l.  \  I,  i8J3,  p.  .iaC.  (cilé  d'aprts  M.  A.  Voss,  Math.  Ann., 
t.  XIII). 

(')  Math.  Ann..  l.  Mil.  p.  069. 

(-)  Math.  An/1.,  t.  WVI,  1886,  p.   j',7. 

(*)  Alin  d'exposer  coniplilement  la  question,  j"ai  tenu  à  laisser  ligurcr  lians  cette 
Note  l'étude  des  transformations  de  seconde  espèce;  d'ailleurs,  les  résultats  que 
jai  olitenus  à  ce  sujet  précisent  ceux  de  M.   /.lulhen. 
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suivie  esl  absolument  différente  de  celle  de  M.  H.  G.  Zeulhen. 
On  remarquera,  notamment,  qu'il  établit  la  nature  de  la  surface 
focale  (dans  le  cas  des  transformations  de  première  espèce)  à  l'aide 
de  la  tliéorle  générale  des  surfaces  algébriques,  tandis  que  j'ariive 
au  même  résultat  par  deux  méthodes  purement  géométriques, 
permettant  de  prévoir  et  d'étudier  les  cas  de  décomposition 
possibles.  L'une  de  ces  méthodes  présente  un  caractère  élémen- 
taire; elle  repose  sur  l'existence  de  deux  faisceaux  linéaires  de  co- 
niques, Pet  A,  appartenant  à  Q  et  invariants  par  la  transformation; 
la  seconde  méthode  s'appuie  sur  la  théorie  générale  des  complexes. 

Transformations  de  première  espèce. 

;2.  Les  quaduiques  Q,.  —  Il  existe  deux  espèces  de  transfor- 
mations homographiqucs  H  d'une  quadricjue  Q  en  elle-même, 
sui\aiit  que  H  transforme  en  eux-mêmes  ou  permute  les  deux 
systèmes  de  génératrices  de  O.  Dans  le  cas  des  transformations  de 
première  espèce  H,,  il  existe  entre  les  génératrices  ^,  (ou  «a) 
du  premier  (ou  du  second)  système  une  correspondance  homo- 
graphique;  les  droites  doubles  étant  AC  et  BD  pour  le  premier 
système,  AD  et  BC  pour  le  second,  les  quatre  |)oinls  A,  B,  G,  D 
de  O  se  correspondent  à  eux-mêmes  dans  H,. 

Gela  étant,  observons  d'abord  que  la  transformée  d'une  conique  F 
de  Q  passant  par  les  points  A,  B  (  ou  G,  J3)  est  une  conique  F' 
passant  par  les  points  A,  B  (ou  G,  D).  En  effet,  soient  M  un  point 
de  F,  M'  son  correspondant  et  F'  la  conique  déterminée  dans  Q 
par  le  plan  ABM';  les  transformées  g\  et  ^-^  des  génératrices  g^ 
et  ^2  passant  par  M  établissent  sur  F'  une  correspondance  homo- 
graphique  nécessairement  identique,  comme  présentant  trois  points 
doubles  :  A,  B  et  M'.  Quand  M  décrit  F,  la  droite  ^LM'  découpe 
sur  F  et  F'  deux  divisions  homographiques  telles  que  les  points  A 
et  B  communs  à  F  et  F' se  correspondent  à  eux-mêmes  ;  MM'engendre 
donc  (')  en  général  une  quadrique  G,,  bitangente  à  Q  en  A  ei  B, 


(  '  )  En  efTel,  soit  O,  la  quadrique  passant  par  T,  V  et  la  droite  MM';  les  géné- 
tratrices  de  Op  du  même  système  que  MM',  découpent  sur  F  et  I"  deux  divisions 
homographiques  nécessairement  identiques  à  celles  de  la  transformation  H, 
comme  présentant  avec  ces  dernières  trois  couples  de  points  houndogucs  corn- 
muns  :  A,  A;  B,  B;  M,  M'. 
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admettant  AB  et  CD  comme  droites  conjuguées.  Le  seul  cas 
d'exception  qui  puisse  se  présenter  est  celui  où  F  et  Y'  coïncident  : 
ce  cas  sera  examiné  plus  loin  (n"  o). 

L'enveloppe  des  quadriques  Q,,  quand  le  plan  de  F  tourne 
autour  de  AB,  sera  la  surface  focale  cherchée.  Je  vais  établir 
qu'elle  se  compose  de  deux  quadriques  passant  par  le  quadri- 
latère ACBD. 

3.  Enveloppe  des  quadriques  Q).  —  Considérons  les  qua- 
driques S  passant  par  les  côtés  du  quadrilatère  ACBD;  il  y  a  deux 
de  ces  quadriques  2|  et  So  qui  sont  circonscrites  à  une  qua- 
drique  Q)  :  en  effet,  les  coniques  découpées  sur  Q,  par  une 
des  quadriques  S  sont  situées  sur  deux  cônes  dont  les  sommets  1|, 
lo  sont  deux  points  de  CD  indépendants  de  S,  comme  étant  conju- 
gués par  rapport  à  Q,  et  à  CD;  les  plans  polaires  de  L  et  L 
par  rapport  à  Q,  sont  précisément  les  plans  de  contact  des  qua- 
driques cherchées  S,  et  -o.  Démontrons  maintenant  que  ces  deux 
quadriques  sont  indépendantes  de  la  quadrique  Q,. 

A  cet  effet,  faisons  une  transformation  homographique  3€(A) 

qui  substitue  à  tout  point  P  de  l'espace  un  point  P'  du  plan  CDP 

tel  que 

G(ODP'P)  =  ^  =  D  (COP'P), 

/,•  étant  un  rapport  anharmonique  aibitraire  (indépendant  de  P), 
et  O  étant  l'intersection  du  |)lan  CDP  avec  AB.  3C(/,')  établit  sur  Q 
une  transformation  (de  première  espèce)  qui  substitue  aux  géné- 
ratrices gi,  g\  les  génératrices  A,,  //, ,  et  l'on  a 

(CA,  BD,  hi,g-,)  =  k  =  {C\,  BD,  A;,^',), 
d'où 

(CA.  BD.  h\,  /,:)  =  (GA,  BD,  g[,  g^). 

La  génératrice  li'^  est  donc  la  transformée  de  A|  par  H,  ;  raison- 
nant sur  g.,  comme  sur  «, ,  on  en  déduit  aussitôt  (jue  les  transfor- 
mations 3C(Â)  et  H,  de  la  quadrique  (^  sont  permutables.  Il  en 
résulte  (pie  la  transformée  par  3C(A)  d'une  quadrique  (^),  corres- 
pondant au  point  M,  est  la  (juadrique  (^),(/.)  correspondant  au 
point  iM(/.)  transformé  de  M  par  X(/»).  Mais  la  transforma- 
lion  3C(/r)  conserve  évidemment  chacpie  section  plane  de  ï,  et  -o 
passant  |)ar  C  et  D  et,  par  suite,  change  ces  quadriques  en  elles- 
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mêmes  :  il  en  résulte  que  la  quadrique  Q,(A')  correspoiidunt  au 
poinl  M,  (A")  est  encore  inscrite  à  S,  et  So  :  l'enveloppe  des  qua- 
driqnes  Q,,  et,  [)ar  conséquent,  la  surface  focale  cherchée,  com- 
prend donc  les  quadriqiies  2,  et  So.  Elle  ne  peut,  d'ailleurs,  com- 
prendre d'autres  surfaces,  car,  deux  quelconques  des  quadriques  Qi 
étant  bitangentes  en  A  et  B,  l'intersection  de  Qi  avec  une  qua- 
drique infiniment  voisine  est  formée  de  deux  coni(|ues  nécessai- 
rement identiques  aux  courbes  de  contact  de  Q,  avec  i!|  et  So. 

4.  Rr-ciPROguE  :  Dkcomposition  de  la  cojvgruejvce  des  tajngentes 
cOMMuiNES  A  S,  ET  S^.  —  Réci proqucmcn t,  examinons  maintenant 
si  toute  tangente  commune  à  S|  et  So  appartient  bien  à  la  con- 
gruence.  Soit  P,  un  point  arbitraire  de  S|  ;  les  plans  polaires 
de  P|  par  rapport  à  S,  et  So  |ias.sent  par  la  droite  0,  intersection 
des  plans  polaires  de  P(  par  rajiport  aux  quadriques  dégénérées 
(ABC,  ABD)  et(CDA,CDB)du  faisceau  (2,,  S2).  Quand  P,  décrit 
une  conique  À,  de  2,  passant  par  A  et  B,  S  reste  donc  dans  un 
plan  fixenjo  passant  par  AB.  Or,  P2  et  P',,  points  de  contact  avec  2o 
des  tangentes  communes  à  2,  et  20  issues  deP),  sont  situés  aux  inter- 
sections de  0  avec  la  conique  Ao  découpée  par  cjo  sur  2o.  Soit  alors 
Q'j  la  quadiique  circonscrite  à  2,  le  long  de  À,  et  passant  par  ).o 
(conditions  évidemment  compatibles);  les  droites  P|  P2  et  P|  P!, 
ayant  avec  Q',  trois  points  communs  sont  les  deux  génératrices 
de  Q'i  passant  par  P, .  Mais  Q'j  étant  bitangente  à  Q  en  A  et  B,  son 
intersection  avec  Q  se  compose  de  deux  coniques  T,  et  P.j,  passant 
par  A  et  B  et  sur  lesquelles  les  droites  P|  Po  décrivent  deux  divi- 
sions homograpliirpies,  (M|)  et  (^lo);  soient,  de  même,  (M() 
et  (M',)  les  divisions  découpées  sur  l\  et  1^  par  les  droites  P,  P', . 
Il  résulte  immédiatement  du  théorème  direct  que  les  deux  transfor- 
mations de  première  espèce,  H|  et  H'^,  changeant  Q  en  elle-même, 
admettant  AC  et  BD,  CB  et  DA  comme  droites  doubles  et  transfor- 
mant M,  soit  en  M2,  soit  en  M',,  définissent  deux  congruences  S, 
et  C',  dont  les  surfaces  focales  sont  identiques  comme  étant  formées 
toutes  deux  de  2,  et  2o. 

Etablissons  alors  la  relation  qui  existe  entre  H,  et  H',.  Soient  I 
un  point  de  AB  et  T  la  projection  de  Q  sur  elle-même,  faite 
de  I  comme  centre;  je  dis  que  H',  est  la  transformée  de  H,  par  T. 
En  effet,  appelons  m,  le  transformé  de  M  par  T,  ni\  celui  de  /«, 
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par  H,  et  M"  celui  de  m\  par  T;  /;?,  m\  élanl  une  génératrice  de  Q, 
(de  même  système  que  MM'),  MM"  est  la  génératrice  de  l'autre 
système  passant  par  M,  ce  qui  suffit  à  justifier  notre  assertion. 
De  plus,  si  G,  et  Go  sont  les  génératrices  de  O  passant  par  /?2,,  et 
G|,  G2,  g\i  g'2  les  intersections  de  G, ,  Go,  i?,,  g-2  avec  le  plan  ABM', 
il  résulte  des  prDpriétés  classiques  de  l'involution  qu'on  a 

(ABM'^j)  =  (ABm'.G  ,)  =  (BAM"^,)  =  (XË^JT)' 

Par  suite,  les  rapports  anharmoniques  constants 

//  =  (AG,  BD,  ^o-;,^,) 

et 

k  =  (AD,  BC,  ^',.  ^,) 

de  la  première  transformation  H,  sont  remplacés  dans  H'j  par  A"~' 
et  /;"'  respectivement  :  il  revient  au  même  de  dire  que  la  transfor- 
mation inverse  de  H',  se  déduit  tle  H,  par  r échange  des  rapports 
anharmoniques  fonda menlaax  h  et  k. 

En  définitive,  la  congruence  ©  des  tangentes  communes  à  S, 
et  So  se  décompose  ('  )  en  deux  congruences  S|  et  8j  engendrées 
par  deux  transformations  homographiques  H,  et  H'j  de  Q  en 
elle-même.  Il  était  aisé  de  prévoir  d'ailleurs  que  £),  par  exemple, 
ne  forme  qu'une  partie  de  £,  car  S  est  d'ordre  4  et  de  classe  4, 
tandis  que  £,  est  d'ordre  2  et  de  classe  2  (-)  :  Si  T  est  la  projec- 
lion  de  (^  sur  elle-même  eflectuée  d'un  point  quelconque  de 
l'espace  l',  le  jnoduit  TH,  est  une  transformation  de  seconde 
espèce  llo,  possédant  deux  points  doubles;  de  même,  soit  G  la 
section  ûe^)  par  un  plan  arbitrai  reT;»^;  lorsque  M  décrit  G  les  g;éné- 
ralrices  g\  et  g\  correspondant  aux  génératrices  ^',  et  g^  passant 
par  M  découpent  sur  G  deux  divisions  iiomograpliicpies  dont  les 
points  doidjlcs  M',  et  M^  donnent  les  deux  droites  de  S,  conte- 
nues dans  M. 

0.     Gas    ou    I.A    SUItKACK    FOCALK    OF.    l.A    (  ONr.UUEKCF,    COMTRFND    UISK 

Lir.NK  FocALK.  —   Examinons  maintenant   le   ras  (rexce|)tion  len- 

(')  Celte  (Iccoinposilion  a  clé  si^'nalée  pour  lu  prcmiiMc  fois  par  1'.  \.  Hirsl 
{Coll.  Math,  in  ineniorùtm  D.  Chelini,  18S1,  p.  (j.'i). 

(-)   F^f  raisoniicmonl    qui    suit   est    identique    à    celui    de    M.     II.  (i.    Zeullien 

(  toc.    cit.,   p.    2')()). 
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contré  précédemnienl  (n"'i);  appelons  P  le  point  d'intersection 
de  ^2  el  ,"")  ;  on  a 

AB(CDM'M)  =  AB(CD.M'P)x  AB(CDI'M)  =  h/,. 

Pour  que  F  et  F'  (n°2)  coïncident,  il  est  donc  nécessaire  et  suffi- 
sant que  l'on  ait  A/,-  =  i .  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  MM'  rencontre  AB 
en  un'point  I  et  la  droite  MM'  enveloppe,  lorsque  M  décrit  F,  une 
conique  F,  bitangente  à  F  en  A  et  B.  La  surface  focale  de  notre 
congruence  comprend  donc  une  ligne  focale  AB  et  une  surface  S 
lieu  des  coniques  F,.  Pour  obtenir  S,  remarquons  (|ue  si  M  décrit 
une  conique  A  de  Q  passant  par  C  et  D,  M'  décrit  une  conique  A' 
située  dans  un  second  plan  passant  par  C  et  D  (  '  ),  et  la  droite  MM' 
passe  constamment  par  le  point  I  (car  les  sécantes  à  A  issues  de  I 
découpent  sur  A  et  A'  deux  divisions  homographiques  nécessaire- 
uienl  identiques  à  celles  qu'établit  H,). 

Cela  étant,  je  dis  que  S  coïncide  a\ec  la  quadrique  S  passant  par 
le  quadrilatère  ACBD  et  tangente  à  la  droite  MM'  (-).  Soient,  en 
effet,  M,  M',  un  autre  couple  de  points  correspondants  et  M-,  l'une 
des  intersections  de  F  avec  le  plan  GDM,;  soit  enfin  M[,  le 
transformé  de  Mo  par  H,.  La  corde  MoM^  de  F  est  encore  tan- 
gente à  F,,  et,  par  suite,  à  la  quadrique  2i];  si  L^  est  l'intersec- 
tion de  M^M^  avec  AB,  M,  M',  passe  par  L  ;  or,  le  cône  de 
sommet  L  et  contenant  la  section  de  Q  par  le  plan  CDM,  est 
bitangent  à  S  en  C  et  D  et  contient  une  tangente  Mo  M',  à  2  :  c'est 
donc  le  cône  circonscrit  de  lo  à  ï  et,  par  suite,  M,  Mj  es!  bien 
tangente  à  S. 

Réciproquement,  on  voit  aisément  que  toute  tangente  à  S 
s'appuyant  sur  AB  en  un  point  quelconque  appartient  à  la  con- 
gruence. 

Cette  décomposition  de  la  surface  focale  de  £,  se  rencontre 
lorsqu'on  étudie  la  congruence  des  droites  d  joignant  un  point 
quelconque  d'une  sphère  à  son  transformé  par  une  rotation  d'am- 
plitude 0)  autour  d'un  diamètre  0  de  la  sphère  :  les  droites  cl  sont 
perpendiculaires  à  0  et  tangentes  (en  général)  à  un  ellipsoïde  de 
révolution  autour  de  0,  bitangent  à  la  sphère  aux  extrémités  du 
diamètre. 

(  '  )  Le  cas  où  A  et  A'  coïncident  sera  examiné  plus  loin  (n°  6). 

(-)  Celle  quadrique  esl  évideinmenl  déleiininée  d'une  façon  unique. 


go  PREMIÈRE  PARTIE. 

0.  Cas  ou  l.A  SURFACE  FOCALE  DE  LA  CO^VGRUENCE  DÉGÉKÈRE  EN  DEUX 

LIGNES  FOCALES.  —  Resterait  à  étudier  le  cas  où  Ton  a  simultané- 
ment lik  =  1  et  AA~'  =  1 ,  d'où  /i  =  —  i  =  k  (en.  excluant  le  cas 
de  la  transformation  identique).  Mais  alors,  on  voit  immédiate- 
ment que  les  droites  MM'  rencontrent  les  droites  AB  et  CD  : 
la  congruence  C,  est  linéaire  et  la  transformation  H|  est  invo- 
lutive  :  c'est  une  «  projection  gauche  »  de  Q  sur  elle-même,  dans 
laquelle  les  axes  de  projection  sont  conjugués  par  rapport  à  Q. 
Cette  dégénérescence  correspond  au  cas  où  la  rotation  envisagée 
tout  à  l'heure  se  réduit  à  une  symétrie  autour  de  5  (to  =  -). 

7.     CoNSTKUCTION   DES  POINTS  ET  DES  PLANS  FOCAUX  CORRESPONDANT 

A  UN  RAYON  DE  LA  CONGRUENCE.  —  Le  modc  de  démonstration  que 
l'on  \ient  d'employer  permet  d'établir  très  simplement  des  pro- 
priétés remarquables  des  rayons  de  la  congruence  S , .  Appelons  Qo 
la  quadrique  engendrée  par  les  droites  MM'  lorsque  M  décrit  une 
conique  A  passant  par  C  et  D;  soient  J,  et  Jo  les  points  de  AB 
jouant  par  rapport  à  Qo  le  même  rôle  que  I|  et  U  (n°  3)  par 
rapport  à  Q,  ;  soient  enfin  R  et  R'  les  points  d'intersection  de  A  et 
de  la  conique  T'  de  Q  passant  par  A,  B  et  M'.  La  corde  MR  passe 
nécessairement  par  l'un  des  points  I,  ou  lo.  L  par  exemple; 
MR'  passe  alors  par  lo.  Or.  du  fait  que  I,  et  L  sont  les  pôles  par 
rapport  à  Q,  des  plans  de  contact  de  Q,  avec  S,  et  lo,  il  résulte 
immédiatement  (|uc  le  plan  MM'R  est  tangent  à  -,  :  de  même  le 
plan  MM'R'  est  langent  à  5o  (et  les  droites  M'R,  M'R'  passent 
respectivement  par  J,  et  Jo).  On  a  ainsi  une  construction  simple 
des  [)lans  tangents  à  la  surface  focale  aux  points  où  elle  est  touchée 
parMM'C). 

De  même,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  contact 
de  MM'  avec  la  .surface  focale  :  les  (|uailri(|ues  passant  par  le 
([uadrilatère  VCBD  forment,  en  ellet,  un  faisceau  tangenliel 
linéaire  conlenanl  ï,  et  ïo  ;  le  lieu  des  pôles  du  plan  MM'B  par 
liqqxMi  à  ces  quadriques  est  donc  une  droite  contenant  nécessai- 
renjent  les  pôles  du  plan  MM'R  par  rapport  aux  couples  de  points 
(A,  B)  el  (G,  D);  or,  les  intersections  respectives  de  (C  plan  avec 


(')  Colle  coiistiiiclion  .i  élc  oblcnue  (lilTércinmcnl  par  M.   II.  C.  /enllicn  (toc. 
cit.,  |>.  .>.-i  ), 
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AB  et  CD  étant  J|  et  I,,  leurs  pôles  par  rapport  à  AB  et  CD  sont 
Jo  et  lo.  I-e  point  de  contact  du  plan  MM'R  avec  S)  est  donc  situé 
sur  la  droite  JoJa  (({ui,  par  suite,  doit  couper  MM');  c'est  la  droite 
qui  joint  les  intersections  respectives  du  plan  MM'R'  avec  AB 
et  CD;  de  même,  le  point  de  contact  de  MM'  avec  So  s'obtient  par 
un  procédé  analoi^iie.  On  retrouve  ainsi  très  simplement  la  belle 
construction  de  M.  H.  G.  Zeutben  ('). 

8.  IRIIA.TIONALITÉS  QUI  s'iJVTIlODUISENT  DAAS  LA  DÉCOMPOSITIOA    DE 

LA  SURFACE  FOCALE.  —  Indiquons  enfin  le  rôle  des  points  I,  et  1., 
au  point  de  vue  de  la  recherche  algébrique  de  la  surface  focale.  Le 
domaine  de  rationalité  A  auquel  appartiennent  les  coefficients 
de  S)  (ou  de  So)  est  composé  évidemment  du  domaine  analojrue 
pour  E.  amplifié  des  constantes  fondamentales  //  et  A  et  des 
racines  de  l'équation  déterminant  I|  et  lo',  mais  puisque  I|  M  passe 
parR,  il  est  loisible  de  remplacer  cette  dernière  amplification  de  ."R 
par-  l'adjonction  des  coordonnées  de  R,  ce  qui  est  encore  un 
résultat  de  M.  H.  G.  Zeuihen  (-). 

9.  Le    complexe   TÉTIIAÉDRAL    G    ET    LE    COMPLEXE    LINÉAIRE    J^.    

Nous  allons  donner  maintenant  une  deuxième  méthode  pour 
établir  la  nature  de  la  surface  focale  de  S|  ;  cette  méthode  repose 
sur  la  théorie  générale  des  comjilexes  et  des  congruences.  Il  est 
d'abord  évident  que  S)  fait  partie  d'un  complexe  létraédral  5, 
car  les  points  M  et  M'  se  correspondent  dans  une  transformation 
homographique  de  l'espace  3C  définie  par  le  tétraèdre  fonda- 
mental ACBD  et  un  couple  quelconque  de  points  correspon- 
dants M,  M'  de  Q.  Montrons  <|ue  3|  appartient  aussi  à  un  com- 
plexe linéaire  J^  défini  par  la  condition  d'admettre  AB  et  CD 
comme  droites  conjuguées  et  de  contenir  une  droite  quel- 
conque MM'.  Lorsque  M  décrit  la  génératrice  gt,  M'  décrit  g\ 
et  MM'  engendre  une  quadrique  S  qui  contient  nécessairement 
la  conjuguée  g,  de  »•,  par  rapport  au  complexe  linéaire  (c.ir  g, 
coupant  les  droites  AD,  BC  et  MM'  de  J^,  il  doit  en  être  de  même 
de  g,,  qui  appartient   dès   lors  à    S).   Ainsi,  quand   M  décrit  g,^ 


(')  Ibid.,  p.  27.3. 
C)  Ibid.,  p.  273. 


92  PREMIÈRE    l'AMTIE. 

MM'  ne  cesse  d'appartenir  à  t^.  Or,  soit  M,  M',  un  couple  quel- 
conque  de  points  correspondants  sur  Q;  on  passe  de  MM'  à  M,  M', 
en  se  déplaçant  d'abord  sur  une  généralrice  du  premier  système, 
puis  sur  une  du  second  :  durant  ce  dé|)lacenient,  la  droile  MM'  ne 
cesse  d'appartenir  au  complexe  linéaire  J^.  Il  en  résuite  immédia- 
tement que  e,  est  d'ordre  2  et  de  classe  2. 

10.  Emploi  d'u:ne  TRANSFORMATION  homoguaphique  arbitraire.  — 
Cela  étant,  appelons  X{h,/x)  une  transformation  homographique 
de  l'espace  aux  points  fondamentaux  A,  B,  C,  D  et  aux  constantes 
fondamentales  h,  k  arbilraireineat  choisies  ;  3t{h,  k)  donne  sur  Q 
une  transformation  de  première  espèce.  On  voit  sans  peine  que  les 
opérations  5C  et  C,  5C  et  J^sont  permutables  :  en  d'autres  termes, 
le  transformé  par  3t  du  cône  de  G  en  M  est  le  cône  de  G  au 
transformé  par  5C  du  point  M  et  un  énoncé  analogue  s'applique 
pour  (^.  11  en  résulte  que  si  M  est  un  point  de  la  surface  focale  S 
de  ©,,  son  transformé  par  3t  appartient  aussi  à  S;  faisant  varier  h 
et  /••  de  toutes  les  laçons  possibles,  on  voit  que  si  M  n'est  pas  situé 
sur  AB  ou  CD  (  '  ),  S  comprend  une  quadrique  passant  par  M  et  le 
quadrilatère  ACBD,  Il  en  résulte  évidemment  que  S  se  compose 
de  deux  quadriques  (et  de  deux  seulement),  circonscrites  au 
quadrilatère  ACBD  (-). 

11.  Rapports  avec  la  théorie  r)K  la  surface  nE  Kummer.  — 
On  pouvait  arriver  encore  à  ce  dernier  résidtat  en  se  servant  de  la 
théorie  de  la  surface  de  Kummer  :  la  surface  focale  d'une  con- 
gruence  8  définie  comme  intersection  d'un  complexe  tétraédral  G 
et  d'un  complexe  linéaire  ^  est  une  surface  de  Kummer  fK  pour 
hupielle  le  tétriièdrc  fondamental  de  î?  est  un  tétraèdre  de 
Rosenhain,    Mais,   dans   le   cas   actuel,    les   arêtes    AB  et    CD    du 


(  '  )  Si  M  iippartic'it  ;'i  Vli,  on  voit  de  même  que  3,  doit  admcllre  Aiî  comme 
ligne  focale. 

(')  l^e  même  mode  de  démonstration  permet  d'étatilir  d'une  façon  immédiate 
et  intuitive  le  bean  ttiéorème  de  M.  Zeuthen  : 

«  Soit  donné  un  polygone  fermé  dont  tous  les  sommets  se  trouvent  sur  des 
quadriques  passant  par  un  quadrilatère  gauctie,  et  dont  chaque  côté  est  langent 
à  deux  (|uadri(|ues  du  même  faisceau.  Alors  il  en  existera  une  infinité  double, 
chaque  sommet  pouvant  parcourir  la  surface  où  il  se  trouve,  et  chaque  cAté  la 
congrucnce  de  Ilirsl  à  laquelle  il  appartient  »  (/oc  cit.,  p.  -SG). 
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tétraèdre  étant  conjuguées  par  rapport  à  (^,  pour  tout  point  F 
d'une  des  arêtes  restantes,  le  plan  polaire  de  F  par  rapport  à  J^ 
passe  par  Tarête  correspondante,  et  le  cône  du  complexe  G  est 
décomposé  en  les  deux  iVices  adjacentes  du  tétraèdre.  La  surface^' 
doit  donc  contenir  le  quadrilatère  AGBD.  Mais  les  plans  tangents 
singuliers  ABC  et  BCD  doivent  être  tangents  à  Dt  tout  le  long 
de  ]^C,  ce  qui  n'est  possible  que  si  cK  admet  BC  comme  droite 
double;  Dt  dégénère  donc  en  deux  quadriques  passant  par  le 
quadrilatère  ACBD. 

La  congrnence  B,  est  donc  une  dégénérescence  de  la  congruence 
dn  second  ordre  et  de  la  seconde  classe  étudiée  par  Kummer  ('); 
cette  dégénérescence  est  caractérisée  par  le  fait  que  la  surface 
locale  (surface  de  Ruinmer  dans  le  cas  généi^al)  est  dégénérée  ici 
en  deux  quadriques. 

Transformations  de  seconde  espèce. 

12.  La  suiîface  focale.  —  Une  transformation  homographique 
de  seconde  espèce  Ho  échange  les  deux  systèmes  de  génératrices 
de  Q;  dans  ce  cas,  la  surface  focale  de  la  congruence  correspon- 
dante 3-2  s'obtient  immédiatement  :  En  raisonnant  comme  au 
n"  2,  on  voit  que  le  lieu  des  points  d'intersection  d'une  géné- 
ratrice ^1  (ou  ^o)  du  système  i  (ou  2)  avec  la  transformée  g\, 
(ou  o"|  )  est  une  conique  C,  (ou  Co).  Supposons  (-)  que  C|  et  C-, 
soient  distinctes.  La  droite  MM'  joignant  deux  points  corres- 
pondants dans  Ho  est  évidemment  une  tangente  commune  aux 
cônes  V,  et  ".,  circonscrits  à  (}  suivant  C,  et  Co  (^). 

13.  Réciproque;  cas  particulier.  —  Piéciproquement,  toute 
tangente  commune  T  à  y,  et  yo,  non  située  dans  un  de  leurs  plans 
tangents  communs,  appartient  à  So.  Car,  soient  P)  et  Po  les  points 


(')  Malli.  AbhaïuU.  der  Kon.  Akad.  der  Wisseiisch.  zii  Berlin,  1866, 
Berlin,   18G7,  p.  6.2-71. 

(-)  Si  C,  coïncide  avec  C.,,  MM'  appartient  au\  deux  pluiis  tangents  à  Q  en 
deux  points  de  C  et,  par  suile,  passe  par  le  pôle  du  plan  de  C,  par  rapport  à  Q  > 
la  transformation  Hj,  évidemment  involutive  dans  ce  cas,  est  idenli(|iie  à  une  pro- 
jection centrale  de  Q  sur  elle-mènie. 

(^)  Cf.  H.  fi.  Zkuthex,  loc.  cit..  |).  267. 
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de  contact  respectifs  de  T  avec  y,  et  yo,  P',  et  P.,  les  points  de  Cj 
et  Co  appartenant  aux  généralrices  de  yi  et  ya  passant  par  P,  et  P.j. 
Les  génératrices  de  Q  passant  par  P'j  et  P^. coupent  T  aux  deux 
mêmes  points  M  et  M'  qui  se  correspondent  évidemment  dans  Ho. 

Le  raisonnement  précédent  suppose  implicitement  que  Pj  et  P', 
sont  distincts,  ce  qui  a  toujours  lieu  si  T  n'est  pas  située  dans  un 
plan  tangent  commun  à  "i  et  y-i.  Dans  ce  dernier  cas,  Pj  et  P'^ 
coïncident  avec  l'un  des  points  communs  à  C|  et  Ca,  soit  A.  Or, 
pour  que  la  torde  j\lM'  de  Q  soit  située  dans  le  plan  tangent  à  Q 
en  A,  il  faut  que  M  soit  sur  la  génératrice  du  premier  (ou  du 
deuxième)  système  passant  par  A;  M'  est  alors  sur  l'autre  généra- 
trice passant  par  A.  Mais  il  existe  un  point  R  de  Co  (ou  de  C|)  tel 
que  MR  soit  une  des  génératrices  du  deuxième  (ou  du  premier) 
système,  et  RM'  une  génératrice  du  premier  (ou  du  deuxième) 
système.  La  droite  MM',  intersection  des  plans  tangents  à  Q  en  A 
et  en  R,  doit  donc  passer  par  le  pôle  du  plan  de  Co  (ou  C()  par 
rapport  à  Q  :  c'est  le  sommet  de  Vo  (ou  v,).  En  conséquence, 
pour  qu  une  tangente  commune  à  y,  etyo,  située  dans  un  de  leurs 
plans  tangents  communs,  appartiet)ne  à  £0,  il  faut  (et  il  suffit 
évidemment)  qu'elle  passe  par  le  sommet  de  l'un  des  cônes  (ce 
que  l'on  aurait  pu  établir  aussi  en  raisonnant  par  continuité). 

Algébriquement,  la  réci|M-oque  du  théorème  direct  résultait  aussi 
du  fait  que  3o  est  du  (juatrième  ordre  el  de  la  deuxième  classe, 
comme  la  congruence  des  tangentes  communes  à  y,  et  ya  non 
situées  dans  leurs  plans  tangents  communs  :  on  le  démontrerait 
en  raisonnant  comme  pour  C,  (n"  A).  £0  est  ainsi  la  congruence 
corrélative  d'une  congruence  de  deuxième  ordre  et  de  quatrième 
classe  signalée  par  Kummer  dans  son  Mémoire  classique  ('). 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  début. 

1  i.  Il  résuit»'  des  considérations  précédentes  une  démonstration 
très  simj)le  du  théorème  énoncé  au  début  de  cette  Note. 

«  Soient,  sur  une  conique  F,  deux  |)oints  M  et  M',  en  corres|)On- 
dance  liomographique,  les  points  doubles  étant  A  et  B.  Par  I' 
faisons   passer   une   (piadrique  Q;  on  a  vu  (n"  2)  que  h-  lieu  des 

(')  Loc.  cit.,  p.  24. 
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poinls  dinterseclion  P  des  génératrices  de  O  (de  systèmes  diffé- 
rents) passant  par  M  et  M'  est  une  coni(|ue  F'  |)assant  par  A  ei  B. 
Or,  la  droite  MM'  est  la  trace  sur  le  plan  de  T  du  plan  tangent  à  Q 
en  P;  lorsque  M  varie,  ce  dernier  plan  enveloppe  le  cône  cir- 
conscrit à  Q  le  long  de  F';  sa  trace  sur  le  plan  de  F  est  donc  bien 
une  conique  bitangenle  à  F  en  A  et  B.    » 

Il  ne  paraît  pas  probable  fjue  le  théorème  analogue  pour  l'espace 
à  trois  dimensions  puisse  se  démontrer  dune  façon  simple  à  Taide 
de  l'espace  à  quatre  dimensions.  La  surface  focale  S  pourrait  être 
considérée  comme  la  section  par  l'espace  ordinaire  d'une  variété 
du  quatrième  ordre  (à  trois  dimensions),  «  enveloppée  »  par  un 
plan  (à  deux  dimensions);  cette  variété  serait  une  dégénérescence 
de  la  variété  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  signalée 
par  M.  H.  W.  Richmond  (')  et  dont  la  section  par  un  espace 
langent  est  une  surface  de  Kummer. 
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Centenaire  de  la  naissance  de  U.-J.-J.  Le   Verrier.    Institut  de  France. 

I  voL    gr.  in-8,    avec  5  gravures  hors  texte,  r'28  pages.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  191 1. 

Le  Verrier  avait  déjà  reçu  de  l'Académie  des  Sciences,  par  la 
voix  de  Joseph  Bertrand,  l'hommage  qui  était  dû  à  sa  grande 
mémoire.  Mais  cet  éloge,  riche  de  vues  générales  et  de  jugenienls 
incisifs,  faisait  désirer  comme  complément  quelques  pièces  justifi- 
catives. Ce  sont  ces  pièces  que  nous  fournil  aujourd'hui  l'Institut, 
et  plus  particulièrement  l'Académie  des  Sciences,  grâce  au  zèle 
éclairé  de  sa  Section  d'Astronomie. 

La  matière  était  riche;  il  a  fallu  choisir,  élaguer,  user  à  la  fois 
de  discernement  et  de  prudence.  Le  Verrier,  on  le  sait  trop,  ne 
craignait  pas  la  lutte  et  n'y  ménageait  guère  les  coups.  Souvent 
ses  appréciations,  concernant  ses  adversaires  et  même  ses  collabo- 
rateurs d'occasion,  sont  formulées  en  termes  tels  qu'on  pouvait 
difficilement  les  laisser  sans  réponse.  Les  éditeurs  du  travail  que 
nous  avons  sous  les  veux  n'ont  pas  voulu  réveiller  des  polémiques 
assoupies.  Ils  ont  remplacé  par  des  initiales  divers  noms  propres 
que  le  lecteur  curieux  aura  peu  de  peine  à  rétablir. 

II  y  a,  dans  la  carrière  de  Le  Verrier,  une  première  phase  où 
tout  semble  lui  sourire.  Comme  ses  contemporains  Balard  et 
J.-B.  Dumas,  il  connaît  au  début  la  gène,  la  vie  étroite.  Mais 
devant  son  énergie,  les  obstacles  s'aplanissent  vite.  Il  entre  à  l'Ecole 
Polytechnique  en  i83i,  époque  de  fermentation  généreuse  et  de 
grands  espoirs.  Sa  première  orientation  est  vers  la  Chimie.  11 
publie  des  essais  qui  promettent  un  maître.  Mais  voici  qu'une 
place  devient  vacante  dans  l'enseignement  de  l'Astronomie.  Marié 
jeune,  il  faut  que  Le  Verrier  s'assure  une  situation.  Il  demande  le 
poste,  l'obtient  et  en  remplit  les  devoirs  avec  une  largeur  singu- 
lière. Plusieurs  Mémoires  de  Mécanique  céleste^  parus  en  peu 
d'années,  le  placent  au  premier  rang  dans  l'estime  des  géomètres. 
Arago,  Liouville,  J.-B.  Biot  se    font  ses  patrons.  A  34  ans,  il  est 
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membre  de  l'Académie  des  Sciences  (19  janvier  1846),  et  l'année 

n'est  pas  écoulée  qu'il  achève  de  justifier  ce  choix    par  un   coup 

d'éclat. 

Dans  l'été  de  i845,  Arago  avait  engagé  Le  Verrier  à  s'occuper 
du  difficile  problème  des  irrégularités  d'Uranus.  Tous  deux  igno- 
raient que,  depuis  un  an  déjà,  un  jeune  mathématicien  anglais, 
Adams,  avait  reçu  d'Airj  le  même  conseil.  Parti  avec  cette  notable 
avance,  Adams  obtint  le  premier  un  résultat  qui  aurait  dû  con- 
duire au  succès.  Mais,  se  défiant  trop  de  ses  forces,  il  ne  publia 
rien  et  les  astronomes  sollicités  de  rechercher  la  planète  pertur- 
batrice le  firent  sans  hâte.  Pendant  ce  temps.  Le  Verrier  niultipliail 
les  publications,  les  preuves,  les  requêtes.  La  lettre  nette  et  pres- 
sante qu'il  fit  parvenir  à  Galle  le  18  septembre  1846  et  que  l'Institut 
a  eu  l'heureuse  pensée  de  reproduire  en  fac  simile^  fit  soudain 
luire  autour  tie  son  nom  l'auréole  de  la  découverte. 

Le  Verrier  reçoit  aussitôt,  de  tous  les  pays,  les  félicitations  des 
astronomes  les  plus  ca[)ables  de  mesurer  l'inqjortance  et  la  diffi- 
culté de  la  lâche  :  les  honneurs  s'accumulent  sur  lui.  Une  chaire 
de  Mécanique  céleste  est  créée  en  sa  faveur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris. 

Mais  voici  que  déjà  ce  matin  splendide  se  voile  de  nuages.  Le 
Verrier,  jaloux  de  sa  gloire,  prend  ombrage  de  quelques  publica- 
tions où  le  mérite  d'Adams  est  soidigné.  Ses  réclamations  sont 
jugées  intempestives.  La  proposition  de  donner  son  nom  à  la  pla- 
nète nouvelle  trouve  peu  d'écho  et  le  grand  analyste  en  conçoit  une 
amertume  qui  devait  se  traduire  par  la  suite  en  animosités  person- 
nelles. 

Mai>  il  il  lot  fiiit  de  se  lemetlre  au  travail.  Dans  une  lettre  au 
Ministre  de  l'Instruction  puUliipie  (18  f('vrier  1847),  lettre 
admirable  de  logique,  de  passion  contenue,  il  trace  le  [)lan  d'une 
O'uvie  i^igantesque,  d'une  théorie  mathématique  embrassant  toutes 
les  planètes  du  système  solaire.  11  n'est  que  temps,  dit-il,  d'aborder 
l  entreprise  si  l'on  ne  veut  pas  qu'une  nation  voisine  nous  y 
devance,  lit  il  sollicite  l'aide  malérielle,  bien  modique  du  reste, 
(pii  doit  lui  assurer  la  victoire.  Se  doute-l-il,  à  ce  moitienl,  qu'il 
engage  les  trente  années  qui  lui  i  estent  à  vivic'.'  Pour  son  ardeur 
conquérante  la  découverte  de  Neptune  n'est  (h-j;!  plus  cpiun  bref 
épisode,  prestpie  oublit'-. 
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On  se  chargea  bientôl  de  le  lui  rappeler.  Il  avait  eu  le  malheur 
de  donuer  à  entendre  que  les  ressources  afl'eclées  par  le  budget  de 
la  France  à  l'Astronomie  se  dépensaient,  pour  une  bonne  part, 
sans  résultat.  Au  lieu  de  porter  la  discussion  sur  ce  point,  on 
entreprit  d'amoindrir  l'autorité  du  critique.  Dans  les  Comptes 
rendus  de  TAcadémie,  dans  la  presse  quotidienne,  on  publia  que 
1  asire  aperçu  dans  la  lunette  de  Galle  y  avait  été  amené  par  une 
chance  heureuse  plus  que  par  la  vertu  du  c;ticul,  qu'il  fallait  cher- 
cher ailleurs  la  cause  des  perturbations  d'Uranus. 

Le  Verrier  aurait  pu  dédaigner  ces  attaques.  Ses  admirateurs 
étrangers,  ses  rivaux  même  se  seraient  chargés  de  les  réduire  à 
néant.  Leurs  lettres  publiées  ici  en  témoignent.  Mais  la  patience 
n'était  pas  au  nombre  de  ses  vertus.  Il  fit  front  de  tous  côtés, 
porta  des  coups  sensibles,  en  reçut  lui-même  quelques-uns. 

Appelé  à  l'Assemblée  nationale  en  184S,  au  Sénat  en  1802,  il  y 
lit  apprécier  sa  puissance  de  travail  et  la  lucidité  de  son  jugement. 
Nous  trouvons  ici  une  liste  de  rapports  dont  il  fut  chargé  concer- 
nant de  graves  questions  de  travaux  publics,  d'administration  et 
d'enseignement. On  put  croire  qu'il  allait  être,  comme  J.-B.  Dumas, 
ravi  à  la  science  parla  politique.  Là  non  plus  le  chemin  n'aurait 
pas  été  [jour  lui  sans  épines;  il  eût  trouvé  les  hommes  moins 
faciles  à  manier  que  les  chiffres. 

Les  événements  lui  firent  reprendre  sa  voie.  Le  3i  janvier  i8.54 
il  fut  appelé  à  la  direction  de  l'Observatoire  de  Paris,  désormais 
indépendant  du  Bureau  des  l^ongitudes.  Avant  la  fin  de  cette 
même  année,  il  fit  parvenir  au  ministre  un  rapport  magistral,  déve- 
loppant ses  vues  sur  l'organisation  et  l'avenir  de  l'établissement. 
Tout  était  à  reprendre  sur  de  nouvelles  bases  et  l'on  avait  fait 
espérer  au  nouveau  directeur  que  de  larges  crédits  lui  seraient 
ouverts.  Les  promesses  faites  ne  furent  pas  tenues  ou  ne  le  furent 
que  tardivement,  d'où  réclamations  pressantes  et  répétées.  On 
devine  que  des  influences  hostiles  à  Le  ^^errier  avaient  trouvé 
accès  auprès  des  Pouvoirs  publics. 

Les  réformes  les  plus  urgentes  furent  cependant  faites,  et  TOb- 
servatoire  connut  quelcpies  années  de  travail  assidu  et  fécond.  En 
dehors  de  ses  travaux  |jersonnels.  Le  Verrier  conduisit  à  bien  l'or- 
ganisation du  Service  météorologique  international,  celle  de  l'As- 
sociation scientifique  de  France.  Mais  les  luttes  recommencèrent 
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et  ne  firent  que  s'aviver  par  la  constitution  d'un  Conseil  de  l'Ob- 
servatoire. Découragé,  en  dissentiment  avec  presque  tous  ses  col- 
laborateurs, Le  Verrier  alla  lui-même,  par  une  interpellation  au 
Sénat,  au  devant  d'une  révocation  (5  février  18^0).  La  théorie 
des  planètes  principales  n'en  lit,  entre  ses  mains,  que  plus  de 
progrès. 

Ce  loisir  relatif  dura  peu.  Trois  ans  après,  à  la  suite  de  la  mort 
tragique  de  Delaunay,  Le  Verrier  était  rétabli  dans  les  fonctions 
de  «lirecleur.  Ses  dernières  années  furent  plus  calmes.  Sentant 
décliner  ses  forces,  il  les  concentra  sur  l'achèvement  de  sou  grand 
travail.  A  la  fin  de  i8j6,  il  pouvait  annoncer  à  Airj  que  les  Tables 
de  Neptune  étaient  complètes.  Elles  ne  furent  présentées  à  l'Aca- 
démie qu'après  sa  mort,  par  son  ami  Tresca.  Mais  I.e  Verrier  avait 
eu  le  temps  de  recevoir  la  réponse  d'Airj,  témoignage  motivé 
d'une  admiration  à  la(|nelle  s  associent  aujourd'hui  tous  les  astro- 
nomes, tous  les  analystes,  et  que  le  temps  ne  saurait  que  fortifier 
en  l'épurant. 

Les  lettres  d'Airv,  le  discours  d'Adams  offrant  à  Le  Verrier  la 
médaille  d'or  de  la  Société  Royale  (i«^^6)  caractérisent  l'œuvre 
accomplie  en  des  termes  qu'il  serait  trop  long  de  reproduire  une 
fois  de  plus  et  superflu  de  commenter.  Mais  la  liste  chronologique 
de  ses  travaux,  dressée  par  l'Académie,  sera  pour  plus  d  un  lecteur 
l'occasion  de  découvertes  savoureuses.  Ses  2-0  articles  (sans  par- 
ler d'im|)ortantes  |)ublications  périodiques)  montrent  dans  combien 
de  directions  ce  puissant  esprit  avait  porté  son  clair  bon  sens,  sa 
ténacité,  son  intransigeance.  Quelques-uns  de  ces  titres  dégagent 
encore  une  odeur  de  bataille.  Nous  y  lisons  par  exemple  :  Réfa- 
lalion  de  quelques  critiques  et  allégations  portées  contre  lOh- 
ser\aloire  de  Paris  et  dénuées  de  toute  espèce  de  fondement . 
Le  Verrier  eut  gagné  quel(|ue  chose  (sur  le  moment)  à  ne  point  se 
faire  ainsi  juge  et  partie.  Il  était  de  ceux  qui  peuvent  attendre  avec 
une  confiance  sereine  le  jugement,  clair  à  leurs  yeux,  de  l'avenir. 

P.     l^UISEtX. 
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FORSYTH  (A.  R.). —  Lkctures  on  tiik  Diffeiiknïiai,  Geometry  of  Cirves 
AND  Surfaces,  i  vol.  111-4°,  XMii-âaâ  pages.  Cambrirlge,  at  the  University 
Press,  191-2. 

Le  titre  de  ce  Volume  n'est  |»as  menleur.  C'est  véritablement 
un  lraité,et  un  traité  très  intéressant,  de  Géométrie  infinitésimale, 
que  nous  ofire  M.  Forsyth.  L'Ouvrage  trouve  son  origine  dans 
les  leçons  qu'a  laites  l'éminenl  géomètre  à  l'Université  de  Cam- 
bridge. 

Ces  leçons  n'ont  pas  eu  comme  but  de  présenter  aux  étudiants 
un  aperçu  absolument  complet  de  loutce  que  l'on  peut  faire  entrer 
dans  la  Géométrie  infinitésimale.  L'auleur  a  même  négligé  de 
mettre  dans  son  Ouvrage  plus  d'une  théorie  sur  laquelle  il  a  écrit 
des  Mémoires  originaux.  Son  idéal,  il  nous  le  dit  lui-même,  était 
de  munir  les  étudiants  des  instruments  de  recherche  les  plus  essen- 
tiels, en  sorte  que  son  Li\re  est  surtout  destiné  à  ceux  qui  veulent 
poursuivre  et  faire  œuvre  originale. 

Le  Chapitie  1,  qui  comprend  28  pages,  est  consacré  aux 
courbes  gauches.  L'auteur  y  définit  et  étudie  leurs  principaux 
éléments  :  tangente,  plan  normal,  plan  osculateur,  courbure, 
torsion,  plan  polaire,  plan  rectifiant,  sphère  osculatrice,  etc. 
Il  y  détermine  le  signe  de  la  torsion  de  telle  manière  que  cet 
élément  soit  positif  pour  une  hélice  dexlroj'sam.  A  propos  de  la 
méthode  cinématique,  il  fait  connaître  le  diagramme  de  Roiitli. 
Ce  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  des  formules  de 
Serret-Frenet  et  la  détermination  des  courbes  dont  on  connaîl, 
soit  la  torsion^  soit  la  courbure. 

l^es  Chapitres  II  à  VI  peuvent  être  considérés  comme  donnant 
une  théorie  1res  complète  des  courbes  tracées  sur  les  surfaces. 
Le  Chapitre  II,  qui  présente  la  notion  des  coordonnées  curvilignes, 
introduit  les  coefficients  des  deux  formes  ([uadraliques  qui  se 
présentent  dans  l'expression  de  la  courbuie  normale.  Il  contient 
aussi  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure, Téquation  aux 
rayons  de  courbure  principaux  el,  par  suite,  le  célèbre  théorème 
de  Gauss  relatif  à  l'expression  de  la  courbure  totale.  Ce  que  nous 
signalerons  de  plus  intéressant  dans  ce  Chapitre,  c'est  que 
M.  Forsyth  ne  se  borne  pas  au  second  oidre,  mais  (|u"il  introduit 
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des  grandeurs  dérivées  du  Iroisième,  du  quatrième  ordre  et  même 

des  ordres  supérieurs. 

Le  Chapitre  suivant  contient  l'étude  des  lignes  qui  ont  en 
quelque  sorte  une  relation  organique  avec  la  surface  :  lignes  de 
courbure,  systèmes  conjugués,  lignes  asjmptotiques,  lignes  de 
longueur  nulle.  A  ce  propos, Fauteur  donne  les  équations  en  termes 
finis  qui  caractérisent  les  surfaces  minima.Le  Chapitre  se  termine 
par  la  définition  des  systèmes  isométriques  et  quelques  propriétés 
des  lignes  géodésiques. 

Le  Chapitre  IV  est  plus  spécialement  consacré  aux  lignes  de 
courbure.  M.  Forsyth  étudie  leur  forme  dans  le  voisinage  d'un 
ombilic.  Il  indique  quelques  propriétés  élémentaires,  puis  passe  à 
la  surface  des  centres,  à  propos  de  laquelle  il  fait  connaître  les  deux 
beaux  théorèmes  de  Ribaucour  relatifs  aux  cas  où  soit  les  lignes 
de  courbure,  soit  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur 
les  deux  nappes  de  cette  surface.  Le  Chapitre  se  termine  par 
quelques  mots  sur  la  surface  des  centres  d'un  ellipsoïde  et  sur  la 
développée  moyenne,  introduite  par  Ribaucour. 

Le  Chapitre  suivant  comprend  une  étude  développée  des  lignes 
géodésiques  :  application  du  calcul  des  variations;  géodésiques  en 
général;  géodésiques  sur  les  surfaces  de  révolution,  sur  l'ellip- 
soïde; ellipses  et  hyperboles  géodésiques;  relations  avec  l'équa- 
tion Acs  ^  I  ;  cas  pour  lesquels  cette  équation  aux  dérivées  par- 
tielles admet  une  intégrale  linéaire,  ou  une  intégrale  quadratique. 

Le  Chapitre  \  I  revient  aux  courbes  quelconques  tracées  sur 
une  surface  et  expose  la  théorie  des  invariants  dilTérentiels.  Cette 
théorie  est  traitée  à  un  point  de  vue  très  élevé,  et  bien  qu'un 
peu  court  à  notre  gré,  cet  exposé  suggestif  retiendra  l'attention 
du  lecteur. 

Avec  le  Chapitre  VII  nous  abordons  la  comparaison  des  surfaces  : 
re|irésentation  conforme  et  Cartes  géogr.iphiques;  représentation 
géodésique  de  Beltrami  et  théorème  de  Tissot,  représentation  sphé- 
rique;  théorème  de  Joachimsthal  sur  les  lignes  de  courbure; 
détermination  des  surfaces  admettant  une  représentation  sphé- 
rique  donnée,  etc. 

Le  Chapitre  VIIl  con lient  un  exposé  des  propriétés  essentielles 
des  surfaces  minima,  données  par  Monge,  Ronnet,  Weierslrass, 
Lie,  Scliwarz. 
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Le  Chapitre  fX  traite  des  surfaces  adineltitnt  des  lignes  decour- 
l)ure  planes  ou  sphériques,  ainsi  cpie  des  surfaces  de  W  eingarteo. 

Le  Chapitre  X  est  intitulé  :  Déformation  des  surfaces. 
L'auteur  v  développe  d'ahord  le  cas  particulier  des  surfaces  à  cour- 
bure constante  et  des  surfaces  de  révolution.  Puis  il  aborde  le  cas 
général;  à  cette  occasion,  il  expose  les  propriétés  générales 
des  écjuations  aux  dérivées  partielles  (pii  interviennent  dans  cette 
théorie  et  examine  d'une  manière  détaillée  ce  qui  concerne  la 
déformation  d'une  surface  réglée.  Le  Chapitre  se  termine  par 
l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite^  traitée  suivant  la 
méthode  de  Weingarlen. 

Les  Chapitres  XI  et  XII  sont  consacrés  à  des  sujets  tout  nou- 
veaux. Le  Chapitre  XI  nous  présente  un  exposé  complet  des 
recherches  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux. 

Le  Chapitre  XÏI  et  dernier  traite  des  congruences  des  courbes. 
Après  (|uelques  généralités,  nous  abordons  les  congruences  recti- 
lignes  qui,  entre  les  mains  de  Malus,  Dupin,  Hamilton,  Kummer, 
ont  fourni  tant  de  beaux  théorèmes;  puis  les  congruences  de 
cercles  et  les  systèmes  cycli(|ues. 

L'exposé  sommaire  que  nous  venons  de  faire  suffit  à  montrer 
que  l'Ouvrage  remplit  bien  le  but  auquel  son  auteur  le  destinait. 
Ajoutons  que  chaque  Chapitre  est  accompagné  d'exercices  dont 
l'élude  provoquera  chez  l'étudiant  le  développement  de  l'esprit 
d'invention.  C'est  là  une  raison  de  plus  pour  que  l'Ouvrage  soit 
bien  accueilli  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  au  progrès  des  études 
géométriques.  j    j 


PETERS    (J.).      —     FiJNFSTELLlGK     LoGARrrHMENTAFEL     DER      TRIGONOMETRI- 
SCHKN    FlNKTIOXKN    FUR    JKDE    ZeITSEKUNDE    DES    QuADRAXTKN.     I   VOl.    in-8 

Jésus,  iv-83  pages.  Berlin,  Georg  Reimer,  igi'?. 

M.  J.  Peters  est  bien  connu  de  ceux  qui  aiment  les  calculs 
numériques,  pour  les  précieux  services  (|u"il  ne  cesse  de  leur 
rendre  :  dans  l'espace  de  quelques  années,  il  a  publié  de  nouvelles 
Tables  de  multiplication,  sur  le  modèle  de  celles  de  Crelle,  four- 
nissant les  produits  des  nombres  de  deux  chiffres  par  ceux  de 
quatre  chiffres  ;  puis,  en  collaboration  avec  M.  J.  Bauschinger,  des 
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Tables  irigonométriqiies  à  8  décimales,  de  seconde  en  seconde  ; 
une  édition  réduite  à  7  décimales  de  ces  mêmes  Tables  ;  les 
valeurs  naturelles  ;i  21  décimales  des  sinus  et  cosinus  de  10  mi- 
nutes en  10  minutes,  et  de  seconde  en  seconde  pour  les  10  pre- 
mières minutes  ;  fies  Tables  pour  le  calcul  de  l'équation  du  centre  ; 
etc.,  etc.  A-ujourd'liui,  il  offre  aux  calculateurs  des  Tables  trigcj- 
nométriques  à  5  décimales,  de  seconde  en  seconde  de  temps  :  de 
telles  Tables  existaient  déjà  pour  les  calculs  à  4  ou  -  décimales, 
mais  non  à  5  :  c'est  donc  un  nouveau  service  que  M.  Peters  rend 
aux  calculateurs,  en  leur  évitant  de  fastidieuses  transformations 
et  en  leur  permettant  d'épargner  le  temps. 

Pour  les  8  premières  minutes,  l'argument  croît  de  dixième  en 
dixième  de  seconde  de  temps,  et  les  nombres  S  et  T  l)ien  connus 
sont  fournis  jusqu'à  ao  minutes. 

A  partir  de  8  minutes,  l'interpolation  se  fait  à  vue,  à  l'aide  de 
Tableaux  de  parties  proportionnelles  heureusement  disposés. 

L'usage  des  nouvelles  Tables  de  M.  J.  Peters  doit  être  vive- 
ment recommandé  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  calculs  astro- 
nomiques. 


H.   Andoy 


ER, 


FABRY  (E  ).  —  Problèmes  d'Axalyse  mathématique,   i   vol.  grand  in-8", 
iv-iGo  pages,  Paris,  A.  Hermann  et  fils,  1913. 

On  peut  dire  du  Piecueil  de  problèmes  publié  aujourd'hui  par 
M.  Fabry  qu'il  répond  à  un  véritable  besoin.  Depuis  le  Recueil 
classique  de  Tisserand,  com|)lété  par  M.  Painlevé,  aucun  Livre 
n'avait  paru  qui  permît  de  se  faire  rapidement  une  idée  d'en- 
semble des  (piestioiis  traitées  en  exercices  dans  les  cours  de 
calcul  différentiel  et  intégral  de  nos  Facultés  des  Sciences,  et  qui 
fixât  en  quehpie  sorte,  pour  les  étudiants,  le  pi-ogramme  de  ces 
cours.  M.  Fabry,  en  nous  donnant  279  problèmes,  tous  |)roposés 
aux  examens  de  licence  depuis  une  dizaine  d'années,  rend  donc 
à  l'enseignement  un  précieux  service. 

Dans  le  [Jvre  de  M.  h\djiy  on  ne  trouvera  pas,  comme  par 
exemple  dans  le  Recueil  récemment  publié  par  M.  d'Adhémar, 
des  proLIrnu's  iilti a-niodernes  et  des  aperçus  sur  certaines  parties 
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(lélicales  de  l'Analyse.  Les  questions  qui  nous  sont  proposées 
sont  toutes  des  applications  directes  du  cours  de  licence,  et,  rap- 
prochées comme  elles  le  sont  les  unes  des  autres,  classées  dans  un 
ordre  systématique  et  pédagogique,  elles  ne  demandent  plus 
guère  d'invention  de  la  part  de  celui  qui  les  traite.  Ainsi,  en  sui- 
vant pas  à  pas  le  i^ivre  de  M.  Fabry,  on  pourra  s'initier  sans  diffi- 
culté au  m('canisnie  du  calcul  et  à  l'interprétation  rapide  des 
problèmes  d'examen,  qui,  sous  des  formes  et  des  apparences 
diverses,  toui^nent  en  somme  autour  d'un  nombre  assez  limité  de 
questions.  C'est  dire  —  en  d'autres  termes  —  que  le  Recueil  de 
M.  Fabry  est  surtout  destiné  aux  candidats  au  Certificat  de  calcul 
différenliel  et  intégral,  et,  en  particulier,  aux  étudiants  qui  tra- 
vaillent seuls.  Les  énoncés  des  problèmes  étant  séparés  des  solu- 
tions, l'étudiant  peut  chercher  lui-même  ces  dernières  sans  être 
trop  impérieusement  tenté  de  prendre  tout  de  suite  connaissance 
des  résultats.  D'ailleurs,  les  solutions  ne  sont  })as  toutes  également 
développées.  Exposées  en  détail  au  début  de  chaque  Chapitre, 
elles  servent  d'occasion  à  une  revision  des  principales  formules  et 
des  théorèmes  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  pour  les  obtenir. 
Api'ès  quoi,  pour  les  problèmes  suivants  du  même  Chapitre, 
M.  Fabry  se  borne  à  une  indication  sommaire  des  solutions.  Sou- 
vent, il  supprime  presque  complètement  les  calculs  intermédiaires, 
se  bornant  à  donner  à  l'étudiant  un  moyen  de  contrôler  son  travail 
personnel  et  ne  le  dispensant  aucunement  de  ce  travail.  Bref,  il 
est  dans  l'intention  de  M.  Fabry  de  demander  quelque  effort  à 
celui  qui  utilise  son  Livre,  mais  de  diriger  cet  effort  et  de  le  sou- 
tenir juste  assez  pour  qu'il  ne  soit  ni  stérile  ni  rebutant. 

Ajoutons  que  l'Ouvrage  de  M.  Fabry  fait  directement  suite  au 
Recueil  de  Problèmes  et  Exercices  de  Mathématiques  générales 
publié  par  le  même  auteur  en  1910,  et  que  le  débutant  pourra 
acquérir  dans  ce  premier  Recueil  la  préparation  qui  lui  estnéces- 
pour  aborder  les  problèmes  d'Analyse  proprement  dite. 

Le  fond  de  l'Ouvrage  n'appelle,  étant  donné  le  but  pédago- 
gique que  poursuit  M.  Fabry,  aucune  remarque  spéciale.  La 
répartition  des  problèmes  entre  un  certain  nombre  de  Chapitres, 
qui  correspondent  aux  sections  principales  des  cours  d'Analyse, 
est  faite  dune  manière  empirique.  Sont  langées  dans  un  même 
Chapitre  les  questions  dont  la  partie  centrale  dépend  des  mêmes 


io6  PREMIÈRE   PARTIE. 

théories  et  se  résout  par  la  même  méthode.  Les  problèmes  dont 
l'énoncé  est  géométrique  sont,  comme  de  juste,  fort  nombreux. 
11  en  est  de  même  des  questions  de  pur  calcul  proposées  aux 
examens  comme  «  épreuves  pratiques  ».  Le  dernier  Chapitre, 
consacré  aux  fonctions  elliptiques,  montre,  malgré  son  peu  d'éten- 
due, que  Tétude  de  ces  fonctions  nest  point  entièrement  bannie 
des  cours  de  licence. 

Pierre  Boutroux. 


NEUMANN  (Ernst  Richard).  —  Beitrage  zu  einzelnen  Fragkn,  der 
HôHEREN  PoTENTiALTHEORiE.  Nr  XLI.  PreisschHflen  gekrOnt  und  heraus- 
geben  von  der  furstlich  Jablonowskischen  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Nr 
XVII  der  mathemalisch-naturwissenschaftiichen  Sektion.  i  vol.  in-8 
Jésus,  xxiii-188  pages.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  iQi'i. 

Ce  travail  se  rapporte  aux  deux  problèmes  fondamentaux  de  la 
théorie  du  potentiel  :  trouver  une  solution  de  l'équation  de  Laplace 
qui  prenne  sur  une  surface  feriuée  (S)  des  valeurs  données  à 
l'avance  (premier  problème)  ou  telle  que  la  dérivée  de  celte  fonc- 
tion, prise  suivant  la  normale  à  une  surface  feimée  (2),  ait  des 
valeurs  données  à  l'avance  pour  les  points  de  (S)  (deuxième  pro- 
blème) et  qui  satisfasse  à  des  conditions  de  continuité  que  l'on 
précise,  soit  dans  la  région  intérieuie,  soit  dans  la  région  exté- 
rieure à  (S).  Il  s'agit  surtout  de  montrer,  comme  le  demandait 
C.  Neumann,  que,  dans  chacun  de  ces  problèmes,  la  solution  pour 
la  région  intérieure  à  (S)  et  la  solution  pour  la  région  extérieure 
peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre,  ou  plutôt  se  déduisent  toutes 
les  deux  d'une  même  fonction  auxiliaire. 

La  méthode  de  la  fonction  de  Green  donne,  pour  la  solution  f 
du  premier  problème  correspondant  à  une  suite  arbitraire  (et  con- 
tinue) de  valeurs  données  sur  le  conlour,  une  ex|)ression  de  la 
forme 

l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  S  limitant  le  domaine 
considéré,  et7i(ojç,une  fonction  donnée  pour  tous  les  points  de  (ï) 
et  qui  dépend  de  la  j)Osition  d'un  point  o,  à  la  façon  d'un  para- 
n)ètre. 
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C.  Neuniann  croyait  pouvoir  représenler  celle  fonction  r^(o)'j 
dans  sa  dépendance  de  la  position  du  point  o,  aussi  bien  pour  les 
points  intérieurs  que  pour  les  points  extérieurs,  comme  le  poten- 
tiel d'une  même  couche  étendue  sur  la  surface-,  et  dont  la  densité 
dépendait  naturellement  de  la  position  du  point  o.  L'auteur  a  déjà 
montré  en  190^,  et  reprend  avec  plus  de  détails  dans  ce  Livre,  la 
nécessité  d'ajouter  certains  termes  définis  simplement  et  qui  ne 
peuvent  être  représentés  comme  des  polenliels,  et  pour  cette  rai- 
son remplace  l'expression  couche  fondamentale  (Grundbele- 
gung),  employée  par  C.  Neumann,  par  l'expression  Grundreslbe- 
legung  pour  la  couche  correspondant  au  potentiel  qui  entre  dans 
l'expression  de  /,(0}<j- 

Mais,  avec  cette  correction,  on  obtient  ce  résultat  que  la  con- 
naissance d'une  seule  fonction  (celle  qui  détermine  la  densité  de 
la  couche  considérée)  suffit  pour  résoudre  le  premier  problème, 
aussi  bien  pour  la  région  extérieure  que  pour  la  région  intérieure. 
La  raison  pour  laquelle  il  a  été  nécessaire  d'introduire  certains 
termes  qu'on  ne  peut  représenter  comme  des  polenliels  est  que  la 
solution  du  premier  problème  pour  une  suite  continue  de  valeurs 
données  sur  le  contour  ne  possède  pas  forcément  une  dérivée  nor- 
male déterminée;  elle  ne  peut  donc  pas,  dans  tous  les  cas,  être 
représentée  sous  la  forme  d'un  potentiel  de  simple  couche. 

Pour  le  deuxième  problème^  la  cpiestion  de  représenler  la  solu- 
tion sous  forme  de  potentiel  se  présente  d'une  façon  plus  simple  et 
les  rapports  entre  les  solutions  pour  la  région  intérieure  ou  pour 
la  région  extérieure  peuvent  être  mis  plus  facilement  en  évidence. 
La  méthode  de  Robin  donne  la  solution  sous  la  forme  d'un  poten- 
tiel de  simple  couche,  mais  elle  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
d'un  potentiel  de  double  couche  étendue  sur  la  surface  S;  d'après 
des  propriétés  connues  et  en  particulier  un  théorème  de  Liapou- 
nolF,  une  même  double  couche  convient  au  problème  intérieur  et 
au  problème  extérieur  pour  une  même  suite  de  valeurs  données 
de  la  dérivée  normale. 

Si  la  fonction  gs  définit  les  valeurs,  sur  le  contour,  de  la  déri- 
vée normale,  on  a,  pour  la  région  intérieure,  puis  pour  la  région 
extérieure, 
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et 


F';=jM^(d<7)a, 


{chi)  et  {di7a)  étant  l'angle  solide  sous  lequel  on  voit  d'un  point 
intérieur,  ou  d'un  point  extéiieur,  l'élément  de  surface  o^a,  et  le 
moment  M^  de  la  double  couche  est  donné  par  une  expression  de 
la  forme 

D(,) jetant  une  fonction  qu'on  définit  sur  (2)  et  qui  dépend,  comme 
d'un  paramèlre,  de  la  position  d'un  point  déterminé  s  de  2. 

Dans  ce  qui  précède  (deuxirme  et  troisième  Sections),  on  a  pu 
traiter  simultanément  le  cas  du  polenliel  nevvlonien  et  celui  du 
potentiel  logarithmique;  on  écrit  même  une  seule  équation  pour 
les  deux  cas,  après  avoir  introduit  des  notations  convenablement 

définies;  par  exemple,  T  désigne  log  (  -  )  dans  le  plan  et  -  dans 
l'espace,  r  étant  la  distance  de  deux  points. 

La  quatrième  section  est  consacrée  à  une  question  très  particu- 
lière, savoir  :  le  rapport  entre  les  couches  fondamentales  (Grûnd- 
l'estbelegungen)  de  deux  surfaces  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques. 

Dans  la  cinquième  Section,  les  théories  développées  en  commen- 
çant sont  appliquées  au  cercle,  à  la  sphère,  à  l'ellipse;  dans  ces 
cas  particuliers,  on  peut  plus  facilement  étudier  en  détail  la  façon 
dont  se  comportent  des  fonctions  que  l'auteur  a|)pelle  fonctions 
po/aires,  qui  s'introduisent  avec  avantage  quand  on  applique  au 
premier  problème  la  méthode  de  Neumann. 

Un  Supplément  traite  de  (piestions  de  convergence  (|ui  ont  été 
rejetées  ainsi  à  la  fin  pour  ne  pas  interrompre  l'exposition. 

Ces  questions  de  convergence  ou  ces  théorèmes  d'existence 
résultent  souvent,  avec  [)lus  de  rapidité,  de  la  théorie  des  équa- 
tions intégrales;  l'auteur  estime  qu'il  n'y  a  pas  lieu  ce|>endant 
d'abandonner  les  méthodes  direcîles,  même  si  elles  entraînent  une 
analyse  pins  longue,  parce  qu'elles  peuvent  mieux  être  ada[)lées 
aux  (piestions  particulières  pour  lesquelles  ces  méthodes  ont  été 
con>truites. 

{'..    L.VCOL'II. 
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SCHiVlID  (Theodor).  —  Darstellende  Géométrie.  I.  Band.  Mit  170  Figu- 
ren.  {Sammlung  Schubert^  LXV.  )  i  vol.  petit  in-8°,  vi-279  pages. 
Berlin  und  Leipzig,  G.  J.  Gosclien,   1912. 

Le  Traité  de  Géométrie  descriptive  dont  M.  T.  Schmid  vient 
de  publier  la  première  Partie  forme  le  soixante-cinquième  Volume 
de  la  Collection  Schubert.  11  correspond  au  programme  de  notre 
classe  de  Mathématiques  et  à  une  grande  partie  du  programme 
de  la  classe  de  Spéciales. 

l^a  première  Section  de  l'Ouvrage  expose  la  représentation  des 
points,  droites  et  plans,  des  polygones  et  des  polyèdres,  à  l'aide 
de  deux  ou  trois  plans  de  projection  rectangulaires.  Après  avoir 
montré,  suivant  la  méthode  de  Mannheim,  comment  on  peut 
supprimer  la  ligne  de  terre,  l'auteur  étudie  la  représentation  des 
points  d'une  droite,  en  particulier,  dans  le  cas  où  la  droite  diflère 
peu  d'une  parallèle  au  troisième  plan  de  projection;  puis  il  donne 
la  représentation  d'un  plan  à  l'aide  de  deux  droites  concourantes 
et  explique  l'usage  des  rotations.  Viennent  ensuite  la  représenta- 
tion d'un  triangle  et  l'énoncé  du  tliéorème  sur  les  triangles  liomo- 
logiques,  ainsi  que  la  distinction  des  faces  du  triangle  vues  sur 
chaque  projection;  de  nombreuses  figures  épuisent  les  divers  cas 
possibles.  Puis,  l'auteur  passe  aux  relations  entre  les  points  et  les 
droites  n'appartenant  pas  à  un  même  plan;  il  étudie  l'éclairement 
d'une  aire  plane,  la  figuration  des  ombres  propres,  des  ombres 
portées,  et  en  fait  ra|)plication  au  dodécaèdre  et  à  l'icosaèdre  régu- 
liers, ainsi  qu'à  des  solides  usuels. 

La  seconde  Section  de  l'Ouvrage  débute  par  les  propriétés 
de  la  polarité  et  de  l'anti polarité  par  rapport  à  un  cercle,  qu'on 
retrouvera  en  Axonométrie.  Viennefit  ensuite  les  problèmes  clas- 
siques sur  la  sphère,  le  cylindre  de  révolution  et  ses  sections, 
les  propriétés  des  diamètres  de  l'ellipse  et  la  théorie  de  l'antipola- 
rité  par  rapport  à  cette  courbe  employée  en  Statique  graphique. 
L'auteur  étudie  alors  les  relations  entre  le  rayon  de  courbure  en 
un  point  d'une  courbe  et  au  point  correspondant  de  sa  projection  ; 
il  en  fait  l'application  à  l'ellipse  et  montre  comment  on  peut  utiliser 
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les  cercles  de  courbure  pour  le  tracé  d'une  ellipse.  Après  avoir 
appliqué  ces  résultais  à  la  représentation  et  à  l'éclairement  d'un 
cercle,  ainsi  qu'aux  triangles  spliériques,  M.  Schmid  aborde  l'élude 
des  sections  planes  d'un  cône  de  révolution  et  des  coniques 
focales,  l'éclairement  en  rayons  parallèles  delà  sphère  et  du  cône. 

Dans  la  troisième  Section,  l'auteur  indique  d'abord  une  construc- 
tion approximative  ingénieuse  du  nombre  tt;  puis  il  expose  la  théorie 
du  développement  du  cylindre  et  du  cône  de  révolution,  calcule 
le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe  développée,  en 
déduit  correctement  la  construction  des  points  d'inflexion.  Vien- 
nent ensuite  les  singularités  des  courbes  planes  (conchoïde  de 
droite  et  sa  polaire  réciproque),  les  développantes  du  cercle, 
de  l'hyperbole  équilalère,  les  propriétés  simples  des  courbes 
gauches,  de  l'hélice,  de  l'hélicoïde  développable  et  de  leur  éclaire- 
ment.  Puis  nous  passons  à  l'intersection  de  deux  surfaces  (cônes 
et  cylindres),  aux  courbes  du  quatrième  ordre  pourvues  d'un  point 
double  (fenèlre  de  Viviani)  ou  d'un  point  de  rebroussemeni, 
et  à  l'application  de  la  biquadratique  gauche  à  l'étude  des  ombres 
anto-portées. 

Enfin,  la  quatrième  Section  expose  les  propriétés  fondamentales 
de  la  perspective  axonomélrique  orthogonale  et  ses  applications 
aux  polyèdres  et  aux  corps  ronds. 

Quoique  rédigé  surtout  en  vue  des  applications  techniques, 
l'Ouvrage  de  M.  Schmid  fait  un  fréquent  appel  aux  ihéories  pure- 
ment géométriques  :  il  n'en  est  ainsi  que  plus  vivant  et  plus 
attrayant.  Des  exercices  bien  choisis  permettent  à  l'élève  d'appli- 
quer à  tout  instant  les  enseignements  de  l'auteur.  Les  épures  sont 
tracées  avec  beaucoup  de  soin;  tout  au  plus  pourrait-on  regretter 
que  le  format  de  la  Collection  Schubert  n'ait  pas  permis  de  les 
publier  à  une  plus  grande  échelle. 

R.  Gaknier. 
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YOUNG  (John  Wesley).  —  Lectures  on  FCNDAMENTAr,  Concepts  of 
Algebra  and  Geomktry.  Préparée!  for  publication  with  ihe  coopération  of 
William  Wells  Uenton.  With  a  Note  on  the  growtli  of  algebraic 
symbolism  by  Ulysses  Grant  Mitchell.  i  vol.  in-8°,  vii-247  pages.  ÎNew 
York,  the  Macmillan  Company,  191  1. 

L'auteur  nous  expose,  en  une  courte  |)réface,  la  genèse  de  l'Ou- 
vrage et  son  but.  Il  lui  parut  qu'il  était  temps  de  donner  un  exposé 
concis,  élémentaire,  des  résultats  récemment  acquis  sur  le  pro- 
blème de  la  base  logique  des  mathématiques.  Cette  question  inté- 
resse les  professeurs,  les  philosophes,  les  logiciens  et  plus  encore 
ceux  qui,  par  laveur  spéciale,  LMiissent  plusieurs  de  ces  qualités. 
Mais  la  sollicitude  de  M.  Young  va  surtout  aux  professeurs,  et 
c'est  pour  eux  qu'il  a  semé  dans  son  Livre  des  conseils  pédago- 
giques, nombreux  et  excellents. 

L'Ouvrage  est  formé  par  la  réunion  de  leçons  professées  en  1906 
à  l'Université  d'illinois. 

Les  cinq  premières,  consacrées  à  un  examen  critique  de  nos 
conceptions  de  l'espace,  préparent  à  la  discussion  plus  formelle  qui 
doit  suivre. 

De  quelle  nature  sont  les  teimes  non  définis,  les  propositions 
non  démontrées  qui  doivent  nécessairement  être  à  la  base  de  tout 
édifice  logique,  la  Géométrie  par  exemple? 

Euclide,  le  premier,  a  tenté  celte  construction,  mais  ses  notions 
fondamentales  de  point,  ligne,  distance  ont-elles  un  sens  parfai- 
tement clair;  quelle  est  la  signification  loi;if|ue  de  ses  postulats? 
M.  Young  définit  alors  le  monde  bien  connu  de  Poincaré,  en 
donne  les  principales  pro|jriétés,  détermine  en  particulier  l'angle 
de  parallélisme.  Il  en  déduit  bien  aisément  que  notre  intuition 
spatiale  est  insuffisante  à  piéciser  la  signification  et  les  propriétés 
des  concepts  fondamentaux  de  la  Géométrie. 

L'histoire  du  postulat  des  parallèles  fournit  une  illuslration 
détaillée.  M.  Young  démêle  chez  Euclide  lui-même  la  volonté  d'en 
éviter  l'usage  autant  que  possible  (p.  26-2^).  Plus  tard,  Wallis, 
Saccheri,  Legendre  tentent  de  le  démontrer  ou  de  le  remplacer  par 
une  autre.  Saccheri  commence  même  à  construire  un  corps  non 
euclidien  de  propositions,  mais  s'arrête,  crojant  à  quelque  contra- 
diction. C'est  dans  cette  voie  que  Gauss,  Lobatchewskj  et  Bolyai 
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devaient  trouver  plus  lard  un  succès  complet.  L'impossibilité 
d'une  contradiction  résultera,  par  exemple,  du  fait  qu'on  peut  éta- 
blir une  correspondance  parfaite  entre  la  géométrie  non  euclidienne 
et  une  certaine  géométrie  euclidienne. 

L'auteur  est  alors  en  mesure  de  rejeter  les  définitions  proposées 
par  Kant  et  Stuart  Mill. 

Les  axiomes  et  postulats  ne  sont,  ni  des  jugements  synthétiques 
a  priori^  ni  des  faits  expérimentaux.  Ce  sont  de  simples  hypo- 
thèses sur  les  propriétés  de  l'espace. 

Comment,  dès  lors,  construire  ce  corps  d'hypothèses  dont  il 
nous  faudra  tout  déduire  sans  appel  ultérieur  à  l'intuition? 

Sur  un  exemple  emprunté  à  la  géométrie  euclidienne  plane,  sont 
introduites  les  notions  d'ensemble,  sous-ensemble,  élément  appar- 
tenant à  un  ensemble  :  de  la  non-contradiction  ou  consistance  des 
axiomes  (qui  résulte  de  l'existence  possible  d'une  représentation 
concrète),  de  l'indépendance  des  axiomes  (qui  pourra  résulter, 
pour  un  axiome  donné,  de  l'existence  possible  d'une  représentation 
concrète  où  cet  axiome  soit  faux,  les  autres  demeurant  exacts). 
Enfin  un  groupe  d'axiomes  pourra  être  dit  catégorique  (catego- 
rical)  si  deux  représentations  concrètes  jiossibles  sont  isomorphes, 
c'est-à-dire  sont  susceptibles  d'être  mises  en  correspondance  uni- 
voque  et  réciproque.  Il  peut  y  avoir  avantage  à  opérer  logiquement 
sur  un  groupe  d'axiomes  non  catégorique,  car  on  bâtit  à  la  fois 
plusieurs  sciences  distinctes. 

Ayant  ainsi  fait  sentir  les  avantages  (précision  et  unité)  d'un 
traitement  abstrait,  l'auteur  approfondit  les  notions  introduites. 
11  définit  la  puissance  d'un  ensemble,  puis  la  relation  d'ordre,  à 
l'aide  des  hypothèses  fondamentales  sur  la  relation  «<.  Les  notions 
d'ensembles  ordonnés,  d'ensembles  semblables,  de  types  d'ordre 
sont  étudiées  sur  des  exemples.  La  notion  du  continu  linéaire  est 
caractérisée  par  un  groupe  daxiumes. 

L'idée  d'opération  appliquée  aux  éléments  d'un  ensemble  con- 
duit à  la  définition  de  la  propriété  nouvelle,  formel'  un  groupe  par 
rapport  à  une  opération  dt'-terminée.  L'imp:  itante  notion  de 
groupe,  éclairée  par  un  exemple  géométrique,  sert  alors  à  cons- 
truire le  système  des  nombres  réels  ordinaires,  caractérisé  de 
nouveau  par  certains  axiomes.  Des  extensions  successives  de  la 
notion  de  nombre  aniènenl  aux  quaternions, aux  nombres  à  n  unités 
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complexes,  puis  au  concept  général  abslrail  de  systèmes  de 
nombres,  résumé  comme  il  suit  : 

C'est  un  ensemble  d'éléments  (nombres)  dans  lequel  sont  défi- 
nies deux  opérations,  l'addition  et  la  multiplication.  Cet  ensemble 
forme  un  groupe  par  rapport  à  ces  deux  opérations,  sauf  que  o 
n'a  pas  d'inverse.  L'addition  et  la  multiplication  sont  liées  par  la 
loi  distributive. 

L'exposition  des  postulats  de  la  Géométrie  est  faite  d'après  les 
deux  principaux  points  de  vue  possibles.  La  première  partie  suit 
sensiblement  le  Mémoire  de  jNL  Hilbert  (par  exemple,  Annales 
scientifiques  de  l'Ecole  Normale,  1900).  Signalons  seulement 
un  exemple  élémentaire  de  géométrie  non  arcliimédienne,  ei  cette 
remarque  que  le  nombre  des  termes  indéfinis  et  le  nombre  des 
axiomes  de  M.  Hilbert  peuvent  être  réduits,  en  entraînant  toute- 
fois dans  la  déduction  des  théorèmes  une  plus  grande  compli- 
cation. 

Le  deuxième  point  de  vue  est  représenté  par  le  corps  d'axiomes 
proposé  par  Mario  Pieri,  où  les  notions  de  |)oint  et  de  déplace- 
ment sont  fondamentales. 

Le  théorème  de  Canlor  sur  la  puissance  du  continu  à  plusieurs 
dimensions  est  démontré  dans  le  cas  du  plan  par  la  méthode  connue 
de  M.  Hilbert.  Le  nombre  de  dimensions  d'un  ensemble  apparaît 
alors  comme  une  propriété  d'ordre.  Les  espaces  à  n  dimensions 
sont  introduits,  une  étude  particulière  rapide  étant  consacrée  au 
cas  de  quatre  dimensions.  L'équivalence  au  point  de  vue  abstrait 
de  rAlgèbre  et  de  la  Géométrie  fournit  l'occasion  de  démontrer  que 
la  construction  de  Theptagone  régulier  et  la  trisection  de  l'angle 
sont  impossibles  avec  la  règle  et  le  compas. 

Une  étude  des  concepts  de  variable,  de  fonction,  de  limite,  pré- 
cède les  conclusions  générales  de  l'Ouvrage  et  le  résumé  des  résul- 
tats acquis.  Que  sont  les  mathématiques?  se  demande  l'auteur.  On 
ne  doute  guère,  après  une  lecture  de  l'Ouvrage,  qu'il  le  sache  très 
suffisamment.  Pourtant  il  feint  d'être  embarrassé  et  nous  donne  le 
plaisir  d'une  intéressante  discussion,  il  nous  donne  même  une 
définition  : 

«  Les  mathématiques  sont  constituées  par  l'ensemble  de  tous 
les  corps  de  propositions  susceptibles  d'une  formulation  abstraite 
Bull,  des  Sciences  matlièm.,  2'  série,  t.  XXXVII.  (Avril  igiS.)  8 
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et  d'un  arrangement  tel  que  chaque  proposition  soit  une  consé- 
quence logique  de  celles  qui  la  précèdent.    » 

Cette  définition  n'est  point  d'une  longueur  excessive,  et  c'est 
un  avantage,  mais  il  ne  faudrait  pas  s'en  exagérer  la  vertu,  ni  s'en 
dissiznuler  les  défauts.  Elle  masque  en  particulier  ce  fait  impor- 
tant, qu'il  faut  quand  même  se  soucier  des  réalités.  En  tout  cas, 
elle  fait  bien  ressortir  la  puissante  unité  communiquée  aux  mathé- 
matiques par  le  développement  des  méthodes  abstraites. 

Une  Note  sur  le  dévelop|)ement  du  s}'mbolisme  algébrique,  due 
à  M.  U.  G.  Mitchell,  couronne  l'Ouvrage  de  la  façon  la  plus  natu- 
relle. 

Le  but  de  cet  exposé  serait  atteint  si  nous  avions  pu  faire 
sentir  la  richesse  et  la  diversité  des  matières  traitées  dans  ces 
leçons,  mais  il  faut  louer  à  part  cette  limpidité  précise  du  style 
qui  n'est  pas  un  vain  ornement, surtout  dans  un  Ouvrage  étrangei'. 

G.    Daumois. 


JANS  (C.  de).  —  Les  multiplicatiuces  dk  Glairaut.  Contribution  à 
la  théorie  d'une  famille  de  courbes  planes,  i  vol.  in-S",  viii-r36  pages. 
Gand,  Ad.  Iloste,  1912. 

Ce  Volume  est  consacré  aux  courbes   dont  l'équation   en   coor- 
données polaires  peut  s'écrire 

r  =  K  sin'"0. 

Ces  courbes  ont  été  étudiées  par  Clairaut  en  i-jaG  dans  un 
Mémoire  qui  fut  inséré  en  \-'\\  dans  le  Tome  IV  des  Miscellanea 
Berolinensia.  Certaines  d'entre  elles  ont  été  rencontrées  depuis 
par  Boscovvich  (i'j43)  et  par  Plajfair  (1807)  dans  des  recherches 
sur  les  solides  homogènes  d'attraction  maxima  ou  minima,  pour 
une  loi  d'attraction  proportionnelle  à  une  puissance  delà  distance; 
l'une  d'elles  a  été  retrouvée  par  Ed.  Roche  dans  sa  théorie  des 
atmosphères  des  planètes.  M.  de  Jans  signale  un  assez  grand 
nombre  d'auteurs,  mathénialiciens  ou  physiciens,  (|ui  ont  eu  à 
s'occuper  de  ces  courbes;  lui-même  montre  comment  celles-ci  se 
renconircnl  dans  l'élude  de  divers  chaïups  de  forces  électriques  ou 
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magnétiques.  Lorsque  les  lignes  de  niveau  sont  des  courbes  de 
Clairaut,  les  lignes  de  force  en  sont  aussi,  les  deux  systèmes  de 
lignes  se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  remplaçant  l'exposant  ni  par 

son  inverse  et  en  faisant  une  rotation  de  -  autour  du  pôle.  M.  G.  de 

Jans  classe  les  courbes  de  Clairaut  d'a|)rès  la  nature  parabolique 
ou  hyperbolique  des  brandies  infinies  qu'elles  présentent  si  m  est 
négatif,  ou  d'après  la  nature  des  bianclies  infinies  de  leurs  inverses 
si  m  est  positif;  il  indique  des  constructions  de  la  tangente,  de  la 
normale,  du  centre  de  courbure;  il  étudie  les  singularités;  il  fait 
des  quadratures  ou  des  rectifications. 

Il  montre  aussi  comment  les  courbes  de  Clairaut  se  rallaclient 
aux  courbes  d'équation 

/■  =  a  sin  m  0 

OU 

/•  sin  /?îO  =  a 

ou  encore  aux  courbes  de  Ribaucour,  c'est-à-dire  aux  méridiennes 
des  surfaces  de  révolution  dont  les  rayons  de  courbure  ont  un 
rapport  constant. 

Il  termine  enfin  par  l'étude  spéciale  des  courbes 

/■=Ksin-0,         /--^K-siiiG,         /•  =  Ksin^O. 

L'Ouvrage  de  M.  C.  de  Jans  pourrait  être  utilisé  pour  fournir 
des  exercices  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  de  nos  lycées 
ou  aux  candidats  au  certificat  de  Mathématiques  générales. 

Ch.   Bioche. 


BERWALD  (L.).  —   Krummuxgseigexschaften  der  Bren.nflachen  eines 

GERADLIMGEN    StR.\HLKXSYSTEMS     UND     DER    IN    mM    ENTHALTENEX    ReGEL- 

flachen.  Inaugural-Dissertation  einer  hohen  philosophischen 
Fakultdt  (2*  Sektioii)  der  kgl.  Bayer.  Ludwig-Ma.rimilian-Univer- 
sitàt  zu  Miliichen  ani  3.  Dezember  igo8,  zur  Erlangung  der  Doktor- 
wiXrde.  Un  fascicule  in-8",  68  pages.  iMiinchen,  C.  Wolf  und  Sohn,  1909. 

Première  Partie.  —  Une  surface  courbe  (vS)  étant  rapportée 
à  des  coordonnées  curvilignes  (m,  r),  les  tangentes  aux  lignes 
paramétriques  u  =  const.  forment  une  congruence  de  droites 
pour   laquelle   la   surface    initiale  (S)  est   l'une    des    nappes  de  la 
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surface  focale  ;  en  outre,  dans  la  plupart  des  cas,   les  lignes  para 
métriques    sont   supposées  former  un  système  conjugué  sur  (S). 

Cette  définition  d'une  congruence  simplifie  beaucoup  les  for- 
mules générales.  Parmi  les  applications  qui  en  sont  faites,  il  con- 
vient de  signaler  un  théorème  démontré  par  l'auteur,  et  qui  n'avait 
pas  encore  été  signalé  sous  celte  forme  générale  : 

«  Pour  toute  surface  non  développable  d'une  congruence  de 
droites,  le  produit  des  valeurs  de  la  courbure  totale  aux  deux  foyers 
situés  sur  une  génératrice  est  égal  à  l'inverse  de  la  quatrième 
puissance  de  la  distance  des  deux  points  limites  sur  cette  généra- 
trice. » 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  sont  les  normales  à  une 
surface  de  Weingarten  (les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
étant  fonctions  l'un  de  Fauti-e),  on  retrouve  un  remarquable  théo- 
rème d'Halphen  (  '  ). 

A  signaler  aussi  une  étude  particulière  des  congruences  telles 
que  les  deux  foyers  se  confondent  sur  chaque  droite,  ou  telles  que 
l'un  des  foyers  est  toujours  rejeté  à  l'infini. 

Deuxième  Partie.  —  Elles  est  consacrée  aux  propriétés  géné- 
rales des  congruences  qui  contiennent  une  infinité  de  cylindres, 
comme  les  tangentes  horizontales  à  une  surface  moulure  définie 
à  l'aide  d'un  cvlindre  verlical. 

Troisième  Partie.  —  Elle  comprend  la  démonstration  d'un 
théorème  très  connu  de  Sturm  sur  l'Optique  géométrique,  mais 
démontré  ici,  d'après  Weingarten,  avec  toute  la  généralité  qu'il 
comporte. 

Ce  théorème  était  souvent  énoncé  ainsi  : 

Toutes  les  normales  à  une  surface  dans  le  voisinage  d'un  point  O 
peuvent  élre  considérées  comme  rencontrant  deux  droites  fixes  per- 
pendiculaires l'une  à  l'autre  et  menées  par  les  centres  de  courbure 
des  deux  sections  principales,  dans  les  plans  de  ces  sections  princi- 
pales, perpendiculairement  à  la  normale  au  point  O.    » 

Le  théorème  ainsi  énoncé  est  exact,  mais  trop  particulier;  il 
faut  considérer,  au  lieu  d  une  droite  passant  par  chaque  centre  do 

(')  Voir  Darbocx,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  sur/aces^  l.  III,  p.  358. 
3bo,  870. 
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courbure,  tout  un  faisceau  de  droites,  el  ne  pas  se  limiter  aux  con- 
gruences  de  normales  à  une  surface. 

Un  historique  complet  du  théorème  de  Slurm  termine  l'Ou- 
vrage, avec  des  renvois  aux  Mémoires  originaux  et  aux  travaux 
d'Optique  correspondants. 

Toute  cette  Inaugural-Dissertation  est  très  clairement  exposée 
et  contient  des  résultats  intéressants  que  je  n'ai  pas  pu  tous  citer. 

E.  Lacour. 


JONAS  (Hans  Justus).  —  Ukber  W-Strahlensysteme,  Flachendeforma- 
TiON  UND  audidistanth:  Kurvenscharen.  Inaugural  Dissertation  zitr  Erlan- 
gung  der  Doctonviirde  der  liolien  philosophisclieii  Fakultàt  der  vereinigteii 
Friedriclis-Uiiiversitàt,  Halle- Wittenherg,  Une  brochure  in-8,  vii-jô  pages. 
Halle  a.  S.,   G.  A.  Kaemmerer  und  G",  1908. 

On  connaît  les  beaux  travaux  de  \\  eingarlen  sur  la  déformation 
des  surfaces  de  révolution  et  sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de 
courbure  principaux  sont  liés  par  une  relation.  M.  Darboux  a 
donné  à  ces  surfaces  le  nom  de  Surfaces  W.  Elles  possèdent  la 
propriété  caractéristique  suivante  :  Sur  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure^  les  lignes  asymptoticjues  se 
correspondent.  Depuis,  M.  Bianchi  a  donné  le  nom  de  congru- 
ences  W  aux  congruences  telles  que  les  lignes  asjmplotiques  se 
correspondent  sur  les  deux  surfaces  focales.  Les  normales  à  une 
surface  W  possèdent  cette  propriété  et  réci|)roquement  toute 
congruence  de  normales  qui  est  W  est  formée  par  les  normales  à 
des  surfaces  W.  L'auteur  du  Mémoire  dont  j'ai  à  rendre  compte 
réserve  le  nom  de  congruence  W  à  une  classe  particulière  de  ces 
congruences;  ce  sont  celles  qui  possèdent  cette  propriété  :  // 
existe  une  relation  entre  la  courbure  totale  des  deux  surfaces 
focales  aux  points  correspondants  de  ces  surfaces. 

Quand  on  veut  étudier  les  congruences  W  (sens  de  M.  Bianchi) 
on  peut  employer  deux  méthodes  :  1°  on  part  des  formules  de 
INL  Lelieuvre  pour  les  surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  asyinpto- 
liques  et  ensuite  des  formules  que  j'ai  établies  pour  la  délermi- 
nation  des  congruences  W;  2"  on  prend  comme  point  de  départ  le 
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lliéorème  suivant  dû  à  iM.  Darboux  :  Les  six  coordonnces  d\ine 
congruence  W  sont  soli/fio/is  crunc  luêiue  équation  aux  déri- 
vées partielles  de  La  forme 

A  -— -  -^  2  B  - — -  -hC— --1-2D— --haE  —  4-F6  =  o, 
ou-  au  ov  av'  ou  di' 

A,  B,  C,  D,  E,  F  étant  des  fonctions  de  n  et  v.  Si  l'on  ramène  cette 
équation  à  la  forme  normale  de  Laplace  et  si  l'on  efiectue  sur  les 
coordonnées  pliickériennes  de  la  droite  une  substitution  linéaire 
de  telle  sorte  (jue  la  somme  des  carrés  des  six  nouvelles  coor- 
données soit  nulle,  on  est  ramené  à  la  recherche  des  congmences  I 
dans  l'espace  à  six  dimensions.  C'est  à  ce  second  point  de  vue  que 
se  sont  placés  MM.  Demoulin  et  Tzitzéica.  Au  contraire,  M.  Jonas 
part  de  la  première  méthode,  (|ui  est  plus  pralicjue,  quand  on  veut 
obtenir  des  propriétés  métriques. 

Si  ç,  Tj,  Z  sont  trois  solutions  de  l'équalion  de  Moutard 


et  si  l'on  fait 


dx 
dot. 


avec  les  formules  analogues  pouryet  z,  on  a  (formules  de  Lelieuvre) 
une  surface  rapportée  à  ses  asvmptoliques.  Si  l'on  pose 

la  courbure  totale  de  la  surface  est -•  Soil  1\  une   solution  de 

? 
l'équation  de  Moutard,  on  pose 

^(RQ.)  ^  _  ^,  ^W  ^      d(m,)  ^  j^.^  '^  (  k)  . 

Oi  est  la  transformée  de  G  par  la  méthode  de  M.  Moutard.  Aux 
trois  solutions  ;,  r,,  Z,  correspondent  trois  solutions  ç,,r,,,^,.  Les 
coordonnées  du  seccmd  foyer  de  la  congruence  W  sont,  d'après  les 
formules  qucj'ai  établies, 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES.  119 

et  les  formules  analogues  pour  j/-,  el  5,.  La  courbure  de  la  seconde 

surface  focale  esL  —  — .  où 

?i 

Pi  =  ;i+-^ï  + fi- 
cela posé,  les  congruences  W  étudiées  |)ar  M.  Jonas  satisfont  à 
la  condition 

a  étant  une  constante;  si  a  =  o  la  congruence  est  formée  par  les 
normales  à  une  surface  W. 

Les  congruences  de  ^L  Jonas  possèdent  les  propriétés  suivantes  : 

Le  carré  de  la  dislance  des  points  limites  est  égal  au  carré 
de  la  distance  des  points  focaux  augmenté  de  a- ; 

Il  y  a  une  relation  entre  les  nombres  z  et  Ci  qui  servent  à 
mesurer  la  courbure  totale  des  surfaces  focales. 

Partant  de  cette  propriété,  l'auteur  introduit  la  fonction  d, 

r  d\/ç,pi  —  a^ 
0=1    '-i- j 

J  ?  —  ?i 

et  il  suppose  p  et  c,  exprimés  en  fonction  de  'i>.  Il  ramène  alors  la 
recherche  de  ces  congruences  à  la  lésolution  d'un  système  simul- 
tané de  trois  équations  aux  dérivées  parlielles. 

L'auteur  applique  ensuite  les  résultats  aux  congruences  nor- 
males W.  Il  étudie,  en  particulier,  le  cas  où  il  existe  une  relation 
linéaire  entre  0  et  0,  ;  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  se 
ramènent  à  une  seule.  Ce  cas  comprend  des  problèmes  bien 
connus  :  déformation  de  la  sphère,  du  paraboloïde  de  révolution. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  l'auteur  étudie  les  congruences  W 
(sens  restreint)  qui  ne  sont  pas  des  congruences  de  normales.  Il 
étend  à  ces  congruences  plus  générales  certaines  propriétés  des 
congruences  de  normales;  il  examine  aussi  le  cas  où  il  jaune 
relation  bilinéaire  entre  0  et  0,. 

L'auteur  termine  cet  intéressant  travail  par  une  étude  sur  la 
détermination  des  courbes  équidistantes  sur  les  surfaces  de  révo- 
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liition.  Cela  revient  au  problème  de  TclielijLscheff  qui  ooiisisle  à 
mettre  le  ds-  de  la  surface  sous  la  forme 

ds'  =  c?a-  M-  d'à-  +  2 cos  2 <p  rfa  r/ji. 

C.    GuiCHARD. 


FALCKENBERG  (Hans).  —  Vkrzweigungen  von  Lôsungen  nichtlikearer 
DiFFERENTiALGLEicHUNGEN.  Iiiaugural  Dissertation  zur  Erlangung 
der  Doktorwùrde  dev  hoheri  pliilosophischen  Fakultàt  der  Friedrich- 
Alexanders-Universitât  Erlangen.  Une  brochure  in-8",  34  p.,  Leipzig, 
B.  G.  Teubner,  1912. 

Soit  à  déterminer  une  solution  de  l'équation 

(i)  \u  -I-  sli?/  =  o 

prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour  terme  :  le  problème  se 
ramène  à  l'étude  d'une  équation  fonctionnelle  dont  le  noyau 
G(ç,  ri;  x^y)  est  une  fonction  de  Green.  Si  l'équation 

(2)  u  {x,y)  =  j  J    G{1  r/,  x,y)  »  (^,  T^)dldr\ 

n'a  pas  de  solution,  le  problème  |)roposé  a  une  solution  unique. 
Sinon,  l'on  obtient  plusieurs  branches  de  solutions,  dont  une  seule 
est  réelle,  si,  la  donnée  sur  le  contour  étant  A  (t)  =  ij.// ,  (t),  ul  reste 
suffisamment  petit,  /i)  étant  fixé  d'avance. 

Si  l'équation  (2)  admet  une  seule  solution  <h,  en  posant 

A=y  f  ua,-n)'^(lr,)dUlri, 

on  obtient  ime  équation  de  ramification 

Koi  I^  -}-  K:jo  X3  -i-  K21  X-  [JL  +•...=  o  , 

qui    donne    pour   A    trois    développements  suivant  les  puissances 

de  ix' .  Si  l'on  veut  avoir  des  séries  entières  en  [ji,  il  faut  et  il  suffit  (pie 
Kqi  =0.  Dans  ce  cas  seulement,  la  solution  u  sera  elle-même  une 
série  entière  en  |a,  et  il  n'y  aura  (|u"une  solution  réelle.  Si  l'équa- 
tion (2)  admet  11  solutions,  on  aura  de  même  3"  solutions  de  (1), 
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dont  une   seule  réelle.   La    condition  Kqj  =  o   prend   une  forme 
simple  dans  le  cas  où  le  contour  est  un  cercle. 

La  méthode  s'étend  à  l'équation  Au  4-  o  («)  ^  o  si  o  et  cp"  sont 
nuls  pour  u  =  o  (cp'  et  »'"  étant  ^  o).  M.  Gevrey. 


GOHIN  (Emile).  —  Physikalisches  ûber  Raum  und  Zeit.  Nach  einem  un 
naturwisseiischaftlich-medizinisclien  V^ereiii  zu  Slrassburg  am  2  Februar 
1910  gehallenen  Vortrag.  Un  fascicule  in-8  Jésus,  24  pages.  Leipzig  und 
Berlin,  B.  G.  Teubner,  191 1. 

Celle  Plaquetle  donl  le  titre  est  Considérations  physiques  sur 
V espace  et  le  temps,  et  qui  est  extraite  de  Hinimel  und  Erde,  est 
un  bon  exposé,  rapide,  des  modifications  que  les  observations 
électro-optiques  à  la  surface  de  la  terre  ont  conduit  à  apporter  aux 
notions  de  temps  et  de  longueur,  d'après  le  principe  de  relativité 
et  les  travaux  de   Lorentz  et  d'Einstein. 

Ces  notions  sont  ingénieusement  matérialisées  dans  un  appareil 
très  simple  destiné  à  illustrer  les  explications  et  à  en  fixer  la  signi- 
fication par  les  yeux  (p.  11  à  i5). 

M.  Brillouin. 


MÉLANGES. 


SUR  UNE  CONSTRUCTION  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE; 
Pau  m.  Henri  VERONE. 


Lorsqu'un  irièdre  mobile  est  animé  d'un  mouvement  à  deux 
paramètres^  tout  point  invariablement  lié  à  ce  trièdre  est  assu- 
jetti à  décrire  une  surface.  Considérons  une  position  particulière 
du    système    mobile    :    parmi    tous    les    mouvements    possibles  à 
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partir  de  cette  position,  on  sait  qu'il  v  en  a  deux  qui  se  réduisent 
à  de  simples  rotations  :  soient  A,  el  A^  les  axes  de  ces  deux  rota- 
lions.  La  normale  D  à  la  surface  Irajectoire  d'an  point  M 
quelconque  du  système  mobile  doit  rencontrer  ces  deux  axes  : 
car  cette  normale,  étant  perpendiculaire  à  tous  les  déplacements 
du  point  M,  Test,  en  particulier,  à  ceux  que  prend  ce  point  dans  les 
rotations,  et,  par  conséquent,  elle  rencontre  nécessairement  les 
axes  de  ces  rotations. 

Ce  théorème,  donné  indépendamment  par  Sclioneniann  et 
A.  Mannheim  ('),  peut  être  regardé  comme  généralisant  une 
importante  propriété  du  centre  instantané  de  rotation  dans  le  cas 
des  mouvements  plans. 

Si  l'on  connaît  quatre  normales  D,,  Do,  D3,  D^,  aux  surfaces 
trajectoires  de  quatre  points  particuliers  M,,  Mo,  M3,  M,,  du 
système  mobile  considéré  dans  sa  position  actuelle,  on  pourra 
construire  les  deux  droites  A,,  Ao,  qui  s'appuient  sur  ces  quatre 
droites  D,.  Do,  D3,  D4  :  ce  seiont  les  axes  des  deux  rotations. 
Ensuite  la  normale  D  à  la  surface  trajectoire  d'un  point  quel- 
conque M  s'obtiendra  immédiatement  au  moyen  de  la  règle  seule, 
puisqu'il  suffira,  du  point  M,  de  mener  la  droite  qui  rencontre  A, 
et  Ao. 

On  peut,  avec  M.  Darboux,  faire  à  cette  élégante  construction 
les  deux  criti(|ues  suivantes  : 

1"  Les  deux  droites  A|,  A2  peuvent  être  imaginaires; 

2"  Pouroblenir  ces  deux  droites  lorsque  les  quatre  normales  D,, 
D2,  D3,  !).,  sont  données,  il  faut  se  servir  du  compas,  puisque  le 
problème  reviet)t  à  chercher  les  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  D,,  par  exemple,  avec  l'hjperboloïde  (Do,  D3,  D,)  admet- 
tant pour  génératrices  rectilignes  les  droites  D2,  D3,  D.j,  ce  qui 
est  un  problème  du  second  degré. 

Or,  il  est  clair  (|ue  la  normale  U  en  un  |>()inl  (juelconcpic  M  est 
unique  et  qu'on  doit  pouvoir  la  tracer  au  moyen  de  la  règle  seide  : 
c'est,  en  ellet,  ce  (jue  nous  allons  voir. 

Tout  d'abord,  si  le  point  M  se  trouvait  situé  sur  I  h\  perholoïde 
(iJ^'  1-^3,  Di),  on  aurait  immédiatement  la  norni;ile  D  à  sa  surface 

(')   Voir  (}.  iJAiiiJoi.'x.  fierons  sur  ht  Théorie  générale  des  surfaces,  l.  I,  p.  68. 
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IrajecLoire,  puisque  (sans  connaître  A,  et  A2)  il  suffirait  de  tracer, 
du  point  i\l,  la  droite  s'appuyant  sur  deux  génératrices  quel- 
conques (de  même  système  que  A,  d  Ao)  de  cet  liyperboloïde. 
Il  en  serait  de  même  si  le  point  M  était  sur  Tun  ties  six  liyperbo- 
loïdes  (D,-,  Dk.  D/)  {L  A,  /=  i,  2,  3,  4). 

Soit  maintenant  M  un  point  (|uelconque  du  système  mobile. 
Traçons  la  droite  0  qui,  issue  de  M,  s'appuie  sur  D3  et  D.,,  et 
appelons  M'  le  point  d'intersection  de  0  et  D3.  Celle  droite  0 
coupe  rhyperboloïde  (D,,  Do,  D3)  d'abord  au  point  M',  puis  en  un 
second  point  M'  facile  à  déterminer,  puisqu'il  «e  trouve  sur  la 
droite  [Ji-)  p-2  qui  joint  les  points  d'intersection  u.,  ri  u^  de  D,  et  Do 
avec  le  plan  (D3,  0). 

Le  point  M"  se  trouve  sur  lliyperboloïde  (D,,  Do,  D3);  on  sait 
donc  mener  la  normale  D"  à  la  surface  trajectoire  de  ce  point.  Le 
point  M  se  trouve  maintenant  sur  Thypei  boloïde  (D",  D3,  D4); 
par  suite,  on  sait  mener  la  normale  D  à  sa  surface  tiajecloire. 

On  a  ainsi  réussi  à  tracer  la  droite  D  qui,  issue  t\u  point  M, 
s'appuie  sur  les  deux  droites  A,,  Ao  coupant  D,,  Do,  D3,  D^.  Les 
constructions  n'utilisent  que  la  règle  seule,  et,  comme  on  ne  trace 
pas  les  droites  A,,  Ao  elles-mêmes,  elles  réussissent  même  si  ces 
deux  droites  sont  imaginaires. 


MATHEMATISCHE  JUBILAEN  DES  JAHRES  .913; 
Par  m.  Félix  MLLLER  ('). 


1013.  Hermanus  Goxtractus. 

1313.  Âlexander  von  Spixa  f. 

146i^.  Johannes  Angei.us. 

1313.       8.    Febr.     Daniello  Barbvro. 

Pelerbach,  Iiistilutioiies  in  arilluneticom. 

Jod.  Glichtovels,  De  mystica  numeroriini  signijica- 
tione. 


(')   M.  Félix  Mùller  vient  de  nous  envoyer  ce  travail  hislorique  qui,  nous  l'es- 
pérons, est  de  nature  à  intéresser  nos  lecteurs. 
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1513.  Gir.  Savonarola,  Contra  astrologiani  dUinatricern. 

Petrus  GiuuELUS,  Arithinetica practica. 

Joh.  Stoffler^  Elucidatio  astrolabii. 

Alb.  Magnl'S,  Siimma  philosopliiœ  naturalis. 
1563.  Joh.  Hartmann  Beyer. 

Leonhard  Zubleb. 

Henricus  Glareanus  (Loritus)  f. 

Reiner  Gemma-Frisius,  Arichmetica  practica. 

Barthol.  Mercatôr,  Isagoge  in  cosniographiani. 
1613.       2.    iMârz.     Rudolf  Snellius  f. 

l6.    Juni.       Jacob  CHR[STMANNf. 

•2.   Juli.       Bartolomseus  PiTiscus  f. 
12.    Sept.     Burckhaidt  Leemamx  f. 

Jean-François  Niceron. 

Simon  Jacob,  Rechnung  auf  der  Linie. 

Georg.  JoACH.  Rheticus,  Thésaurus  matheniaticus . 

Joh.  Faulhaber,  Kunstrechnung. 

Franc.  Aquilonii  Opticoruni,  libri  VI. 
1663.        2.   Jan.        Ghristoph  Hei.xrich. 

Pierre  Crousaz. 

Louis  Carré. 

Guillaume  Amontons. 

Francesco  Maria  Ghimaldi  f. 

Gasp.  ScHOTT,  Arithnietica  practica. 

EucLiD,  XV  Bœcken,  door  Fr.  van  Schotex. 

F.  Niceron,  la  Perspective  curieuse. 
1713.        ").   Jan.        Don  Juan  Jorge  y  SantAcilia. 

Jean-Mathurin  Mazeas. 

Alexis-Claude  Clairaut. 

Nicolas-Louis  de  Lacaille. 

Flor  Dalham  (a  St.)  Theresia. 

Johann  Kies. 

Denis  Diderot. 

Martin  Knutzen. 

Georg  Kraz. 

Chr.  VON  WoLFF,  Elenienta  matheseos  unwersœ . 

Jacob  Bernoulli,  Ars  conjectandi. 

M.Christian  Pescheck.   J'or/ioJ/'  der  BechenAunst. 

Is.  Newton,  Philosopliiœ  naturalis  principia  mathe- 
niatica. 
1763.       8.   Jan.       Gerh.  Ulr.  Anton  Vieth. 

Joh.  WihI.  VON  Camerer. 

Chrstn.  Friedr.  Gol[)BAch. 

Georg  Andréas  Fischer. 

JcjIi.  Sigism.  Gottfr.  HiTH. 

Mo  rit/,  Filmann. 
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1763.     20.   Mai.       Maurice  Henry. 

Robert  Svmmer. 

Joh.  Golll.  Friedr.  Schrader. 

Jos.  Balth.  Berard. 

Joseph  VON  Baader. 

Erl).  Adolph  Maithiessen. 

Joh.  Georg  Tralles. 

Jean-André  Delic  f. 

Thomas  Baves  f. 

John  Brinkley. 

Hans  Cliristian  Lindkrun. 

John.    Bernh.    Basedow,    Méthode    der    ange»andten 
Matheinatik. 

I.  Mauduit,  Sur  la  ciibature  des  corps  gauches. 

G.  Yo'sik^K,AiiaIyseos  sublitnioris   Opuscula. 
1813.      11.   Jan.       Jos.  Ant.  Zallinger  zuM  Thirn  7. 
i5.        »         Ant.-Jos.-Fi  anç.-Yvon  ViLLARCEAi. 
19.        »  Friedr.  Joh.  Krnst.  ScuLLZ  7, 

James  Dana. 

Friedrich  Schodler. 

Jos. -Louis  Laoranxe  7. 

Giul.  Gius.  Mozzi  del  GARBO-y- 

Felici  Chio. 

Jeremias  Woldeke  7. 

Girolamo  Saladini-j-. 

Friedr.  Lud\vig  Stegjiann. 

George  Shaw-J-. 

Gregoria  Aracri-j-. 

Friedrich  Valentiner  \. 

Domenico  Tirazza. 

William  Walton. 

Ghrstn.  Heinr.  Friedr.  Peters. 

Emil.  Stohrer  sen. 

Joseph  Garmer. 

Michèle  Araldi  7. 

Joh.  Karl.  Phil.  GRIMM7. 
11.   Dez.       (a.  St.)  Simon  Gurieff  7. 

Ch.  DuPiN,  Développements  de  Géométrie. 

Rl'ffim,    Riflessioni    intorno    alla    soluzione    délie 
equazioni  algebraiche  gênerait. 

J.-B.  BioT,  Essai  de  Géométrie  analyticpie. 

Hachette,  Traité  des  surfaces  du  second  degré. 

J.-L.    Lagrange,   Théorie  des  fonctions  analytiques^ 
2«  éd. 
1833.      12.   Jan.        Eugen  Duhring. 

28.  Juli.       Julien  Haton  de  la  Goupili.ière. 
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Emil.  Gruhl. 

Charles  Green  Rookwood. 

Herniann  Amaïuius  Schwarz. 

Friedrich  Geiser. 

Félix  Miller. 

Georg.  Kewitsch. 

Robert  Helmert. 

John  Trowbridge. 

Enrico  d'Ovidio. 

Theodor  Albrecht. 

Moritz  Pasch. 

Nicola  Salvatore-Di\o. 

Gregorio  Ricci  Curgastro. 

Fabian  Franklin. 

Karl  Wauz. 

W.  L.  Nekrassow. 

Alexander  Ziwet. 

J.   DOLBNIA. 

Wilhelm  Maver. 
Salvatore  Pincherle. 
.Max  Koppe. 
Arthur  Scho.nflies. 
Arthur  Baker. 
Rosario  Alagna. 
Hendrik  Anton  Lorentz. 
Alexander  Wassiljew. 
(a.  St.)  Wilhelm  Ostwai.d. 
Louis  Sauvage. 
7.    Okl.       Lucien  LÉvv. 

10.  »  Franz  Hocevar. 

26.  »  Maximilian  Haberland. 

19.  Nov.  Charles  Riqlier. 

24 .  »  \'irgino  Retali. 

9.5.  »  Georg  Bruce  Hai.sted. 

G.  Dez.  Aurclio  Ligli. 

11.  »  Bruno  Peter. 
va.  »  Paul  RiciiTER. 

1863.       4.   Jan.  Ernesto  Brkgija. 

'2.   Febi'.  (Ihrislian  Cari  iîiiiiLE. 

G.        »  Robert  IIaussner. 

17.    Miirz.  Mellen  IIaskei.l. 

17.        )'  I-'riedrich  DiESïEi.L. 

G.     \\>n\.  Franz  London. 

<).        »  Emil  Wai.scii. 

iG.        »  ilarry  Wallhcr   Tm.ich. 

17.        »  Aufiuslus  iùlward  llinigii  LovK. 
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1863.      M).   April.     George  Egberl  Fisher. 

Giovanni  Vailati. 

Liiigi  Berzolari. 

Eduard  van  Yleck. 

Max  WoLF. 

Heibeil  William  Richaiond. 

George  .\bram  ISIiller. 

Elia  OvAzzA. 

Alexis  Krii.off. 

Corrado  Segre. 

Ruz  M.  Walker 

James  Harris  Scarborolgii. 

Josef  Adamczik. 

William  iMetzler. 

Giovanni  Batlista  Zecca. 

Edward  Phragmen. 

Dana  Barflett. 

Stanislass  Zaremba. 

William  YoiXG. 

Ernsl  Weixiioli). 

Ernst  KuLLRicH. 

Arthur  Gordon  Webster, 

Eugen  Jahnke. 

Paul  Painlevé. 

Domenico  MoNTESAXo. 

Wladimir  Stekloff. 

M.  Gantor,  Math.  Beitràge  ziiiu  Kiilturleben  der 
Wôlker. 

F.  Brioschi,  La  teorica  dei  covarianti  e  délie  inva- 
riant i. 

Ch.  Heumite.  Théorie  des  fonctiotis  elliptiques. 

F.  E.  Prvm,  Neue  Théorie  der  iiltraelliptischen 
Funktionen. 

DiRicni-ET  (le  Jeune),  Vorlesungen  ïiber  Zahlen 
théorie. 

H.  vo\  Helmuoltz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfin- 
diuigen. 

C.  F.  Gauss,  Werke,  I,  Gottingen. 

J.  (i.  Poggenuorff,  HandivÔrterbncIi  der  exakten 
^^  issenschaften. 
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BoLTZMANN  (Ludw.).  —  Vorlesuiigen  iiber  Gastheorie.  2  Tl.  :  Théorie 
van  der  Waais';  Gase  m.  zusaiumengeselzlen  Molekiilen;  Gasdissociation  ; 
Schlussbemerkungen.  a*  tirage.  Gr.  in-8,  x-265  p.  Leipzig,  J.  A.  Barlh. 
7  ni.  ;  relié,  8  m. 

Antoine.  —  Barème  pour  l'établissement  des  comptes  courants  de 
banque  et  les  calculs  d'escompte  en  général.  4*  édition  soigneusement 
revue  et  corrigée.  4o""-'27'"".  206  p.  Bruxelles,  Vroment  et  G".  25  fr. 

Grefcckcr  (Alb.-J.-M.  ).  —  Cours  d'Analyse  infinitésimale.,  r"' Partie  : 
Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral.  2'  édit.  rev.  et  augni.  In-8,  avec 
fig.  Paris,  Ch.  Béranger.  8  fr. 

Mautus  (H.  C.  E.).  —  Aslrononiisclie  Erdkunde.  Ein  Lehrburh 
angewandter  Mathcmatik.  Grosse  Ansg.  4.  Aiifl.  m.  vielen  Zusal/.en, 
bearb.  nach  dein  Stande  der  Wissenschaft  im  J.  igii.  In-8,  xx-5oi  p. 
avec  100  fig.  et  2  planches.  Dresden,  C.  A.  Koch.  12  m.  5o. 

MuLLER  (Emil).  —  Lelirbuch  der  darstellenden  Géométrie  f.  technische 
Ilochschulen.  II.  Bd.  1.  Hefl.  Gr.  in-8,  vu- 129  p.  avec  1 40  fig.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner.  4  m-  4o- 

Weber  (  Heinr.  ).  —  Lelirbuch  der  Al gebra.  I.  Bd.  '±.  Aufl.  Neuer  Abdr. 
Gr.  in-8,  \v-703  p.  Braunschweig,  F.  Vieweg  u.  Sohn.  10  m.;  relié,  iini.('M). 

Wendling  (Eug.). —  Der  Fundamentalsatz  der  Axonometrie,  Gr.  in-8. 
96  p.  avec  36  fig.  Zurich,  F.  Speidel.   1   m.  Go. 

Bolasse  (H.).  —  Cours  de  Mécanique  physique.,  2"  édil.  rev.  T.  I  : 
Cours  de  Physique.  In-8,  684  p-,  3o7  fig.  Paris,  Gh.  Delagrave.  20  fr. 

BouASSK  (II.)  et  TuRRiÈUE  (E.  ).  — Exercices  et  Compléments  de  mathé- 
matiques générales.  In-8,  520  p.  Paris,  Cii.  Delagrave.  18  fr. 

Grassmanx  (Ilerm.).  —  Projektive  Géométrie  der  Ebene,  unter 
Beniltzung  der  Punhtrcchnung  dargestellt.  II.  Bd.  :  Ternares.  In-8, 
xii-410  p.  avec  167  fig.  Leipzig,  B.  G.  Tcubnei-.  18  m.;  relié,  19  m. 

IIadicke  (Gust.).  —  Einfiihrung  in  die  neuere  Géométrie.  Ein 
Vorschlag  zur  Reform  des  elementar-geometr.  fJnterriclits.  I.  Tl.; 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  129 


COMPTES    KENDUS    ET    ANALYSES 


\  (3LTERRA  (Vito).  —  Leçons  sur  Vintégration  des  équations  différen- 
tielles aux  dérivées  partielles^  professées  en  1906  à  Stockholm  surlin- 
vilation  de  S.  M.  le  Roi  de  Suède,  i  vol.  in-4",  nouveau  tirage, 
3 -r- IV -h  83  pages.  Paris,  A.  Hermann  et  fils,  1912. 

Les  recherches  que  M.  \  oherra  poursuit  depuis  phis  de  vingt 
ans  sur  des  f|ueslions  se  rattachant  à  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  ont  introduit  dans  la  Science  un  grand  nombre 
de  notions  nouveUes,  et  créé  ainsi  entièrement  de  nouveaux  cha- 
pitres d'Analyse  dans  lesquels  les  résultats  obtenus  forment  déjà  un 
ensemble  considérable.  D.ins  une  série  de  Leçons^  professées  à 
Stockholm  en  1906,  le  savant  professeur  a  exposé  queh|ues-nnes 
de  ces  recherches.  Il  a  dû,  pour  le  faire  en  onze  leçons,  se  limiter, 
pour  certaines  questions  qui  l'auraient  conduit  à  de  troj)  longs 
développements,  à  l'exposition  des  idées  fondamentales  et  des 
résultais.  Aussi  ne  |)eut-on  lire  ces  Leçons  sans  avoir  le  désir  de  se 
reporter  aux  Mémoires  j)lus  déve!o|)pés  dans  lesquels  l'Auteur  a 
traité  ces  qu(i.itions.  Celle  lecture  suffit  toutefois  pour  donner  une 
idée  de  l'importance  des  travaux  de  iM.  \olterra  et  une  connais- 
sance précise  de  quelques-uns  d'entre  eux. 

La  première  question  traitée  est  relative  aux  équations  de  l'élas- 
ticité. C'est  à  propos  de  ces  équations  que  la  notion  de  poljdromie 
des  solutions,  qui  joue  un  lôle  important  dans  la  suite,  intervient 
pour  la  [)remière  fois.  Cette  notion  est  présentée  d'abord  d'une 
manière  très  nette  sur  un  exemple.  D'un  anneau  retranchons  une 
tranche  très  mince  limitée  par  deux  plans  méridiens  ;  soudons 
entre  eux  les  deux  bords  de  la  coupure  après  les  avoir  amenés  au 
contact.  Toute  trace  de  la  coupure  di5j)arait,  c'est-à-dire  que  la 
déforfnation  du  corps  ne  présente  à  remplacement  de  la  coupure 
aucune  discontinuité,  et  le  corps  obtenu,  bien  qu'il  ne  soit  soumis 
à  aucune  force  extérieure,   n'est   pas  à  létat  naturel,   c  esl-à-dire 
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qu'il  existe  des  tensions  intérieures.  Si  Ton  considère  une  partie  de 
ce  corps  remplissant  un  volume  à  connexion  simple,  il  existe  des 
déplacements  permettant  de  l'amènera  un  élat  naturel  où  il  n'y  ait 
pas  de  tensions,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général  jiour  une  partie  finie, 
même  très  petite,  d'un  corps  élasti(|ue.  Si  l'on  considère  Tanneau 
dans  son  ensemble,  les  composantes  de  ces  déplacements  sont  des 
fonctions  poljdromes.  Une  pareille  circonstance  ne  pourrait  passe 
présenter  dans  le  cas  d'un  corps  à  connexion  simple. 

Un  corps  à  connexion  multiple  peut  être  ramené  par  des  cou- 
pures à  avoir  une  connexion  simple.  Aous  supposerons  (jue  les 
fonctions  qui  définissent  la  déformation  du  corps  soient  continues, 
de  sorte  qu'en  particulier  elles  ne  présentent  aucune  discontinuité 
quand  on  traverse  la  coupure.  Si  le  corps  ainsi  rendu  simplement 
connexe  peut  être  amené  à  l'état  naturel  par  une  déformation  con- 
venable, les  deux  bords  d'une  même  cutqiure  ne  coïncideront  plus 
après  la  déformation,  mais  pourront  être  ramenés  l'un  sur  l'autre 
par  un  déplacement  sans  déformation,  el  les  six  paramètres  dont 
dépend  ce  déplacement  peuvent  êtie  choisis  d'une  manière  arbi- 
traire. M.  V^olterra  montre  dans  ses  leçons  que  bi  défoimation  du 
corps  est  parfaitement  déteiminée  si  l'on  connaît  pour  chaque 
coupure  les  valeurs  de  ces  paramètres.  Il  étudie  complètement 
celle  déformation  dans  le  cas  de  l'anneau  à  section  reclangulaire, 
cas  dans  lequel  il  a  pu  vérifier  expérimentalement  les  réstdtals 
obtenus.  D'aulre  part,  sans  intégrer  les  équations  dont  dépend 
l'étude  de  la  déformation,  il  établit  des  résultats  d'un  très  grand 
intérêt  sur  l'énergie  du  corps  déformé,  qu'il  calcule  en  fonction 
des  paramètres  définissant  la  déformation,  et  obtieni  une  remar- 
quable loi  de  réci|)rocité  complétant  le  théorème  de  Betti  clans  le 
cas  d'un  corps  à  connexion  mulliple. 

11  étudie  ensuite,  à  un  point  de  vue  IduI  diirerenl,  l'équation  de 
Laplace.  On  sait  rinq)orlance  en  Analyse  de  théoiies  intimement 
liées  à  cette  équation,  dans  le  cas  de  deux  variables,  en  particu- 
lier de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  (/exten- 
sion fie  ces  théories  au  cas  d  un  |>liis  ^laïul  nombre  de  variables 
parait  d'abord  iin|)Ossible.  M.  V  olleira  a  obtenu  celte  extension 
d'une  manière  n'inarcpiable  grâce  à  l'introduction  d'un  concept 
noiiNcaii,  celui  de  lonelion  de  lignes. 

Ce  concept  s  introduit  natureliemenl,  comme  le  .>a\  anl  géomèlre 
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le  remarque  dans  ses  Leçons,  par  lélude  de  rinlé:iralinii.  Considé- 
rons d  abord  une  intégrale  prise  le  long  d'une  ligne.  Si  la  ligne  esL 
fermée  et  si  certaines  conditions  bien  connues  sont  remplies,  cette 
intégrale  est  nulle.  Si.  au  conliiuie.  la  ligne  est  ouverte,  et  si  les 
mêmes  conditions  sont  remplies,  l'intégrale  est  une  fonction  des 
extrémités  de  cette  ligne.  La  fonction  ainsi  oblenne  est  lf)ujours 
uniforme  si  elle  est  définie  dans  un  domaine  à  connexion  sim|ile, 
et  ne  l  est  généralemeni  jias  si  elle  est  définie  dans  un  domaine  à 
connexion  miillij)le. 

Considérons  maintenant  une  intégrale  de  surface.  Sous  certaines 
conditions  bien  connues,  si  la  surface  est  fermée,  cetie  intégrale 
est  nulle.  Si  la  siiiface  est  ouverte  et  si  les  mêmes  conditions  sont 
remplies,  la  valeur  de  I  int<''grale  considérée  déjtcnd  de  la  ligne  qui 
limite  la  surface,  sans  dé|)enilre  autrement  de  la  forme  de  cette 
surface.  Cette  circonstance  est  bien  mise  en  évidence  par  la  formule 
de  Stokes.  qui  exprime  cette  iniégrale  par  une  intégrale  de  ligne. 
Ainsi  une  opération  d'intégr.ition,  identique  à  celle  qui  dans  le  cas 
d'une  ligue  conduisait  à  oliteinr  une  fonction  de  points,  conduit 
dans  le  cas  d'une  surface  à  obtenir  une  fonction  de  lignes.  La  fonc- 
tion obtenue,  pour  certains  domaines,  dits  à  connexion  superficielle 
simple,  est  néces'^airement  uniforme,  taudis  que  pour  les  autres 
domaines  elle  peut  ne  pas  l'èire. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  certaines  fonctions 
de  ligues  s'introduisent  nécessaiiement,  quand  on  veut  étendre  au 
cas  de  trois  variables  certaines  ibéorics  relatives  aux  fonctions  de 
points  dans  le  cas  de  deux  variables.  On  conçoit  dès  lors  que  l'ex- 
tension de  la  théorie;  des  fonctions  harmoniques  conjugui'es  et  de 
la  théorie  des  fonctions  d  une  variable  complexe  n'ait  pas  été  pos- 
sible quand  ou  ne  considérait  que  des  fonctions  de  points,  et  que 
M.  Volterra  ait  pu  l'obtenir  de  la  manière  la  plus  élégante  en  intro- 
duisant des  fonctions  de  lignes. 

Par  Uii  exemple  fort  intéressinl,  il  inuiiire  que  cette  extension 
est  liée  à  des  cpieslionsde  Phvsiqne.  Considérons  un  champ  magné- 
tique. Son  potentiel  par  rapport  à  un  pôle  magnétique  égal  à  limité 
est  une  fonction  de  points.  Son  potentiel  |)ar  rapport  à  un  circuit 
fermé  parcouru  par  un  courant  électrique  égal  à  I  unité  est  une 
fonction  de  lignes.  Cette  fonction  de  points  et  cette  fonction  de 
lignes  sont  conjuguées,  c  est-à-diie  iju  il  existe  entre  leurs  déri\ées 
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des  relalions  analogues  à  celles  qui  existent  entre  les  dérivées  de 
deux  fonctions  harmoniques  conjuguées. 

La  notion  de  fonction  de  lignes  conduit,  si  l'on  passe  du  point 
de  vue  géométri(|ue  au  point  de  vue  analytique,  à  celle  de  fonction 
dépendant  d'une  autre  fonction.  A  cette  notion  se  rattachent  d'im- 
portants travaux  de  M.  Vollerra  sur  l'inversion  des  intégrales  défi- 
nies. Ces  travaux,  qu'il  résume  brièvement  dans  ses  Leçons  de 
Stockholm,  ont  été  le  point  de  départ  d'une  série  de  recherches 
ultérieures  sur  les  équations  intégro-différentielles,  recheixhes 
qu'il  a  exposées  dans  une  série  de  leçons  faites  à  la  Sorbonne  en 
1912,  et  qui  doivent  faire  l'objet  de  deux  autres  volumes.  Il  n'est 
donc  pas  utile  d'insister  ici  sur  les  queUpies  pages  que  M.  Vol- 
lerra, dans  ses  Leçons  de  1906,  consacre  à  ces  questions. 

Tout  ce  qui  précède  se  rattache  aux  équations  du  type  elliptique. 
Deux  leçons  sont  ensuite  consacrées  à  l'élude  du  type  hyperbo- 
lique. Celte  élude  commence  par  un  parallèle  entre  la  formule  de 
Green  poui'  le  cas  elliptique  et  les  formules  analogues  relatives  au 
cas  hyperbolique.  Ce  parallèle  met  bien  en  évidence  les  diflerences 
essentielles  entre  les  deux  cas,  cl  l'on  voit  apparaître  le  rôle  que 
jouent  les  cônes  caractéristiques  lorsqu'ils  sont  réels.  L'importance 
de  ce  rôle  esl  mieux  mise  en  évidence  encore  dans  la  suite. 
M.  Vollerra  montre  que,  pour  déterminer  une  solution  d'une  équa- 
tion ]iv|)erl)oli(pie  dans  un  certain  domaine,  on  peut  se  donner 
arbitrairement,  sur  v\\\ç.  partie  de  la  surlace  qui  le  limite,  lesvaleurs 
de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée  normale,  tandis  que,  sur  le  reste 
de  cttte  surface,  ces  deux  données  ne  sont  pas  indépendantes.  F^es 
deux  parties  de  la  surface  qu'il  faut  considérer  comprennent,  l'une 
les  points  où  l'intersection  du  |)lan  langent  et  du  cône  caractéris- 
tlf|ue  est  réelle,  l'autre  les  points  où  cette  intersection  est  imagi- 
naire. J^es  résultats  obtenus  sont  fondamcnlaux  dans  la  théorie  des 
écpialions  hy|)eibolic|ues,  bien  connue  en  France  grâce  à  l'ensei- 
gnement de  M.  Hadamard. 

Lorsque  les  valeurs  de  la  solution  cherchée  et  de  sa  dérivée  nor- 
male, sur  une  pcuiion  de  la  surface  considérée,  ne  sont  pas  indé- 
penflantcs,  il  lauléliminer  une  de  ces  deux  données  de  la  formule  qui 
déhnil  la  fonction  chercdiée  à  rinlérieur  de  celte  surface,  M.  Vol- 
lerra étend  au  cas  hy|)erboli(|U('  la  méthode  des  images,  découverte 
par  Loid  Kel\in  [)0ur  l'intégration  de  l'équation  de  Laplace,  elcpii 
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donne  l'intégrale  sous  forme  de  séries.  Il  montre  que  dans  certains 
cas,  bien  (|ue  le  nombre  des  images  soit  infini,  il  suffit  d'en  consi- 
dérer un  nombre  fini,  de  sorte  que  la  solulion  est  donnée,  non  par 
une  série  infinie,  mais  par  un  nombre  fini  de  termes. 

Les  dernières  leçons  sont  consacrées  aux  équations  du  Ijpe  para- 
bolique, dont  l'étude  n'était  pas  aussi  avancée  en  igo6  que  celle 
des  autres  tjpes.  Il  pouvait  sembler  que  la  méthode  des  caractéris- 
tiques, si  féconde  dans  le  cas  hyperbolique,  ne  pouvait  embrasser 
tous  les  résultais  connus  dans  le  cas  parabolique.  M.  Volterra 
montre  que  la  difficulté  tient  à  la  poljdromie  des  solutions  fonda- 
mentales, et  qu'elle  peut  être  résolue  si  l'on  sort  du  domaine  réel 
pour  introduire  des  variables  complexes.  Il  oblient  ainsi  une  for- 
mule aussi  générale  que  celle  que  l'on  connaissait  pour  le  cas 
hyperbolique.  Les  deux  leçons  qu'il  a  consacrées  à  ce  sujel  jettent 
un  jour  tout  nouveau  sur  la  théorie  des  équations  du  tvpe  parabo- 
lique. Elles  ont  été  l'origine  d'une  série  de  recherches  sur  ces  équa- 
tions, et  aux  résultats  fundauienlaux  exposés  dans  ces  leçons  sont 
venus  depuis  s'ajouter  d'aulres  résultais  d'un  1res  grand  intérêt. 

On  voit,  par  cette  étude  nécessairement  1res  sommaire,  l'impor- 
tance des  questions  traitées  par  M.  Volterra.  Il  a  obtenu,  sur  les 
équations  aux  dérivées  partielles,  des  résultats  très  généraux  et 
mettant  bien  en  évidence  les  propriétés  profondes  qui  caractérisent 
les  cas  elliptique,  parabolique  et  hvperbolique.  Les  notions  qu'il  a 
introduites  ont  ouvert  à  la  Science  un  domaine  nouveau,  et  encore 
vaste  actuellement,  malgré  le  nombre  des  résultais  déjà  obtenus. 
Elles  semblent  devoir  nécessairement  jouer  un  rôle  fondamental 
dans  toute  recherche  ultérieure  relati\e  à  celle  partie  de  l'Analyse. 
Quiconque  sait  l'intérêt  que  présente  pour  les  physiciens  l'étude 
des  équations  aux  dérivées  partielles  peut  dès  lors  apprécier  l'im- 
portance des  résultats  exposés  dans  les  Leçons  de  M.  Volterra, 
non  seulement  pour  la  théorie  pure,  mais  aussi  pour  les  applica- 
tions. 

Paul  Lévy. 
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BONOLA  (RoBERTo).  —  Non-Elclidean  Geometry.  A  critical  and  histo- 
rical  Siudy  of  i(s  Development  s.  Aulhorised  english  Translation 
witli  additional  Ap|)endices  by  H.  S.  Garslaw,  wilh  an  Introduction  by 
Fi,DKRiGO  Enriqles.  i  vol.  in-8°,  xii-i68  pages.  Cliicago,  tlie  open  Couit 
pubbshing  Company,   1911. 

LIEBMANN  (Heinricii). —  Nichteukudische  Geo.mktuie.  Zweite,  neubar- 
beitete  Auflage.  {Samnilung Schubert.  XLIX).  1  vol.  in -8°,  vi-29.9.  pages, 
Berlin  und  i^eipzig,  G.  J.  Goschen,  191:).. 

VOGT  (  WoLF(îAXG).  —  Syxtuetische  Theohie  i>er  Gliffordscuex  Paral- 
i.ei.ex  lnd  okr  Linearex  Linienorter  des  elliptischen  Ralmes. 
Une  brochure  in-8°,  viii-58  pages.  Leipzig  und   Berlin,    B.  G.    Teubner. 

"909- 
FI.NZEL  (Axton).  —  Die  Lehre  vox  Flachexixiiaut    ix  oer   ai.u;i:meixkx 
Géométrie,  i  vol.  in-S»,  iv-38  pages.  Leipzig  und  Berlin,   B.  G.  Teubner, 
1912. 

W  y  a  |)en  de  lemps  encore,  il  existait  un  propos  qui  élail  assez 
répandu  dans  les  classes  de  Spéciales,  el  dont  la  palernilé  était, 
à  lort  ou  à  raison,  altrihuée  à  un  ancien  professeur  de  lEcole 
Poljteclini(pie  :  a  On  a  fait  une  étude  approfondie  de  ces  surfaces, 
après  quoi  on  s'est  aperçu  qu'elles  n'existaient  pas.  »  On  est 
presque  tenté  de  résumer  par  une  phrase  analogue,  d'allure,  bien 
entendu,  moins  paradoxale,  riiistoire  du  postulat  d'Iiuclide  el  des 
gcométries  non  euclidiennes. 

On  sait  (|ue  la  démonstration  du  cin([uième  postulat  d'Euclide 
si  la  somme  des  angles  (AB,  Aa?),  (BA,  ^y)  est  inférieure  à 
deux  droits  et  si  les  demi-droites  A.X  et  )ày  sont  d'un  même  côté 
de  AB,  r^x  el  Ay  se  coupent]  ou  de  son  équivalent  immédiat, 
rcxistcnce  tliine  seule  parallèle  à  une  dioitc  par  un  point  cxtéiieur, 
fut  pendant  longtemps  l'objet  de  tentatives,  aussi  remartpiables 
que  dépourvues  de  succès  réels  (beaucoup  d'auteurs  or)t  cru,  en 
elTet,  être  arrivés  au  but).  Mais  ces  tentatives  n'étaient  pas  com- 
plètement vaines  et  chaque  nouveau  (diercheiir  (j'entends  cliacpie 
chercheur  documcnié  )  ajoutait  ([uehpies  résultats  au  patrimoine 
du  précédent.  Ce  furent  d'aboid  des  essais  de  démon>^l  rations 
directes  (  matliématici(Mis  grecs  el  arabes  et  queh|U('S  mallu-ma- 
liciens  anglais  cl  italiens  de  la  Renaissance)  qui  conduisirent  à  un 
assez  grainJ  nombre  de  projiosilioiis  équivalentes  au  cinquième 
postulat  et   à    une   piécision  du  postulai    d'Archimède.   Quchpies 
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mathématiciens  du  début  du  xviu^  siècle,  notamment  Saccheri  et 
Lambert,  posèrent  plus  méthodiquement  le  problème  (peut-être 
même  pourrait-on  retrouver  à  une  date  phis  reculée  des  traces 
d'un  rcl  mode  de  raisonnement)  :  «  pour  démontrer  le  cinquième 
postulat,  supposons-le  inexact  et  rchafaudons  les  conséquences 
logiques  de  cette  nouvelle  hypothèse;  tout  revient  à  trouver  une 
de  ces  conséquences  qui  soit  absurde  ».  Saccheri,  qui  poussa  très 
loin  ce  mode  de  raisonnement,  crut  même  avoir  trouvé  une  telle 
conséfjuence  ;  il  n'avait  trouvé  qu'un  résultai  en  désaccord  avec  sa 
conception  empirique  de  la  ligne  droite,  non  avec  les  définitions 
et  axiomes  fondamentaux  de  la  Géométrie.  Mais  une  voie  féconde 
était  ouverte  :  au  début  du  xix'' siècle,  Legendre,  Wolgang  Boljai, 
Thibaut,  Tauriniis  et  beaucoup  d'autres  développèient  les  consé- 
quences de  cette  hvpothèse,  c'est-à-dire  de  l'existence  d'une  infi- 
nité de  parallèles  menées  à  une  droite  par  un  point  et  comprises 
dans  un  angle  (angle  de  paralh'lisme).  Gauss  lui-même,  ainsi  que 
l'a  prouvé  depuis  la  publication  de  sa  correspondance,  s'était 
occupé  à  bâtir  et  à  codifier  cette  nouvelle  géométrie,  anti- 
euclidienne^  ou  astrale  ou  non  euclidienne^  dont  la  Géo- 
métrie ordinaire  n'est  qu'un  cas  particulier,  en  supposant  l'angle 
de  parallélisme  nul.  Jl  avait,  scmble-t-il,  l'intention  de  puljlierses 
résultats,  mais  il  fut  devancé  ]iar  Johann  Boljai  (le  fils  de  Wolf- 
gang)  et  Lobatchefskj  qui,  à  peu  près  simultanément  et  indépen- 
damment l'un  de  l'autre,  publièrent  un  exposé  de  Géométrie  non 
euclidienne.  Dans  les  publications  de  ces  deux  mathématiciens, 
un  pas  de  plus  avait  été  (ail  ;  ils  n'échafaudaient  plus  les  consé- 
quences dans  l'espoir  d'en  trouver  une  absurde,  mais  uniquement 
parce  que  cet  échafaudage  présentait  autant  d'intérêt  et  d'esthétique 
que  la  \ieille  gé(jmétrie  («j'ai  du  néant  tiré  un  nouvel  univers  », 
dit  un  peu  prétentieusement  Johann  Bolvai).  On  peut  même 
presque  affirmer  que  les  deux  auteurs  avaient  la  conviction  qu'aussi 
loin  que  pourrait  les  conduire  leur  puissance  de  déduction,  ils 
Irouveraient  des  propriétés  acceptables  et  non  contradictoires  ('). 
I!  faut  dire  toutefois  que  Lobatchefskj  n'arriva  pas  de  suite  à  cette 

(')  C'était  aussi  presque  une  conviction  de  Gauss:  i  Je  suis  arrivé  à  bien  des 
ciioses  qui  seraient,  pour  la  plupart  des  hommes,  regardées  comme  une  démons- 
tration valable,  mais  qui,  à  mes  j'eux,  ne  démontrent  pour  ainsi  dire  rien  » 
(Lettre  à  Bolyai  ). 
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conviction;  en  1826,  il  publiait  une  Démonstration  rigoureuse 
de  V axiome  des  parallèles  et  9  ans  plus  tard  seulement  une 
Géométrie  imaginaire.  De  même,  Johann  Boljai,  après  avoir 
exposé  en  i832,  dans  un  appendice  à  un  Livre  de  son  père  [Ten- 
tamen  j'ui'entutem  studiosam  in  elementa  Matheosos)  une 
science  absolue  de  l'Espace,  revint  quelques  années  plus  tard  à 
des  recherches  sur  la  démonstration  du  poslulat  dEuclide  et  crut 
même  quelque  temps  l'avoir  démontré  par  des  considérations  sur 
la  détermination  d'une  sphère  par  quatre  points. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  Géométrie  non  euclidienne  était  fondée; 
eu  léunissant  les  résultats  obtenus  |:)ar  ses  fondateurs  et  leurs  pré- 
décesseurs à  des  découvertes  postérieures,  on  en  eut  l)ientot  une 
étude  très  approfondie.  Quelques  années  après  Lobatchcfsky  et 
Bolvai,  Riemann  complétait  leurs  théories  en  édifiant  une  nou- 
velle géométrie  (déjà  entre^  ue  parSaccheri  et  Lambert),  oeo/«e//7e 
sans  parallèles,  où  deux  droites  quelconques  ont  toujours  un 
point  commun  et  où  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  plus 
grande  que  deux  droits.  Pour  arriver  à  cela,  il  lui  (allait  aban- 
donner, outre  l'axiome  d'Euclide,  un  des  autres  postulats  de  la 
Géométrie,  soit  supposer  l'existence  de  couples  de  points  excep- 
tionnels par  où  passerait  une  infinité  de  droites,  soit  rejeter  le 
partage  du  plan  en  deux  régions  par  une  droite  indéfinie,  soit 
encore,  ainsi  que  l'a  montré  récemment  M.  Dehu,  rejeter  l'axiome 
d'Arcliimède.  Mais  ce  postulat  abandonné,  la  nouvelle  géométrie 
se  développait  aussi  harmonieusement  que  celle  de  Bolvai  et 
Lobalchefsky  et  l'on  n'y  trouvait  point  de  contradictions. 

Cette  absence  de  contradictions  dans  les  lésultals  ac(|uis  ne 
pouvait  être,  au  point  de  vue  logique,  une  preuve  absolue  de  l'exis- 
tence des  nouvelles  géométries,  car  rien  ne  prouvait  (pi'avec 
suffisamment  de  patience,  on  ne  finirait  pas  pai-  aboutir  à  une  consé- 
quence absurde.  Une  première  preuve,  à  peu  près  ligoureuse,  de 
l'existence  des  géonK'tries  planes  non  euclidiennes  fut  loiirnie 
par  leur  identification  avec  la  géométrie  des  surfaces  à  courhure 
constante.  On  en  sait  les  inconvénients;  cette  preuve  n'est  plus 
valable  pour  l'espace  et  la  géoniélrie  de  telles  surfaces  ne  peut 
s'identifier  avec  la  géométrie  de  tout  le  plan.  Une  autre  preuve  a 
pour  base  les  considérations  de  M\L  Lie  et  Poincaré  sur  le  gioiqx' 
des  déplacements  ou  mouvements,    mais   elle  a  pour  inconvénient 
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(le  supposer  une  représentation  analytique  de  l'esi)ace  (elle  s'ap- 
plique en  somme  aux  géomélries  des  systèmes  de  troisnombres). 
Une  dernière  preuve  tout  à  fait  convaincante,  au  moins  à  mon 
avis,  est  fournie  par  l'identification  des  trois  géométries  avec  des 
géométries  imaginées  d'une  façon  indépendante  par  Gayley.  Ce 
sont,  à  proprement  parler,  des  géomélries  analytiques  de  systèmes 
de  quatre  variables  homogènes,  mais  où,  dans  la  définition  des 
angles  et  distances,  on  remplace  la  forme  quadratique 

X-  -h  j2  _|_    ;;2 

par  une  forme  quadratique  de  quatre  variables  dont  l'annulation 
représente  une  quadrique  quelconque  (appelée  l'absolue)  imagi- 
naire ou  réelle  mais,  dans  ce  dernier  cas,  non  réglée.  Cette  iden- 
tification a  été  établie  par  M.  Klein  et  a  fait  l'objet  de  nombreux 
travaux  et  d'exposés  lumineux  de  M.  Poincaré  (notamment  dans 
une  Note  de  la  Géométrie  de  MM.  Rouché  et  Comberousse  et 
dans  un  Article  âe\a  Revue  générale  des  Sciences).  M.  Poincaré  a 
même  indiqué  une  transformation  de  ces  géomélries  où  la  notion 
d'angle  euclidien  est  conservée,  mais  où  les  droites  considérées 
comme  lignes  de  plus  court  chemin  sont  remplacées  par  des  cir- 
conférences orthogonales  à  une  certaine  sphère. 

Celte  preuve,  comme  d'ailleurs  les  précédentes,  est  à  deux 
tranchants  :  elle  montre,  certes,  la  possibilité  des  géométries  de 
Bolyai  et  Riemann  (hyperbolique  ou  elliptique)  mais  elle  montre 
en  même  temps  que  ces  géométries  n'ont  pas,  pour  ainsi  dire, 
•d'existence  propre,  puisqu'elles  sont  identiques  à  des  théories  de 
la  géométrie  euclidienne  des  quadriques,  énoncées  dans  un 
langage  différenl  et  appro|)rié.  On  peut  même  aller  [)ius  loin  : 
pour  établir  l'indépendance  des  axiomes  fondamentaux,  M.Hilbert 
et  nombre  de  ses  élèves  ont  imaginé  de  multiples  géométries,  non 
pascalienne,  non  desargienne,  etc.,  obtenues  en  abandonnant,  au 
lieu  de  l'axiome  d'Euclide,  d'autres  propriétés  |)lus  ou  moins 
variées.  Or,  pour  démontrer  l'existence  de  ces  géomélries,  en 
omettant  toutefois  les  géométries  non  archimédiennes,  et  encore 
à  leur  sujet  pourrait-on  faire  certaines  restrictions,  on  établit 
quelles  sont  interprétables  en  Géométrie  euclidienne  avec  un 
langage  convenable;  pas  plus  que  les  géométries  de  Lobalchefsky 
et  Riemann,  elles  n'ont  d'existence  propre. 
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Est-ce  dire  que  ces  géotnélries  non  euclidiennes  u'ont  plus  d'in- 
térêt ?Elles  ont  au  moins  un  inléiél  égal  aux  ihéoi'ies  euclidieuiies 
qui  en  sout,  ou  di)iit  elles  sont  riiiterprétation,  et  comme  preuve 
de  l'intérêt  de  ces  deruières,  il  suffit  de  rappeler  les  remarquables 
découvertes  de  Poincaré  et  de  M.  Picard  sur  les  groupes  fuchsiens, 
kleinéens,  hypei fuchsiens,  etc.  Mais  une  idée,  qui  a  pris  ces  der- 
niers temps  une  importance  consiilcrable,  sendDie  renouveler,  en 
quelque  sorte,  l'intérêt  de  la  géométrie  de  Ijobatchefsky,  consi- 
dérée en  elle-même  et  indépendamment  de  ses  interprétations,  je 
\en\  \)n\\ev  du  principe  de  relativité.  Si  l'on  admet,  ainsi  qu'il 
paraît  résulter  d'expériences  probantes,  que  la  propagation  de  la 
lumière  est  un  mouvement  indépendant  du  mouvement  des  coips 
(|iil  la  reçoivent  ou  qui  l'émettent,  la  Mécanicpie  n'est  plus,  comme 
l'avaient  cru  ses  fondateurs,  la  géométrie  d(^  deux  espaces  indé- 
pendantSj  l'un  à  trois  dimensions  (l'espace),  l'autre  à  une  dimen- 
sion (le  tem|)s),  mais  l)ien  la  géométrie,  d'un  espace  à  quatre 
dimensions  .r,  1-,  c,  t.  Dans  cet  espace,  l'équation  des  rayons 
lumineux  doit  être  indépendante  des  repères,  horloge  et  axes; 
(î'est-à-dire  (pie  les  formules  de  transformation  doivent  laisser 
invariante  l'expression 

{x  —  x' )-^^{y—y' )i^{z  —  z  )^—c'-{t  —  t'f. 

(>es  transformations  ne  sont  donc  (pie  des  déplacements  dans  une 
géométrie  de  Cayley  à  c{iiatre  variables  homogènes  et  à  absolu  réel 
oii^  si  l'on  préfère,  dans  un  espa(^e  de  Lobalchefsky. 

L'Etude  de  lîonola  est  un  historique  élémentaire  des  géomé- 
tries  non  cui-lidifMines.  C'est,  à  |)art  (pielques  additions,  la  repro- 
duciion  duii  \riicle  paru  en  i()00,à  Bologne,  dans  un  Livre  publié 
sous  la  direction  de  Enriipies  :  Qt/estioni  riguardanii  la  Geomc- 
tria  elementare,  et  qui  a  fait,  à  ce  litre,  l'objet  d'une  courte 
analyse  de  M.  Tanneiy  dans  ce  Bulletin.  11  fut  publié  ensuite  sépa- 
lémeiil  en  it.dien,  traduit  en  allemand  par  M.  Liebmann  dans  la 
collection  IVissse/ischaft  und  IJypotliese  de  M.  Teubner  (Leip- 
zig, i()o8);  c'est  une  traduction  anglaise  que  nous  donne  aujour- 
d'hui .\L  Carsiavv;  le  décès  de  M.  Bonola  a  valu  à  l'Ouvrage  une 
introduction  de  M.  Enriipies,  ami  et  collaborateur  du  défunt.  En 
cinq  Chapitres,  l'auteur  a  exposé  l'hisloiie  du  postulat  d'Euclide  : 
d'abord   ce  (pi'on    pourrait    appeler  la   période   d'essais    (jusqu'au 


COMPTKS   HRNDUS   ET   ANALYSES.  iSg 

XVII®  siècle),  puis  la  position  du  problème  :  Saccheri, Lambert,  etc. 
Les  Chapitres  3  et  4  sont  consacrés  aux  fondateurs  delà  j^éomélrie 
non  euclidienne  et  parmi  eux,  l'auteur  place  Gauss.  Peut-être  y 
a-t-il  eu  là  une  exagération  de  la  vérité  historique;  certes,  Gauss 
a  vu,  même  avant  Lobalchefsky  et  Boljai,  la  possibilité  de  la 
géométrie  astrale;  mais  il  paraît  qu'après  les  recherches  de 
Lambert  et  de  Legendre,  la  question  était  presque  mûre,  si  l'on 
peut  s'exprimer  ainsi.  Le  génie  de  Gauss  devait  naturellement  s'en 
apercevoir  et  il  ne  me  semble  pas  que  cela  ajoute  à  sa  gloire.  Il  me 
semble  plus  remarquable  que  deux  chercheurs,  d'apparence  moins 
géniale,  et  que  rien  d'autre  n'a  signalé  à  l'attention  des  mathé- 
maticiens, aient  eu  simultanément  la  même  idée  que  leur  illustre 
contemporain;  il  y  aurait  peul-êlre  là,  matière  à  d'amples  disser- 
tations sur  la  genèse  des  découvertes  scientifiques.  Enfin,  dans  le 
cinquième  Chapitre  on  trouve  les  derniers  développements  de  la 
géométrie  non  euclidienne^  l'œuvre  de  Riemann,  et  les  diverses 
preuves  et  interprétations  rappelées  plus  haut  [La  géométrie  des 
surfaces^  les  idées  de  Helmholtz  et  Lle^  les  géométries  «  pers- 
pectives »  de  Caylcy).  Tout  cet  exposé  historique  est  destiné  aux 
jeunes  étudiants,  ce  qu'on  ne  conçoit  guère  en  France,  où  l'étude 
de  l'histoire  des  Sciences  est  généralement  délaissée  dans  l'Ensei- 
gnement. Ces  préoccupations  pédagogiques  font  que  souvent 
l'auteur  cherche  plus  à  exposer  qu'à  critiquer;  certains  raisonne- 
ments faux  sont  indiqués  avec  toute  la  clarté  désirable,  mais 
peut-êtie  les  raisons  de  leur  fausseté  sont-elles  moins  bien  indi- 
quées ainsi  que  les  enseignements  qu'on  pourrait  en  retirer. 
L'auteur  a  aussi  une  prédilection  marquée  et  compréhensible,  on 
pourrait  presque  dire  justifiée,  pour  les  géomètres  italiens.  11  me 
semble  cependant  que  si  la  géométrie  des  surfaces  amène  fatale- 
ment le  nom  de  Beltrami,  elle  amène  non  moins  fatalement  celui 
de  M.  iJarboux. 

A  ces  cinq  Chapitres  d'histoire  sont  adjoints  cinq  appendices 
importants  (8o  pages  sur  atio).  Je  reviendrai  ci-dessous  sur  le 
le  deuxième  qui  traite  des  parallèles  de  ClilTord;  le  quatrième  se 
rapjtorte  à  l'établissement  de  la  Géométrie  projective;  c'est  une 
question  qui  a  fait  l'objet  d'études  de  Standt  et  de  Klein,  et 
M.  Schur  en  a  fait  un  exposé  méthodique  [Grundlagen  der 
Géométrie)  que  jai  eu  le  plaisir  d'analyser  dans  le  Bulletin^   il  y 
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quelques  années.  Dans  le  premier  appendice,  Bonola  élahlil 
comment  la  composition  des  forces  et  la  célèbre  équation  fonc- 
tionnelle  de  d' Vlemberl  et  Laplace 

\(f(a)  X  o(b)  =  ç(6  — «)-hcp(^>-hrt)] 

conduisent  à  la  distinction  des  trois  géométries;  le  troisième 
appendice  est  consacré  à  un  certain  nombre  de  constructions  de 
géométrie  non  euclidienne,  il  a  été  augmenté  notablement  dans 
la  traduction  anglaise.  Enfin,  la  cinquième  Note  est  due  au  traduc- 
teur et  est  consacrée  à  une  démonstration  élémentaire  de  l'exis- 
tence de  la  géométrie  de  Lobatchefsky  par  son  identification  avec 
la  géométrie  des  cercles  orthogonaux  à  une  sphère  réelle.  Je  n'ai 
lias  compris  pourquoi  le  traducteur  n'étendait  pas  celte  preuve  à 
la  géométrie  de  Riemann  en  considérant  une  sphère  de  rayon 
R  y/ —  I ,  ou  encore,  en  remplaçant  les  cercles  orthogonaux  par  des 
cercles  coupant  diamétralement  une  sphère  de  ravon  R.  Je  n'ai 
pas  compris  non  plus  pourquoi  il  semblait  attribuer  la  paternité 
de  cette  interprétation  à  M.  Wellstein  (1910),  alors  cju'elle  a  été 
exposée  en  1900,  à  un  point  de  vue  tout  à  fait  élémentaire,  dans 
la  Note  de  Poincaré  que  j'ai  eu  l'occasion  de  citer  et  que,  si  je  ne 
m'abuse,  elle  est  indiquée  comme  exercice  dans  le  Trailé  fie 
Géométrie  de  M.  Hadamard. 

Le  Livre  de  M.  Liebmann  est  la  deuxième  édition  d'un  Traité  de 
géométrie  non  euclidienne,  entendons  par  là  de  géométrie  de 
Lobatchefsky;  il  semble,  en  eiTet,  que  la  géométrie  de  Riemann, 
à  cause  peut-être  de  l'axiome  complémentaire  qu'il  faut  supprimer, 
n'a  pas  tout  à  fait,  dans  l'esprit  des  géomètres,  même  droit  de 
cité  que  son  aînée.  Après  avoir  rappelé  brièvement  les  axiomes 
fondamentaux,  M.  Liebmann  définit  les  j^arallèlcs  hyperboliques, 
droites  extrêmes  de  l'angle  de  parallélisme,  et  donne  (|ueh|ues 
conséquences  de  ces  définitions  :  droites  concourantes  dans  un 
triangle,  aire  du  triangle,  triangle  asymptotique,  etc.  I^es  Cha- 
pitres III  et  IV  sont  consacrés  à  la  trigonométrie,  aux  longueurs 
et  aux  aires.  Dans  le  cinquième  Chapitre,  après  avoir  défini, 
d'aj)rès  Wcierstrass,  des  coordonnées  dans  un  plan  lobatchefskicn, 
l'auteur  monlrc  l'identité  de  cette  géométrie  avec  la  géométrie  tie 
Cayley  pour  un  absolu  réel.  Les  points  idéaux,  intersection  de 
deux  droites  d'un  plan,  non  parallèles  cl  ne  se  coupant  pas,  points 
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qui  se  trouvenl  pour  ainsi  dire  au  delà  de  l'infini,  trouvent  ainsi 
une  interprétation  toute  naturelle;  ce  sont  les  points  en  dehors  de 
la  ct)ni([ue  absolue.  Dans  tout  cet  exposé,  il  semijle  qu'il  j  ail  un 
parti  pris  de  M.  Liebmannde  s'occuper  d'abord  du  plan,  et  ensuite 
d  étendre  à  l'espace;  c'est  encore  l'ordre  de  beaucoup  de  Traités 
élémentaires  de  Géométrie;  mais,  dans  un  Ouvrage  destiné  à  des 
lecteurs  déjà  familiarisés  avec  la  Géométrie,  j  a-t-il  gain  en  sim- 
plicité? I>.es  deux  derniers  Cliapilres  sont  assez  différents  et  pour- 
raient être  considérés  comme  des  compléments,  le  sixième  est 
consacré  à  la  géométrie  sphérique  ou  de  Riemann;  le  septième  à 
la  mécanique  :  après  quelques  pages  sur  la  statique  qui  rappellent 
le  premier  appendice  du  Livre  de  Bonola,  on  trouve  des  éléments 
de  dynamique  non  euclidienne  et  quelques  rapports  du  j)rincipe 
de  relativité  avec  la  géométrie  hyperbolique;  celte  question,  que 
j'ai  signalée  plus  haut,  est  encore  toute  récente  et  M.  Liebmann 
cite  seulement  à  ce  sujet  quelques  ai  ticles  de  MM.  Rlein,  Varicak 
et  Sommerfeld  (M. 

Quelques  pages  du  Livre  de  Liebmann  et  un  appendice  de 
celui  de  Bonola  sont  consacrés  aux  parallèles  et  à  la  surface  de 
Clifford  ;  dans  sa  Brochure,  le  D'"  Vogt  en  expose  une  théorie 
synthétique.  Indiquons  d'abord  rapidement  la  signification  de 
ces  parallèles  ;  il  s'agit  d'un  espace  de  Riemann,  nous  raisonne- 
rons dans  une  géoruétiie  de  Cayley  correspondante,  en  prenant 
|)0ur  alîsolu  une  splière  S  de  rayon  imaginaire,  hfi  fausse  distance 
de  deux  jjoints  A,  B  est  le  logarithme  du  rapport  anharmonique 
de  A^  Bel  des  intersections  a,  [i  de  AB  avec  S;  on  conçoit  sans 
peine  une  définition  analogue  pour  les  faux  angles.  Tous  les 
plans  faussement  peipendiculnires  à  une  droite  D  passent  par 
une  droile  D'  réelle,  conjuguée  de  D  par  rapport  à  '^  (droites 
polaires  absolues,  d'après  M.  Vogt)  ;  la  fausse  distance  d'un 
point  (pielconque  de  D  à  un  |)oint  (juelconque  de  D'  est  constante 

et  égale  à-  (moitié   de  la   fausse  longueur  totale  dune  droite); 

toute  droite  s'appuyant  sur  D  et  D' (  droite  d'une  congruence) 
leur  est    faussement   perpendiculaire     et     réciproquement.    Ceci 

(')  Dans  une  Note  récente  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
(séance  du  20  janvier),  M.  Bure!  a  indiqué  un  point  de  vue  nouveau  et  très 
intéressant  de  cette  question. 
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acquis,  si  l'on  considère  deux  droites  D  et  D, .  leurs  fausses  pcrpcn- 
dicidaires  communes  sont  les  droites  communes  aux  congruences 
définies  parD,  D' — D,,  Di,  il  y  en  a  en  général  deux  et  l'on  véii- 
lie  sans  pfinc  qu'elles  sont  réelles.  H  v  en  aura  une  infinité,  si  ks 
deux  congruences  ont  en  commun  les  génératrices  d'un  hyperbo- 
loïde.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que,  si  D,  D,  rencontrent  X 
en  a,  3  —  a.|,  ^S,  ;  aa,,  |3|i|  soient  des  générnlrices  d'un  même 
système  de  S.  Dans  ce  cas,  D  et  D,  ont  une  infinité  de  fausses 
perpendiculaires  communes,  et  les  fausses  longueurs  de  toutes 
ces  perpendiculaires  sont  égales  ;  D,  D,  qui  ne  sont  pas  d;ins  un 
même  plan  sont  donc  faussement  équidistantes ;  c'est  pour  cette 
raison  que  Glifi'ord  leur  a  donné  le  nom  de  parallèles.  Il  y  a  deux 
systèmes  de  telles  parallèles  (rechle  on  linke)  suivant  que  aa,, 
|i3,  sont  des  génératrices  de  S,  du  premier  ou  du  deuxième  sys- 
tème. Une  gerbe  de  parallèles  de  même  espèce  est  une  congruence 
ayant  pour  bases  deux  génératrices  de  -;  enfin  les  fausses  perpen- 
diculaires à  deux  parallèles  engendrent  un  hvperboloïde  (surface 
de  Clifford  dont  1  un  des  intérêts,  dans  le  langage  adopté,  est 
d'avoir  deux  faux  axes  de  révolution). 

C'est  là  un  résumé  de  l'exposition  deBonola  etdeM.  Liebmann, 
ceux-ci  raisonnant  louiefois  dans  l'espace  de  Riemann,  sans  cher- 
cher d'interprétation.  L'exposé  de  M.  Vogt  est  également  fait  dans 
le  langage  de  Riemann,  mais  avec  une  introduction  plus  systéma- 
tique de  l'absolu  (on  suppose  pour  cela  établie  la  géométrie  ana- 
lytique de  l'espace  de  Riemann,  par  exemple  au  moyen  des 
coordonnées  de  AA  eierstrass;  l'expression  algébrique  des  angles  et 
distances  introduit  une  forme  quadratique  définie,  positive,  qui 
est  l'absolue).  M.  Vogt  a  qualifié  sa  théorie  de  synthétique;  c'est 
un  adjectif  qui,  en  M;ithcmaliques,  n'a  plus  guère  de  signification 
précise.  Il  m'a  semblé  qu'il  fallait  entendre  par  là  qu'au  lieu  de 
définir  les  parallèles  et  de  constater  après  coup  qu'il  y  en  avait  de 
deux  espèces,  rauteur  avait  établi  <(  priori  la  comparaison  du  sens 
respectif  de  deux  droites  (  \A  indung  ou  pas  de  vis),  c'est-à-dire, 
en  langage  riemannien,  le  sens  du  mouvement  hélicoïdal  qui  les 
amène  l'une  sur  l'autre,  en  langage  cayleyen,  la  comparaison  res- 
pective des  involutions  de  points  et  de  plans  déterminés,  sur  leurs 
perpendiculaires  communes;  ces  considérations  [préalables  entraî- 
nent   ensuite    immédiatement    l'exisleDcc     de    deux    familles    de 
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parallèles  à  une  droile.  Le  inol  synllièsc  s"a|)|)li(|iicrait  donc  aux 
questions  de  sens?  Un  pretnier  Chapitre,  de  nièiiie  (ju'une  courte 
iutroduction,  est  consacré  à  ces  questions  de  sens  et  à  la  définition 
des  parallèles  de  ClifTord. 

Dans  un  deuxième  Cliapitre,  lanlenr  étudie  les  quadriques, 
réglées  ou  non,  les  congruences  et  les  complexes  de  droites  dans 
un  espace  de  Riemann  ou,  si  Ion  |)réfère,  ces  mêmes  éléments 
dans  un  espace  ordinaire  mais  comparés  à  une  (piadriqiie  imagi- 
naire, de  référence.  On  rencontre  ainsi  notamment  les  surfaces  de 
ClifTord  qui  sont  leurs  propres  polaires  récipiO(pies  |)ar  rapport 
à  l'absolu,  on  encore  coupent  l'absolu  suivant  un  système  de  quatre 
génératrices,  les  gerbes  de  parallèles  qui  sont  des  congruences 
avant  pour  droites  de  base  deux  génératrices  de  l'absolu,  etc.; 
le  dernier  paragraphe  établit  que  la  géométrie  dune  telle  gerbe 
(espace  à  2  dimensions)  est  identique  à  la  géométrie  de  la  sphère 
euclidienne. 

La  petite  Brochure  de  M.  Finzel  est  relative  à  des  considérations 
d'un  tout  autre  ordre.  On  sait  combien,  dans  les  Traités  de  Géo- 
métrie, la  théorie  de  la  mesure  des  aires  planes  est  souvent  restée 
expérimentale  et  intuitive.  AL  Hadamard  y  a  consacré  une  Note 
iin|)ortante  de  son  Traité  de  Géométrie  (Tome  premier;  une  Note 
analogue  du  deuxième  Tome  est  consacrée  aux  volumes)  ;  il  appelle, 
a  priori,  aire  d  un  triangle,  le  demi-produit  d'un  côté  par  la  hau- 
teur correspondante,  et  aire  d'un  polygone,  la  somme  des  aires 
des  triangles  qui  le  composent  (ces  deux  nombres  sont  indépen- 
dants, le  premier  du  côté  choisi,  le  deuxième  de  la  décomposition 
adoptée).  Cette  méthode,  parfaitement  logique,  a  peut-être  l'in- 
convénient de  s'éloigner  trop  delà  [)ratique  et  de  trop  partie  ula- 
riser  une  définition  qui  peut  être  choisie  plus  large  (au  moins  pour 
le  plan).  M.  P'iiizel  a|)pelle  aire  d'un  polygone  un  nombre  iden- 
tique pour  de-;  polvgones  égaux  et  tel  qu'il  soit  égal  à  la  somme 
des  aires  partielles,  lorsqu'on  a  décomposé  le  polygone  en  une 
réunion  de  polygones  partiels.  Cette  définition  conduit  l'auteur  à 
une  expression  de  l'aire  d'un  polygone  dans  In  géométrie  eucli- 
dienne, mais  aussi  dans  la  géométrie  générale  de  Lobatchefsky. 
Une  difficulté  se  présentait  en  cours  de  route  :  pour  arriver  à 
l'aire  d'un  triangle,  on  le  considère,  en  général,  comme  une 
différence  de  deux  parallélogrammes;  on  se  sert  ainsi  de  ré([uiva- 
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lence  (égalité  des  aires)  par  soustraction.  M.  Finzel  montre  qu'en 
admettant  le  postulat  d'Arcliimède,  on  peut  prouver  que  deux 
polygones  équivalents  par  soustraction  le  sout  aussi  par  addition. 
Une  autre  difficulté  était  l'extension  à  l'espace;  on  sait  qu'alors 
deux  télraèdres  équivalents  ne  sont  pas  nécessairement  décompo- 
sables  en  un  nomhie  Jî ni  de  parallélépipèdes  égaux.  Le  D*"  Finzel 
ne  s'est  pas  occupé  de  cette  extension, 

A.  ChÂtklkt. 


SYLVESTER  (James  Joseph).  —  The  Collected  Mathematical  Papers. 
Volume  IV  (188-2- 1)^97).  1  volume  in-4*',  xxvii-756  pages.  Cambridge, 
University  Press,  1912, 

Le  présenl^  olume,  toujoursdù  aux  soinséclairésde  M.  H.  F.  Ba- 
ker, clôt  dignement  la  publication  des  OEuvres  de  Sylvester.  Il 
contient  tout  ce  que  Sylvester  a  publié  durant  les  i5  années  qui  se 
sont  écoulées  depuis  la  publication,  faite  en  1882,  dsnsV  American 
Journal  of  Mathematics,  du  Mémoire  si  original  qui  porte  le  titre  : 
A  conslructiie  t/ieory  of  partitions,  arrangée!  in  three  Acts^  an 
Interact  and  an  Exodion,  jusqu'au  Mémoire  publié,  en  1898, 
àdinsXe  Messenger  of  Mat  hématies^  intitulé  :  On  tlie  nuniber  of 
proper  vulgar  fractions  in  tlieir  lo^vest  ternis  that  can  be 
fornied  with  integers  net  greater  than  a  given  number.  Le 
plus  grand  nombre  des  Mémoires  parus  dans  cette  période  ne  seront 
pas  des  inconnus  pour  les  lecteurs  français;  car  ils  ont  paru  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences.  On  y  admirera 
de  nouveau  l'activité  prodigieuse  de  ce  grand  géomètre  qui  a  ré[)andu 
dans  ses  écrits  tant  de  vues  originales  et  suggestives.  Une  trèsinlt'- 
ressante  biographie  de  Sylvester,  dans  laquelle  M.  Baker  a  fait 
usage  de  celles  qui  avaient  été  déjà  publiées  par  le  major  P.  A.Mac 
Mahon  et  le  professeur  P2.  B.  P^lliot,  ouvre  dignement  ce  Volume, 
qui  est  orné  dun  beau  portrait  de  Sylvester  et  d  une  copie  de  la 
médaille  cpii  a  été  frappée  en  son  honneur. 

G.  D. 
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NICOLAU  (G.).  —  Sur  la  variation  dans  le  molvkment  de  la  Lune. 
Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pour  obtenir  le 
grade  de  Docteur  es  sciences  mathématiques,  soutenue  le  Xf  juin  1912. 

I  voL  in-'i!  iv-jE  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  igri. 

L'inégalité  du  mouvement  de  la  Lune  connue  sous  le  nom  de 
variation  est  déterminée  par  des  équations  de  forme  très  simple, 
qui  admettent  une  solution  périodique.  M.  G.  W.  Hill,  le  pre- 
mier, a  mis  celle  solution  périodique  sous  (orme  de  séries  trigono- 
mélriques  et  formé  les  relations  de  récurrence  qui  lient  les 
coefficients  de  ces  séries.  De  ces  relations  on  peut  déduire  les 
coefficients  par  des  méthodes  d'approximations  successives  très 
rapides. 

Pour  la  Lune,  ces  méthodes  ne  laissent  rien  à  désirer,  mais, 
pour  des  satellites  de  période  plus  longue,  leur  convergence 
pourrait  devenir  beaucon|)  moindre.  Aussi,  sur  les  conseils  de 
H.  Poincaré,  M.  Nicolau  a-t-il  entrepris  une  étude  analytique  plus 
complète  des  solutions  périodiques  envisagées  par  M.  Hill. 

II  simplifie  d'abord  les  relations  de  récurrence  générales  de  la 
façon  suivante  :  si  les  inconnues  à  déterminer  sont  désignées 
par  ay,  la  relation  où  rty  joue  le  rôle  prépondérant,  en  raison  du 
gros  coefficient  qui  l'airecle,  dépend  aussi  desautres  inconnues  «,  ; 
M.  Nicolau  y  supprime  les  inconnues  «,  (jui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions 

On  a  ainsi  une  première  a|)proxiination,  plus  a|)prochée  que  la 
première  approximation  de  M.  Hill,  etc"esl  sur  celle  approximalion 
que  l'auteur  fait  porter  ses  premières  recherches. 

Les  deux  relations  oùy  =±:  1  sont  particulièrement  simples,  et 
si  l'on  y  regarde  les  inconnues  comme  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, elles  représenlent  deux  hyperboles  ayant  une  direction 
asyuq)iotique  commune.  Il  est  alors  relativement  aisé  de  dis- 
cuter ces  équations  et  de  déterminer  comme  consi'quence  le  rayon 
de  convergence  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  du 
paramètre  désigné  par  m  dans  la  théorie  de  M.  Hill.  Ll  faut,  pour 
cela,  déterminer  le  point  singulier  le  plus  rapproché  de  l'origine  : 
c'est  ce  que  fait  M.  Nicolau  ;  mais  il  n'obtient  qu'une  limite  mfé- 

Uull.  des  Sciences  malliëni.,  2'  série,  t.  XXXVIl.  (Mai  i<ji3.)  10 
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rieiiie  du  rayon  de  convergence,  car  il  ne  s'assure  pas  que  ce 
point  singulier  n'est  pas  simplement  apparent  ou,  en  d'autres 
termes,  qu'il  appartient  bien  à  la  brandie  considérée  de  la  fonction. 

L'auteur  cherche  ensuite  des  valeurs  asymptoliques  des  coeffi- 
cients aj  pour  j  très  grand  :  ces  coefficients  étant  remplacés  ])ar 
des  inconnues  équivalentes  c/,  il  envisage  les  deux  séries  de  Taylor 
qui  ont  pour  coefficients  les  Cj  et  c_j{j  >  o),  et  forme  les  équations 
dilférenlielles  auxquelles  satisfont  ces  séries;  puis  il  applique  aux 
intégrales  de  ces  équations  les  méthodes  de  M.  Darboux  relatives 
aux  fonctions  de  très  grands  nombres.  Toutefois,  avant  de  procéder 
ainsi,  i!  simplifie  les  relations  de  récurrence  qui  définissent  les 
inconnues,  en  les  remplaçant  par  des  équations  majorantes; 
d'autres  restrictions  sont  introduites  encore,  de  sorte  que  le  résultai 
ne  présente  pas  toute  Tutililé  qu'on  aurait  pu  souhaiter. 

Ne  supposant  plus  que  j  soit  grand,  mais  négligeant  comme  il 
l'a  déjà  fait,  sans  inconvénient  sérieux  d'ailleurs,  les  puissances 
supérieures  de  /«,  M.  Nicolau  reprend  la  question  :  les  é(piations 
différentielles  vérifiées  par  les  séries  de  Tajior  indiquées  ci-dessus 
forment  un  système  du  huitième  ordre;  en  cherchant  une  équation 
majorante  convenable,  on  arrive  à  avoir  une  limite  supérieure  des 
coefficients  c/,  mais  trop  élevée  pour  être  vraiment  utile. 

M.  Nicolau  achève  son  travail  en  étudiant  les  résultats  fournis 
par  diverses  formes  de  majorantes  soit  pour  les  équations  diffé- 
rentielles considérées  plus  haut,  soit  pour  les  relations  de  récur- 
rence entre  les  inconnues. 

Le  sujet  des  recherches  de  M.  Nicolau  est  incontestablement 
très  difficile;  |)0ur  avancer  même  légèrement  dans  de  pareilles 
recherches,  il  faut  beaucoup  d'ingéniosité  et  de  labeur,  car  les 
calculs  deviennent  vile  prolixes  :  si  INI.  Nicolau  n'est  pas  arrivé  à 
des  résultats  définitifs,  il  laul  le  féliciter  d'a\oir  fait  les  premiers 
j)as  vers  la  solution,  qu'il  nous  donnera  peut-être  bientôt  plus 
complète. 

H.   Andoyeu. 
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BRUES  (Max). —  Zuu  thkohik  uk\{  divsmisciikn  Placiikn  vikutku  Oui»m\g. 
l'iomovierl  ;iin  23  novetnber  i<)io.  Inaugural  Disserlaliori  zur 
Erlangung  der  Doklorwûrde  genchmlgt  von  der  pliilosophischen 
Fakultàt  der  Rheiaischen  Friedricli-Willielnies-Univcrsitâl.  Une 
brochure  in-S",  vr-19  |)a;i,es.  Leipzig,  IJ.  G.  Tcubner.  kjio. 

Om  (lit  (iiie  trois  lélraèdies  forment  un  système  desmicjue 
lors(|ne  les  trois  siiifiices  du  quatrième  ordre  formées  respective- 
ment par  leurs  faces  appartiennent  à  un  même  faisceau  ponctuel, 
c'est-à-dire  ont  16  droites  communes,  et  l'on  appelle  surface 
(îesmiqiie  du  quatrième  oidre  toute  surface  de  ce  faisceau,  c'est- 
à-dire  toute  surlace  du  cjuatiième  ordre  passant  par  les  16  droites. 
Une  pareille  surlace  a  12  points  doubles,  situés  3  à  o  sur  les 
16  droites  de  base  du  faisceau. 

M.  Max  Briies  s'est  proposé  de  reprendre  l'exposition  de  la 
lliéorie  donnée  par  M.  G.  Humbert  dans  un  Mémoire  inséré  au 
Journal  de  Malhématiciues  (4^  série,  t.  Vil,  1S91 ,  p.  ^SS  à  898), 
en  utilisant  un  Ouvrage  de  M.  E.  Studj  [Sphœrischc  Trigono- 
métrie., orthogonale  substitutionen  und  ellipliche  Funktionen^ 
Leipzig,  189.3).  Il  me  semble  inutile  de  donner  ici  l'analjse  des 
parties  du  Mémoire  de  M.  Briies  consacrées  aux  résultats  déjà 
donnés  par  M.  G.  Humbert;  je  me  bornerai  donc  à  indiquer  les 
compléments  ajoutés  i^ar  M.  Biiies,  compléments  qui  se  rap- 
portent à  certains  sj'stèmes  de  points  remarquables  d'une  surface 
desmlque  du  quatrième  ordre. 

M.  Humbert  a  montré  qu'il  existe,  sur  une  surface  desmique, 
trois  séries  de  biqiiadratiques  ;  par  chacune  de  ces  courbes  passe 
une  quadratique  inscrite  à  la  surface  le  long  de  cette  courbe;  les 
génératrices  d'une  pareille  (piadralique  sont  bitangentes  à  la 
surface.  M.  Briies  considère  sur  ces  bi(|uadratiques  les  systèmes 
de  points  cpi'il  appelle  quadruple  de  Cliasles  et  triple  de 
Chastes^  parce  cpie  ces  systèmes  de  points  ont  été  signalés  par 
Cliasles  dans  des  Notes  insérées  aux  Comptes  rendus  (')  (t.  LIV 
et  LV).  Le  quadruple  de  Cliasles  est  formé  par  les  quatre  |)oints 
où    une    biquadratiqtie    admet    pour    tangentes     des    génératrices 

(  '  )  El  iioQ   dans   V Aperçu  kistori(jiie  (juc  M.   liiùcs  mciUiimiic   ;i  rocc;isinn  de 
ces  syslcincs  de  poinis. 
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d'nn  même  système  d'une  quadrique  sur  laquelle  elle  esl  située. 
Le  triple  de  Chasles  est  formé  par  les  points  de  contact  de  trois 
points  osculaleurs  qui  se  coupent  en  un  même  point  de  la  courbe, 
point  satellile  du  triple  [Beigleler  des  Tripeh).  hes  bilangentes 
à  la  surface  desmicpie  passant  par  les  quatre  sommets  d'un  qua- 
druple de  Chasles  oui  |)our  seconds  points  de  contact  les  sommets 
d'un  autre  quadruple  de  Chasles  conjugué  du  précédent. 

Cela  posé,  M.  Brûes  donne  quelques  propositions  dont  voici 
celle  qni  semble  la  plus  intéressante  :  Les  6  arêtes  du  tétraèdre 
qui  a  pour  sommets  un  quadruple  de  Chasles  coupent  la  sur- 
face desmique  en  12  autres  points  qui,  avec  les  sommets  du 
quadruple  conj ugué .  forment  une  configuration  de  Kummer, 
c'est-à-dire  la  configuration  des  16  points  formés  par  les  points 
singuliers  d'une  surface  de  Kummer. 

M.  Blues  étudie  aussi  une  configuralion  de  C)6  points,  (pi  il 
appelle  configuration  de  Study,  et  (pii  est  constituée  par  un 
système  de  6  configuralions  de  Kummer. 

Ch.   Bioche. 


BOEHM  (F.).  —  Uebek  die  Transform.^tion  von  uomogkne.n  bilinkaken 
DiFi'ERENTiALAisDuï'CKKX.  Hcibilitationsschrift  der  Hohen  p/iiloso- 
phischen  Fakultdt  {\\  Section)  der  A'.  B.  Liidwig-Maxiinilians-Uni- 
versilàt  zu  .Miinchen^  zur  Erlan^ung^  der  veiiia  legendi  fur  Mathe- 
niatik.  lue  brochure  in-8'\  34  p.  Muncheii,  Dr.  C.  Wolf  uiul  Solni,  1911. 

Dans  sa  Théorie  des  surfaces  (t.  IV' ,  Chap.  Ill  et  IV),  M.  Dar- 
boux  a  introduit  une  transformation,  qu'il  appelle  inversion  com- 
posée et  qui  dun  couple  de  surfaces  se  correspondant  avec  orllio- 
gonalilé  des  éléments  linéaires,  permet  de  déduire  un  autre  couple 
jouissant  de  la  même  propriété.  Ceci  est  un  cas  particulier  du 
prohicnie  cpii  consiste  à  déterminer  les  Mibstitnlions 

•z/  =  fi{3\ ,  ...,  a:'„,j\ ,  ...,y„),        yu  =  fk{x\ , y'n  ), 

i|ui  I  lansformcnt  1  une  dans  l'autre  les  deux  formes 

n         II  n         II 

B  =    7     ^^(i>,/,  dji  dy/.,         |)'=  ^      >  i<)'i/dx,dj/^. 
<  =  I  /  =  1  t-i  /,  —  i 
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Dans  le  cas  où  les  deux  formes  sont 

«  n 

^\=^dxidyi,         B ,  =  m  (  a:', ,   .  .  . ,  y'„  )  ^  dx\  dy), 

le  problème  peut  être  résolu  com|)lèlemenl  (')  :  le  svsirme  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre,  <|ui  traduit 
les  conditions  d'intégrabililé,  et  le  système  de  Lamé,  auxquelles 
satisfont  les  fonctions /",,  sont,  en  effet,  complètement  intégraljles. 
L'élude  du  premier  système  permet  de  déterminer  la  fonc- 
tion m,  qui  a  la  forme 


La  =  i 


(  c/,  x'^  +  ca-+„  y'k  -+-  C  .r\.y'k  ) 


On  peut  par  une  transformation  convenable  annuler  les  c^,  Ckj^n', 
en  utilisant  alors  cette  fonction  pour  l'intégration  du  second  système 
et  en  a[)pliquantà  la  solution  générale  de  celui-ci  la  transformation 
la  plus  générale  à  coefficients  constants  qui  laisse  la  forme  diffé- 
rentielle invariable,  on  met  la  substitution  sous  la  forme 

x'i        y,"  V  ,         .      -    / 


Ce    sont    les     formules    de     V inversion    composée^    établies    par 
^L  Darboux  par  une  autre  voie  pour  n  =  3. 

Dans  le  cas  parliculier  où  m  se  réduit  à  (cn-x^'„)''',  on  obtient  la 
transfornialion  projeclive  qui,  par  la  même  voie  que  précédem- 
ment, s'exprime  par  les  formules 

x'.:  x'„        ri"  ^  .        .  ^ 


données  également  par  M.  Darboux  pour  n  =  3.  Le  cas  de  n  =  i 
conduit  à  la  théorie  de  la  repiésentation  conforme. 

(')  Pour  n  =  3,  ce  problème  n'est  autre  que  celui  qui  est  énoncé  au  début. 
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Tous  ces  résultiils  sont  exposés  dans  trois  Chapitres  concer- 
nant :  le  proMèine  général  relatif  à  B  et  B',  le  problème  spécial 
relatif  à  B,  <t  B', ,  l'étude  complète  du  cas  où  /?  =  3. 

M,  Gevkey. 


Encyclopédie  des  Scienciïs  mathématiques  purks  et  appliquées,  publiée 
sous  les  auspices  des  Académies  des  Sciences  de  Goltingue,  de  Leipzig, 
de  îMunich  et  de  Vienne,  avec  la  collaboration  de  nombreux  savants. 
Edition  française,  rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande,  sous 
la  direction  de  Jules  MOLK,  professeur  à  rilniversité  de  Nancy.  Tome  I 
(deuxième  Volume,  Fascicule  A),  Algèbre,  rédigé  dans  l'édition  alle- 
mande, sous  la  direction  de  F.  Mever;  Tome  I  (  quatrième  Volume,  Fas- 
cicule 4-),  Statistiquk,  Assurances,  Économie  politique,  rédigé  dans 
l'édition  allemande  sous  la  direction  de  F.  Mever;  Tome  II  (cin- 
quième Volume,  Fascicule  1  ),  Développements  en  série,  rédigé  dans 
l'édition  allemande  sous  la  direction  de  H.  Burkardt  et  W.  Wirtinger; 
Tome  IV  (deuxième  Volume,  Fascicule  1),  Mécanique  générale,  rédigé 
dans  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  F.  Klein  et  G.  II.  Muller; 
Tome  IV  (cinquième  Volume,  Fascicule!),  Systèmes  déformuu.es, 
rédigé  dans  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  F.  Klein  et  G.  II. 
MiJLLER.  —  Paris,  Gauthier-Villars;  Leipzig,  B.  G.  Teubner;  août  1911- 
juillet  191 2. 

Nous  nous  bornerons  à  signaler  l'apparition  de  ces  nouveaux 
fascicules  de  V Encyclopédie  (édition  française)  qui  sont  toujours 
rédigés  avec  le  même  soin  par  M.  Molk  et  les  collaborateurs  (|u'il 
a  su  se  choisir.  Le  plan  de  l'édition  allemande  était  largement 
conçu.  L'œuvre  entreprise  exigeait  des  ellbrls  considérables.  Nous 
avons  confiance  que  ces  efforts  ne  seront  pas  perdus  et  (|ne,  une 
fois  terminée,  V Encyclopédie  sera  de  nalure  à  rendre  de  grands 
services.  En  attendant,  nous  devons  nous  résigner  à  recevoir  des 
fascicules  qui  se  rappoitent  aux  diverses  parties  de  ce  grand 
Ouvrage,  sans  se  suivre  toujouis  les  uns  les  autres.  Cela  sans 
doute  était  ini'vitable.  Et  nous  devons  savoir  gré  aux  autcuis,  aux 
collaborateurs,  aux  éditeurs  de  la  peine  qu'ils  prennenl  poui-  nous 
et  du  zèle  qu'ils  apportent  dans  leur  travail. 

J.  C. 
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PIONGHON  (J.)-  ~  Notice  sur  la  Vik  iît  les  Travaux  de  Charles  Méray. 
(Extraite  tie  la  Re\'ue  bourguignonne  de  V Université  de  Dijon:  1912. 
t.  XXII,  11°  -i).  I  vol.  gr.  in-8.  avec  portrait,  iv-f58  pages.  Dijon,  impri- 
merie L.  Rlarchal,   \ç^\>.. 

Al.  J.  Pionclion,  qui  a  hien  réussi  à  faire  re\ivre  Cliarles  Méray 
comme  savant,  a  surtout  bien  dessiné  les  traits  les  plus  caractéris- 
tiques de  rhoninie.  Il  a  le  mérite  d'avoir  puisé  à  un  bon  nombre  de 
sources  de  renseignements;  il  a  reproduit  avec  tact  des  parties 
d'une  autobiographie  de  Méraj. 

Dans  les  deux  premiers  Chapitres,  il  donne  quelques  détails 
piquants  sur  les  études  de  1  enfant  et  de  l'adolescent.  Puis  il  a 
reproduit  textuellement  les  Notes  si  élogieuses  des  professeurs  et 
des  administrateurs  de  l'Ecole  JNormale  supérieure  sur  «  l'élève 
Méraj».  Enfin,  il  donne  d'intéressants  détails  sur  la  vie  universitaire 
de  Méraj,  qui  fut  professeur  d'Analyse  infinitésimale  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Dijon,  de  18^9  à  igoS.  Versla  fin  de  sa  carrière, 
le  1  I  décembre  1899,  Méray  eutl'honneur  d'être  élu  Correspondant 
de  l'Académie  des  Sciences. 

Le  Chapitre  III  de  cette  belle  Notice,  où  l'Auteur  parle  de  Méray 
comme  savant,  fourmille,  encore  plus  que  les  deux  premiers,  en 
citations  qui  montrent  la  continuité  et  V intensité  du  labeur 
scientifique  de  Méray.  M.  Pionclion  fait  ressortir  l'importance  des 
principales  publications  de  Méray  en  Analyse  infinitésimale  et 
montre  combien  ces  publications  étaient  appréciées  à  l'Etranger. 
Il  rapporte  les  propres  paroles  de  Méray  sur  les  vicissitudes  de  ses 
Nouveaux  éléments  de  Géométrie,  publiés  dès  18-4. 

Dans  le  Chapitre  I\  ,  M.  Pionclion,  qui  fut  le  confident  de  Méray 
pendant  plusieurs  années,  s'est  montré  plus  personnel  que  dans 
les  trois  précédents.  Il  a  des  termes  pénétranis  pour  nous  faire 
connaître  les  habitudes  et  les  opinions  de  l'homme,  l'ardeur  avec 
laquelle  Méray  se  fit  l'apôtre  et  le  défenseur  de  certaines  idées.  Il 
fait  nettement  ressortir  le  véritable  culte  que  Méi-ay  avait  voué  à 
l'amitié.  Ce  n'est  |3as  sans  émotion  qu'on  lit  les  belles  paroles  que 
Méray  a  écrites  sur  Ziegel,  avec  (pii  il  s'était,  à  l'Ecole  Normale, 
lié  pour  la  vie. 

Qu'il  me  soit  permis  d'ajouter  ici  un  souvenir  personnel.  Ziegel 
ne  tarissait  pas  quand   il    parlait  des   hautes   qualités   morales  et 
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intellectuelles  de  Charles  Méray.  Au  cours  de  nombreuses  et 
longues  conversations  que  j'eus  pendant  longtemps  a\ec  Ziegel, 
j"ai  pu  apprécier  le  caractère  si  loyal  et  si  franc  de  Méray  et  je  me 
suis  formé  la  conviction  que  Méray  est  une  des  illustrations  scien- 
tifiques de  la  France.  D'ailleurs,  celte  conviction  s'est,  par  la  suite, 
plus  fortement  ancrée  dans  mon  esprit,  lorsque  M.  Gaston  Darbonx, 
en  signalant  à  l'Académie  des  Sciences,  en  qualité  de  Secrétaire 
perpétuel,  la  dernière  édition  des  Noineaux  éléments  de  Géo- 
métrie de  Cliarles  Méray,  a  parlé  de  l'influence  exercée  à  TEtriinger 

et  en  France  par  les  idées  de  l'auteur. 

Er.  L. 


MÉLANGES. 


SUR  LES  DÉVELOPPEMENTS  DE  CAUCHY  EN  SÉRIES  D  EXPONENTIELLES 
ET  SUR  CERTAINES  IDENTITÉS  REMARQUABLES: 

Par  m.  Emile  PICARD. 


1.  Caucliv  a  donné,  comme  application  du  calcul  des  résidus,  des 
développements  remarquables  de  fonctions  de  variables  réelles  en 
séries  d'exponentielles  (').  Rappelons  d'abord  le  résultat  essentiel 
qu'il  a  obtenu,  en  utilisant  toutefois  quelques  notions  plus  récentes 
sur  la  théorie  des  fonctions  des  variables  réelles. 

Soient  7:(:;)  et  '^'(■s)  deux  fonctions  entières  (holomorphes 
dans  tout  le  plan)  de  la  variable  conq^lexe  z,  et  posons 

soient  aussi  x^^  et  :r,  deux  constantes   réelles  données  [X(^<C  Xy). 
Supposons  cjue  Ton  puisse  trouver  une  suite  de  circonférences  de 


(')  Les  Méiiioiri's  do   Ciiuclix    sur  ce  sujet  se  trouvont  cluns  sos  Œii<,Tes  com- 
plètes, i*  série,  t.  \  II. 
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rayons  T),  /'o,  ...,  /"«,  •••  grandissant  indéfiniment  avec  n,  telles 
(lue  le  point  :;  étant  dans  la  partie  du  [)lan  situé  à  droite  de  l'axe 
des  quantités  complexes  et  se  trouvant  sur  ces  circonférences,  on 
ait,  pour  n  infini. 


lim^iL)  =,,         lin,  ;^illi-^;u,  ^): 


(j"u<a7  <a"i), 


sauf  peut-être  pour  un  nombre  limité  de  directions  (plus  généra- 
lement de  directions  correspondant  à  des  angles  formant  un 
ensemble  de  mesure  nulle),  pour  lescpielles  toutefois  les  expressions 
|)récédentes  resteraient  inférieures  à  un  nombre  fixe. 

L'analyse  de  Cauchy  permet,  en  introduisant  certaines  préci- 
sions ('),  de  démontrer  le  résultat  suivant.  Désignons  par  )>  les 
diverses  racines,  supposées  simples,  de  léqualion  transcendante 

tAz)  =  o, 

et  représentons  par /(a?)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x^  à 
\ariation  bornée  (au  sens  de  M.  Jordan^.  On  a  [x  étant  com|)ris 
entre  ^o  et  ^\) 

(M        JrA^  +  o)-/ra7-o)]=-Vil^e>.:ry*    'e-a)./(,^)^u, 

la  sommation  s'étendant  aux  racines  A  de  "(:;)  :  c'est  la  série  de 
Cauchy.  Elle  comprend,  comme  cas  très  particulier,  les  séries  tri- 
gonoméiriques. 

2.  Dans  deux  Notes  récentes  (Comyo^e^z-e/zû^MS,  27  novembre  1911 
et  a  janvier  191  2),  M.  André  I^éauté  a  fait  sur  ce  sujet  des  remar- 
(pies  très  intéressantes.  11  introduit  d'abord  la  notion  à^inlervalle 
limite,  en  supposant  que,  z  étant  touj(nirs  dans  les  mêmes  condi- 
tions, on  ait 

lim  ^^  e-(x.-x,)  =  /.  li m  itll-^  e^^^^-^o)  =  L, 

-(z)  rJ-z.) 

(')  On  peut  consulter  mon  Traité  d'Analyse,  j"  édition,  t.  II,  p.  179.  Jy  sup- 
pose toutefois  que/(:r)  satisfasse  aux  conditions  classiques  de  Diriclilel  dans  la 
théorie  des  séries  trigonométriques.  On  peut  aisément  remplacer  ces  conditions 
par  la  condition  plus  large  de  la  variation  bornée. 
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/el  Lélantdeiix  constantes  finies.  Dans  ces  conditions,  la  série  f|ui 
forme  le  second  membre  de  (i)  est  égale  à 

f{X\  —  o) —   l  fixo-^  o) 
^^-— ! ^---^ (pour  3-  =  ri), 

et  égale  à 

/(:ro+o)  —  Lf(xi  —  o)  ,  . 

•■^—^ : : (pour    X  ^=  Xn). 

1 

M.  André  Léaiilé  a  ensuite  donné  une  autre  forme  à  la  série  de 
Caucliy,  dans  le  cas  o\\  fi^x)  a  une  dérivée  y*' (j;).  Pour  plus  de 
simplicité,  supposons  quey(.r)  elf'(^x)  sont  continues  de  x^di  j:,. 
Considérons  l'intégrale 

(H)  -L._  I^Alîl.    r    'elu-^,)f'^^)dii..dz 

prise  le  long  de  la  circonférence  deravon  /',;.  En  supposant  d'abord 
7t(o)  ^  o,  elle  est  égale  à 

Il  est  facile  de  voir  que  n  augmentant  indéfiniment,  l'intégrale  H 

devient 

—/{x)^/[xi). 


et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 


la  sommation  étant  toujours  étendue  aux  racines  X  de  îî(-;). 

Dans  le  cas  où  À  ^  o  est  une  racine  de  ^(c),  on  a,  par  une  analyse 
analogue,  la  formule 

(3)  /(^)=/<^.)-J-^^[/(^.)-/(^o)] 


la  sommation  ('-lant  étendue  aux  racines  de  r:{z)  (A  =  o  exclu  ),  el  J 
étant  une  conslanle  é":ale  à 


'^-i^X-f^-'"^' 
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où  \  t'st  le  résidu  pour  ::  :^  o,  de  l'expression 

jr77)[A^i)-A^o)]. 

Voici  la  circonstance  intéressanle  que  présentenl  les  formules  (2) 

et  (3): 

Tandis  que  la  formule  (i)  de  Cauchy  n^  était  pas  valable  pour 
les  extrémités  x^  et  x,,  la  formule  (2)  ou  la  formule  (3)  reste 
valable  pour  x  =  .r„  et  pour  x  =  Xf. 

Ce  résultat  est  donné  par  l'analyse  même  qui  a  conduit  aux  for- 
mules (2)  ou  (3). 

Après  avoir  exposé  l'année  dernière  (mars  1912)  ces  résultats 
dans  mon  cours  ('),  jai  comparé  direclement  les  formules  (2) 
ou  (3)  à  la  formule  (i).  On  est  ainsi  conduit  à  des  identités  assez 
curieuses  ne  renfermant  aucune  fonction  arbitraire;  c'est  ce  que 
je  vais  indiquer  rapidement. 

3.  Supposons  d'abord  que  tz(^z)  ne  s'annule  pas  pour  ::  =  o.  En 
intégrant  par  parties  les  intégrales  figurant  dans  (2)  et  en  se  servant 
de  (i),  on  a  une  équ;ition  où  f{xx)  et  fixo)  entrent  d'une  manière 
linéaire  et  homogène.  Conime  ces  xaleurs  sont  arbitraires,  on  en 
déduit  les  deux  identités 

y_li2iL,>.(x-.r.)=    y^. 


'Klr-T„)  = 


formules  qui  sont  valables  pour  x  entre  Xo  et  Xi,à  l'exclusion  des 
extrémités.  On  en  conclut  par  soustraction 

( 4  )  y  J^^r^  é>^^ [^(o)e ->-^.  +  7  (o)  e->-^o ]  =  o, 

développement  remarquable  en  série  d'exponentielles,  qui  est  va- 
li'ble  pour  toute  valeur  de  j:  comprise  entre  x^i  et  .Ti,  à  l'exclusion  des 
extrémités.  Il  est  aisé  de  montrer,  parla  même  analyse,  que  ce  déve- 


(')  Voir  aussi  ma  Noie  sur  le  même  sujet  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  (17  juin  lyia  ). 
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loppement  esl  égal  a  ^ — - —    pour  x  =  x^  et  a  --^ — '— — ^- — 

poui  .r^:r,.  On  a  donc  explicitement  une  série  cVexponen- 
tielles^  nulle  pour  toute  valeur  de  x  entre  x^>et  Xf,  et  différente 
en  général  de  zéro  aux  extrémités  de  cet  intervalle. 

4.  Passons  au  cas  où  zéro  est  racine  simple  de  7:(j).  On  est 
conduit,  par  une  analyse  analogue,  aux  formules 

\   ^X-'(A)  'tt'O.)  7t'(o) 

\    Mmi  \  TC  (X;  TT  (o)  7r'(o) 

la  sommation  étant  étendue  aux  racines  de  7:(3)(A  =  o  exclu).  Ces 
formules,  valables  entre  x,^  et  X|,  ne  sont  pas  valables  aux  extré- 
mités. On  en  conclut 

(6)     {x^—  xt  )  '-^r^  +y  ^"^  >,  '■    (g  '^-^^  -  e-^-^°)  g^-^  =  I         {xo<x<Xi), 

TZ  {O)  ^md  A  ~  (  A  ) 

Le  premier  membre  de  réquation  (6)  forme  donc  un  déve- 
loppement en  série  d' exponentielles^  cjui  est  égal  à  un  pour  x 

compris  entre  ^„  et  a:,  ;  //  est  égal  à  — ; —  pour  x  =  .r,  et  égal 
à  — ; — pour  X  =  Xqj  comme  le  montre  un  ccdcul  analogue. 

5.  Indiquons  deux  exemples  très  simples.  Tout  d'abord  la  série 
de  Fourier  correspond  à 

7r(s)  =  <?«-—!,  <|/(z)  =  — I  (a>o). 

r\  »  I        •    ■  I  1  (  2!  /?  -t-  I  )  r     p, 

Un   peut  prendre  ici    comme  rayon  r,,  la  valeur  —'   Ln 

'  '  '  Il 

|)renant  rintervaile  de  zéro  à  «,  on  a 

/  =  L  =  -  I . 

11  y  a  une  l'acine  nulle  jxuir  7c(:;);  les  formules  (5)  se  réduisent 
au  développement  rrigouométriquc  de  r,  et  b  s  termes  du  premier 
membie  de  (6)  sont  tous  nids,  sauf  le  premiei'  terme  (|iii  est  bien 
égal  à  un. 
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(<2  >  O,    /i  >  O). 

'\{z)  =  e^'^-{z  —  h)  ^     ,      ^     ; 


On  prendra  Xo  =  —  (7,  j;,^  +  a.  On  petit  poser  /„  =r  — -  el 
Ton  a  /  =  L  =  I .  Les  racines  de  ~(;)  sont  de  la  forme  ;j=a/,  les  y. 
étant  réels  et  racines  de  rcc|ualion 

(7)  tang,.+  -;i=o. 

C'est  l'équation  qui  s'est  présentée  à  Fourier  dans  le  prohlèiiie 
du  lefroidissemenl  d'une  sphère.  L'éf[ualion  (6)  fait  connaître  une 
expression  de  la  forme 

(8^  X  A„  cos[x„,r  +  B„  sin  [Ji„a", 

les  A  et  B  étant  des  constantes  faciles  à  calculer  el  la  sommation 
élanl  étendue  à  toutes  les  racines  positives  ijl,,  de  l'équation  ['j) 
(zé/o  compris).  Celle  expression  est  égale  à  /ni  pour  toutes  les 
valeurs  de  a:  entre  —  <7  et  +  «,  et  égale  à  zéro  pour  x  =  ±  a.  On 
en  déduit  immédiatement  une  expression  de  même  forme  jjrenant 
la  valeur  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  x  entre  —a  et  +  a  el  la 
valeur  un  pour  x  =^zt:  a. 

Comme  nous  pouvons  remplacer  x  par  j? -f- C,  C  étant  une 
conslanle,  nous  pouvons  encoie  dire  que  l'on  peut  trouver  un 
développement  de  la  forme  (8),  qui  est  égale  à  zéro  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro  et  ia^  et  qui,  pour  x  ^=  o 
et  X  ^  2a,  est  égal  à  un. 

G.  Le  problème  du  refroidissement  du  mur  conduit,  dans  un  cas 
particulier,  à  l'équation  (j).  On  sait  que  ce  problème  est  celui  de 
l'intégration  de  l'équation 

^  -  r  — 

avec  les  conditions  V  =fÇx),  pour  ^  :=  o,  et 

\ A  V  =  O         (pour  X  =  a,  quel  que  soil  t), 

^'^      1  z 

I h  H  V  =  o  (  pour  X  =  h,  quel  que  soif  t  ). 

\   Ox    ■ 

On  a  f/  <;/>;  g,  C,  h  et  H  sont  des  constantes  positives. 
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Posons  ^  ■=  A-.  En  cherchant  une  solution  de  la  forme 

on  trouve  ensuite 

(Voù 

y  =  M  cosk.v  -+-  N  sin  A\r. 

En  suhstiluant  dans  les  équations  (9),  on  a  deux  équalions  en 
M  et  N.  Par  rëlimination  de  ces  quantités,  il  vient 

A[_  A  sinA7  +  H  COSÂ/J  +  /([Acos/v7  +  IlsinA/]  =0, 
(on  fait  a  =  o,  b  =  l). 

Ainsi  A"  satisfait  à  l'équation 

lang(A7.)[H/j  ~  k^]  +  (H^  h)k  =  o 

Sans  étudier  celte  équation  au  point  de  vue  spécial  qui  nroccupe 
ici.  je  me  borne  au  cas  de  h  =  od. 

7.  Le  cas   particulier   /i  =  00  (c'est-à-dire  V  =  o   pour  x  ^=  a) 
donne  ré(|uation 

fif))  tangfA/) -t-  -pY  =  o 

H 

qui,  aux  noialions  |)rès,  est  l'équation  [y),  [^'apiilication  de  la 
méthode  de  Cauchj  conduit  à  développer  la  fonction  donnée /"(o:) 
(que  nous  supposons  continue)  sous  la  forme 

X  i\  sin  Aar, 

les  A"  étant  les  racines  positives  de  l'écpiation  (loV  Nous  groupons 
ainsi  les  termes  deux  à  deux,  et  rmlervallc  à  envisager  est  ici 
( — /,  +0-  ^-''^  fonction  _/(.r)  est  définie  setdcment  cnti»^  o  et  /. 
Nous  développons  ahjis  la  f(Hiction  E(j;)  définie  |)ar 

F{ar')  =      f{a)  (île  n  à  /), 

F(.r  )=:—/(— a-)         (deoà  — /). 

il    V   aura,  en   général,   disconlinnité  pour  j- =^  o  (à  moins  que 
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f{o)  =  o).  Nous  en  déduisons  le  développement 

(il)  /(j-;  =  S\„  sin(A„.r)         (entre  o  et  /). 

On  vérifie  facilement  cpie  ce  développement  est  ^  alahle  pour  x  =^  l 
(en  appliquant  les  formules  du  paragraphe  2  donnant  les  valeurs 
en  j"o  et  x^)^  mais  il  n'est  pas  valable  en  général  pour  ^=o.  Il 
serait  facile  d'obtenir  poiir/(^)  un  développement  de  la  forme  (8) 

f{x)  =  SA,,  cos( Jciix)  -h  B„  siii ( A-„:r j 

valable  entre  o  et  /,  les  valeurs  extrêmes  comprises;  il  suffirait 
d'ajouter  au  second  membre  de  (ii)le  développement,  indi(jué  à 
la  fin  du  paragraphe  précédent,  multiplié  pary(o). 


TRISEGTEUR  DU  D'  H.  GRASSET 
Par  ai.  C.  ROUBADDI. 


Cet  instrument,  imaginé  et  construit  par  le  D'  Hector  Grasset, 
de  Rouen,  réalise  la  division  exacte  dun  angle  en  trois  parties 
égales,  problème  qu'il  est  impossible  de  résoudre  avec  la  règle  et 
le  compas. 

Il  repose  sur  la  propriété  très  élémentaire  de  la  somme  des 
angles  d'un  triangle. 

L'appareil  se  compose  d'une  règle  EH  présentant  un  pivot  en 
son  centre  O,  lieu  de  fixation  d'un  losange  articulé  OAHC  dont 
un  coté  AB  est  astreint  à  se  mouvoir  dans  la  coulisse  d'une  règle 
EF,  laquelle  est  reliée  par  un  point  fixe  D  au  point  O  au  moven 
d'une  réglette  articulée  en  D  et  en  O. 

La  règle  EF  peut  glisser  par  son  extrémité  E  dans  une  coulisse 
de  la  règle  EH,  au  moyen  d'un  pivot  E. 

La  partie  de  droite  de  la  règle  EH  est  supprimée  dans  sa  moitié 
supérieure,  de  manière  que  la  partie  restante  soit  alignée  sur  l'axe 
EOX. 


lf)0 
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On 


OA  =  AB  =  BC  =  CO  =  CD  =  DE. 
Dans  ces  condilions,  il  est  (acile  (Je  voir  que,  pour  loiite  position 

de  l'appareil,  l'angle  GO  H  ou  a  est  le  tiers  de  l'angle  ÀOH.  En 
eiïel,  qnand  l'appareil  se  déforme,  OC  reste  parallèle  à  AB  et  par 

suite  à  EF  ;  liingle  AEH  e.>t  donc  égal  à  l'angle  GOH  ou  a. 

D'autre    part,   l'angle   AOH    extérieur   au    triangle   AOE    vaut 

AEO+OAE;    or   OAE  =  ADb,    et  ADO  =  2.DEÔ.   Donc 

Fis.    1. 


Enfin,  OB  étant  Itissectrice  de  l'angle  ÀOC,  il  s'ensuit  que  les 
droites  ()C  et  OB  divisent  l'angle  AOX  en  trois  parties  égales. 

Cela  posé,  soit  XOY  l'angle  qu'il  s'agit  de  |)arlager  en  Irois 
angles  égaux.  On  placera  OH  sur  le  côté  OX  :  en  O  esl  un  pivot 
à  ressort  cpii  pousse  une  aiguille  se  pointant  sur  le  sommet  de 
l'angle.  En  B  et  C  sont  des  pivots  semblables  à  aiguilles;  celui  de  R 
sert  de  bouton  de  manœuvre  pour  le  glissemenl. 

En  agissant  sur  ce  bouton,  on  amènera  OA  sur  le  second  c<'>té 
OY  de  l'angle,  en  maintenant  Olï  fixe  sur  le  premier  côté.  Il  ne 
reste  plus  rprà  appuver  sur  les  pivots  B  et  C  dont  les  aiguilles 
maïqucnl  !<•>  poMils  sur  l' pjqjier,  retirer  l'aj^parcd  el  joindre  0(i 
et  OH. 
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MARCHIS  (L.).  —  GoL'RS  d'Aéronautique  professé  a  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  —  Première  Partie  :  Statistique  et  Dynamique  des 
Ballons;  Résistance  de  l'air.  —  Deuxième  F*artie  :  Aérostation  r 
Étoffes  ;  Soupapes  ;  Filets  des  Ballons.  Aviation  :  Lois  expérimen- 
tales (Résistance  de  l'Air);  Expériences  récentes  de  MM.  G.  Eiffel 
et  Prandtl.  —  Troisième  Partie  :  La  Dynamique  expérimentale  des 
Fluides  dans  ses  rapports  avec  l'Aéronautique  et  V Hydronautique  : 
Etudes  expérimentales  des  hélices.  —  3  vol.  in-4''  lithographies  : 
439 -f-  iS-^ii  pages;  263 -i- 11  pages;  279 -;- 11  pages.  Paris,  H.  Dunod  et 
E.  Pinat,  1910,  1911,  1912. 

M.  L.  Marchis  est  rauteur  d'un  Traité  sur  La  Production  et 
V Utilisation  du  Froid,  que  nous  considérons  comme  un  chef- 
d'œuvre  d'exposition.  Toutes  les  publications  de  ce  savant 
portent  la  même  marque,  aussi  bien  son  remarquable  travail  sur 
les  Moteurs  à  essence  pour  automobiles  que  ses  Principes  de 
Thermodynamique  et  que  son  A'açire  aérien.,  recueil  de  ses 
leçons  d'Aéronautique  à  la  Facidté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
Le  Cours  d'Aéronautique^  qui  a  paru  il  y  a  quelque  temps  et 
qui  renferme,  autographiées,  les  leçons  faites  «î  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  en  1910,  191 1  et  1912,  nous  semble  digne  des 
œuvres  précédentes. 

Donner  une  idée  des  matières  traitées  dans  les  trois  Parties  de 
ce  Cours,  de  l'esprit  dans  lequel  ont  été  conçues  les  cinquante 
Leçons  qu'elles  contiennent,  est  une  tâche  agréable  que  nous  allons 
nous  efforcer  de  remplir. 

L 

Et  d'abord,  il  faut  qu'il  soit  entendu  que  le  savant  professeur 
d'Aviation  de  la  Sorbonne  n'a  nullement  prétendu,  en  publiant 
ses  Leçons,  mettre  au  jour  une  œuvre  purement  personnelle. 
S'abstenir  autant  que  possible  de  toute  spéculation  théorique, 
vu  l'état  actuel  de  la  science  dont  il  s'occupe,  a  constamment 
Bull,  des  Sciences  mathérn.,  2'  série,  t.  XXXV^II.  (Juin  igiS.)  11 
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été  sa  principale  préoccupation  et,  peut-être,  dans  certains  cas,  à 
propos  des  hélices,  notamment,  a-t-ii  un  peu  exagéré.  De  parti 
pris,  il  n'a  voulu  qu'exposer  aussi  clairement  que  possible  les 
résultats  expérimentaux  que  l'on  peut  considérer,  non  pas  comme 
définitifs,  mais  comme  suffisamment  acquis,  programme  modeste 
en  apparence,  et  cependant  d'une  exécution  délicate,  si  l'on  songe 
à  la  multitude  de  faits,  parfois  inexplicables  ou  contradictoires, 
qui  encombrent  déjà  les  archives  de  l'Aéronautique.  De  {)lus,  il 
lui  faut  éviter,  très  souvent,  de  prendre  trop  franchement  parti,  sa 
situation  officielle  lui  imposant  la  plus  grande  prudence.  Et  cepen- 
dant son  travail  serait  vain,  il  le  reconnaît  lui-même,  si,  en  fin 
de  compte,  il  n'arrivait  pas  à  épargner  à  l'ingénieur  aéronautique 
des  essais  souvent  minutieux,  longs  et  coûteux. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  pour  entreprendre,  en  se  mettant  en 
son  lieu  et  place,  les  recherches  capables  de  tenir  l'ingénieur  au 
courant  des  progrès  scientifiques  susceptibles  de  recevoir  une 
application  immédiate  dans  son  industrie,  et  parfois,  de  la  trans- 
former, l'auteur  du  Couru  cV Aéronautique  a  donc  dû  travailler 
de  façon  que  son  œuvre  fût  le  ("mit  d'un  constant  échange  d'idées 
entre  le  professeur  d'Lniversité  et  l'ingénieur,  entre  le  laboratoire 
et  le  chef  d'atelier. 

Mais  alors,  il  en  résulte  que  les  cinquante  Leçons,  dont  l'en- 
semble remplit  les  trois  Parties  de  ce  Cours,  sont  loin  de  consti- 
tuer un  véritable  Traité  d'Aéronautique,  comme  \ç.  Navire  aérien^ 
où  tout  est  parfaitement  ordonné  et  bien  à  sa  place.  Elles  se 
succèdent  un  peu  à  l'aventure  :  les  sujets  dont  elles  s'occupent 
portent  souvent  la  marque  des  préoccupations  du  moment;  le 
même  sujet  reparait  à  chaque  instant,  lantôt  dans  une  Partie, 
tantôt  dans  une  autre.  On  voit  qu'avant  tout  le  maître  a  voulu 
tenir  ses  élèves  au  courant  des  derniers  progrès,  ou,  plutôt,  des 
derniers  travaux  accom|)lis. 

Par  exemple,  le  lecteur  non  averti  qui,  après  avoir  lu  les  trois 
Leçons  (8'",  C)*",  lo")  consacrées,  dans  la  première  Partie  (if)io),  à 
la  Résistance  de  l'air,  et  s'en  être  pénétré,  croirait  posséder  cette 
question,  se  tromperait.  D'abord,  jxxir  une  part,  la  matière  de 
ces  Leçons  se  trouve  déjà  dans  le  Navire  aérien.  Ensuite,  il  aura 
encore  à  lire  les  six  Leçons  (i  i'",  i.i",  iV,  1 4'',  i  ^"j  1 6')  ayant  rap- 
port au  même  sujet  dans  la  deuxième  Partie  (191  i)  et,  enfin,  les 
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dÏN.  Leçons  (de  la  2*^  à  la  la*")  de  la  troisième  Partie  (1912),  Ce 
n'est  même  qu'arrivé  à  la  'j'^  I^eçon  de  cette  troisième  Partie, 
Leçon  où  sont  examinées  les  expériences  de  M.  de  Guiclie,  qu'il 
s'apercevra  que  tout  ce  qu'il  a  lu,  absorbé  ou  dio^éré  jusqu'alors 
n'a  encore  rien  de  définitif,  les  résultats  de  M.  de  Guiche  sur 
un  point  important^  l'existence  d'un  maximum  de  résistance  de 
l'air  au  mouvement  d'une  plaque  carrée,  dans  les  environs  de  40", 
semblant  infirmer  aussi  bien  ceux  de  M.  Eiffel  que  ceux  de 
MM.  Râteau,  Riabouchinski,  etc. 

D'ailleurs,  pour  se  faire  une  conviction  sur  la  valeur  des  deux 
méthodes  employées  pour  l'étude  de  la  résistance  de  l'air,  la  mé- 
thode directe  et  la  méthode  indirecte,  le  lecteur  doit  attendre  d'être 
parvenu  à  la  •2.'^  Leçon  de  la  troisième  Partie.  C'est  à  ce  moment 
seulement  que  M.  Marchis  croit  devoir  affirmer  que  le  déplace- 
ment d'un  corps  dans  l'air  immobile  (méthode  directe),  et  l'in- 
sufflation de  1  air  sur  ce  corps  (méthode  indirecte),  ne  donnent  pas 
nécessairement  naissance  à  des  phénomènes  identiques.  Admettre 
a  priori  que  la  méthode  d'insufflation  (méthode  du  tunnel)  puisse 
remplacer  les  expériences  de  plein  air,  lui  paraît  résulter  d'une 
application  superficielle  du  principe  de  relativité  (troisième  Partie, 
p.  i4  O*  "  Superficielle  »,  c'est  bientôt  dit.  Dusssions-nous  encourir 
les  foudres  de  M.  Marchis,  du  commandant  Raibaud  et  de  feu  Pon- 
celet,  nous  sommes  convaincus  que  pour  admettre,  comme  M.  Eiff'el 
et  beaucou])  d'autres,  i'ideiitité  forcée  des  phénomènes  dans  les 
deux  cas,  il  faut,  au  contraire,  avoir  profondément  médité,  pro- 
fondément réfléchi,  et  que,  ne  pas  l'admettre,  c'est,  pour  ainsi 
dire,  nier  le  principe  de  relativité,  alors  que  son  application,  en 
pareille  matière,  n'est  f|u'une  application  parfaitement  raisonnée 
du  ((  principe  de  la  raison  suffisante  ».  Seules,  des  expériences 
nombreuses,  variées,  pourraient,  par  des  résultats  extrêmement 
discordants,  établis  d'une  façon  rigoureuse,  nous  faire  apercevoir 
(ce  qui  semble  bien  paradoxal,  a  priori)  c^uW  j  a  une  raison  suffi- 
sante pour  f|ue  les  choses  se  passent  difléremment  à  l'air  libre  et 
dans  le  tunnel.  Mais  où  sont,  pour  l'instant,  ces  expériences  nom- 
breuses, variées,  rigoureuses?  JI  est  certain  que  M.  de  Guiche,  à 
la  suite  d'expériences  exécutées  sur  de  grandes  surfaces,  non  seu- 
lement est  en  désaccord,  sur  bien  des  points  secondaires,  avec 
M.  Eiflel,  mais  ne  retrouve  même  pas,  aux  environs  de  l'incidence 
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de  4o'^-  ^6  maxitmini  dont  nous  avons  parlé  tout  à  1  heure.  Par 
contre,  les  résultats  de  M.  de  Guiche  sont,  d'une  façon  générale, 
infirmés,  ou  presque,  par  les  expériences  faites  tout  récemment, 
en  plein  air  aussi,  et  sur  de  grandes  surfaces,  à  l'Institut  aéro- 
technique  de  Saint-Cjr.  Les  comparaisons  entre  les  résuhats 
obtenus  dans  cet  établissement  et  dans  le  laboratoire  de  M.  Eifïel 
à  x\uteuil  ont  donné,  en  effet,  un  bon  accord  général  dans  l'alluie 
des  résultats  :  ainsi,  la  poussée  trouvée  à  Saint-Cyr  n'est  qu'un 
peu  plus  grande  que  celle  trouvée  à  Auteuil,  et,  quant  aux  pres- 
sions et  dépressions  sur  les  deux  faces  des  surfaces,  c'est  tout  au 
plus  si  les  dépressions  trouvées  à  Saint-Cjr  sur  la  lace  supérieure 
dépassent  légèrement  celles  trouvées  au  ventilateur. 

Il  est  donc,  en  détinilive,  parfaitement  permis  désormais 
d'admettre,  avec  les  plus  grandes  chances  de  ne  pas  commettre 
d'erreurs  graves,  que  les  deux  métliodes,  la  directe  (plein  air), 
l'indirecte  (méthode  du  tunnel  ou  du  ventilateur)_,  se  valent  à  très 
peu  près,  comme,  au  surplus,  l'indique  la  comparaison  des 
résultats  obtenus  par  le  commandant  Dorand  sur  un  aéroplane  en 
plein  vol  avec  ceux  qu'a  donnés,  à  Auteuil,  l'étude  d'un  petit  mo- 
dèle de  cet  aéroplane.  Mais,  tout  de  même,  il  faut,  bien  entendu, 
soigneusement  se  garder  de  croire  que  de  la  concordance  des  résul- 
tats obtenus  à  Saint-CAr  et  à  Auteuil  découle  fatalement  cette 
conséquence  que,  dans  tous  les  cas,  la  méthode  des  petits  modèles, 
les  seuls  que  l'on  puisse  étudier  au  tunnel,  soit  toujours  suscep- 
tible de  donner  des  résultats  applicables  aux  corps  en  vraie  gran- 
deur :  ce  serait  méconnaître  complètement  les  effets  dus  au  frotte- 
ment. Comme  le  dit  très  bien  Al.  Maurain,  il  y  a  là,  sûrement,  une 
question  d'espèce,  de  forme,  si  l'on  préfère. 

Puisque  nous  venons  de  parler  de  la  méthode  des  petits 
modèles,  faisons  encore  remarquer,  afin  de  montrer  par  un  second 
exemple  le  désordre  apparent  cpii  règne  dans  le  Cours  d' Aéro- 
nautique, que  le  lecteur  <|ui  a  en  mains  cet  intéressant  Ouvrage 
et  désire  être  renseigné  à  peu  près  complètement  sur  ce  si  délicat 
et  important  problème  :  «  Le  passage  des  résultats  que  donnent 
les  expériences  faites  sur  de  petits  modèles  aux  appareils  en  vraie 
grandeur  »,  se  voit  dans  l'obligation  impérieuse  d'en  consulter 
successivement  les  trois  Parties.  La  question  est,  en  effet,  abordée 
une  piemièie  fois  dans  la  première  Partie  (i()"".  \~''  et  18'' Leçons), 
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à  propos  des  travaux  du  colonel  Cli.  Renard  et  du  capitaine  Crocco, 
de  la  Brigata  specialisti  de  Rome,  sur  la  Dynamique  des  diri- 
geables. M.  Marchis  v  revient  et  l'examine  alors  avec  plus  d'am- 
pleur dans  la  deuxième  Partie  (iS*^  et  i6^  Leçons)  à  propos  des 
aéroplanes.  Il  insiste,  cette  fois,  sur  les  eft'ets  du  frottement  qui, 
pour  des  surfaces  semblables,  sont  loin  d'être  pratiquement  soumis 
à  la  loi  de  proportionnalité,  en  même  temps,  d'ailleurs,  qu'il  signale 
V  influence,  trop  longtemps  négligée  par  les  expérimentateurs^ 
qu  exercent  les  unes  sur  les  autres  les  diverses  parties  d'un 
appareil  volant.  Puis,  trouvant  ce  qu'il  a  dit  encore  insuffisant, 
l'auteur  reprend  ce  sujet  dans  la  troisième  Partie  (i"^,  4'»  o*^  et  6*^ 
Leçons)  et  appelle  l'attention  sur  les  expériences  du  comman- 
dant Dorand,  dont  il  vient  d'être  question  à  l'instant. 

Enfin,  comme,  tout  naturellement,  l'étude  de  la  détermination 
des  coefficients  d'homothétie,  permettant  de  passer  d'un  petit 
modèle  à  un  appareil  de  grandeur  normale,  devait  entraîner  le 
savant  professeur  à  élargir  sur  ce  point  son  programme,  à  joindre 
l'Hydronautique  à  l'Aéronautique,  au  moins  en  ce  qui  concerne  la 
résistance  des  fluides  liquides  au  mouvement  d'un  corps,  et  qu'il 
n'y  a  pas  manqué,  il  arrive  ceci  :  c'est  que  le  lecteur  qui  avait 
passé  peut-être  légèrement  sur  les  expériences  du  capitaine  Crocco, 
faites  avec  des  modèles  réduits  en  bois,  que  l'on  plonge  dans  l'eau 
d'un  grand  bassin  (i""*^  Partie,  p.  3()2),  dans  le  but  de  déterminer 
expérimentalement  les  trois  éléments  de  la  DAnamique  du  diri- 
geable, ne  commence  à  soupçonner  l'importance  de  ce  mode  de 
procéder,  employé  cependant  il  y  a  déjà  longtemps  par  Ch.  Renard 
et  Krebs,  que  page  243  de  la  deuxième  Partie.  C'est  alors  seule- 
ment, en  effet,  qu'on  lui  parle  pour  la  première  fois  des  travaux 
de  Froude.  Encore  lui  faut-il  arriver  aux  12^  et  iS*"  Leçons  de 
la  troisième  Partie,  consacrées  à  la  Fiésistance  de  l'eau,  pour  se 
rendre  enfin  compte  de  ce  que  \aut  réellement  la  méthode  du 
célèbre  ingénieur  anglais  et  des  secours  de  tout  premier  ordr<i 
que  l'Aéronautique  peut  et  doit  attendre  désormais  de  l'Hydro- 
nautique. 

N'insistons  pas  davantage  sur  ces  défauts,  d'ailleurs  inévitables 
(nous  en  avons  donné  la  raison),  du  Cours  d'Aéronautique  et 
ellorçons-nous  maintenant,  à  défaut  de  Table  analytique,  de 
donner  une  idée  des  richesses  qu'il  contient. 
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Le  nivellement  barométrique  est  l'objet  de  la  a*"  Leçon  (pre- 
mière Partie)  du  Cours  cV Aéronautique^  la  première  n'étant 
qu'une  leçon  d'Introduction  où  le  professeur  a  tenu  à  exposer 
la  façon  (il  en  a  été  cpiestion  plus  liaut)  dont  il  conçoit  l'enseigne- 
ment de  l'Aéronautique  dans  une  Université.  Le  lecteur  remarquera, 
dans  cette  seconde  Leçon,  un  court  exposé  de  la  méthode  des 
tranches^  imaginée  par  Teisserenc  de  Bort  et  appliquée  actuelle- 
ment dans  tous  les  observatoires  météorologiques  pour  le  calcul 
des  hauteurs  atteintes  soit  par  les  ballons-sondes,  soit  par  les 
cerfs-volants.  Regrettons  que,  pour  rassurer  certains  esprits 
timorés,  M.  Marchis  n'ait  rien  dit  sur  les  erreurs,  très  légères 
d'ailleurs,  que  l'on  peut  commettre  dans  le  calcul  de  la  hauteur 
atteinte  par  un  ballon-sonde  ou  un  aéroplane  animés  d'un  rapide 
mouvement  de  translation,  lorsqu'on  néglige  le  trouble  du  milieu 
dans  lequel  les  baromètres  sont  plongés,  milieu  dont,  malgré  les 
précautions  prises,  ils  subissent  toujours  l'influence. 

J^es  cinq  Leçons  suivantes  (3'',  4'»  ^'^i  ^'^i  7*^)  ont  Irait  à  la  Sta- 
tique du  ballon  libre.  Notons,  dans  ces  Leçons,  l'étude  consacrée 
aux  deux  procédés  que  l'on  peut  emplover  pour  combattre  l'insta- 
bilité naturelle  suivant  la  verticale  des  appareils  volants  de  ce 
genre  :  i°  l'emploi  du  ballonnet;  a"  celui  d'une  manche  d'appen- 
dice très  courte,  ce  dernier  proposé  par  le  capitaine  Do.  Mention- 
nons, en  passant,  le  théorème  découvert  par  cet  officier,  théorème 
qu'il  a  baptisé  du  nom  de  second  paradoxe  aérostatique. 

Les  8",  9*^  et  lo"  Leçons  sont  consacrées  à  l'étude  de  la  Résis- 
tance de  l'air  (il  y  a,  dans  la  suite,  douze  Leçons  réservées  au 
même  sujet).  Elles  relatent  d'abord  les  premières  expériences 
failes  par  M.  Eiflel  sur  des  corps  en  chute  libre,  expériences  déjà 
décrites  dans  le  Navire  aérien^  et  rappellent  ensuite  au  lecteur 
les  expériences,  déjà  anciennes,  de  Caillelet  et  Colardeau,  de 
l'abbé  Le  Dantec.  M.  Marcliis  n'oublie  pas,  en  passant,  les  inlé- 
ressanls  essais  de  M.  Canovetti,  sur  lesquels  il  revient  dans  la 
deuxième  Partie  (p,  122),  et  arrive  enfin  aux  imporlanls  travaux 
de  MNL  Raleau  d'une  part,  liiabouchinsk\ ,  de  l'autre,  exécutés 
par  la  méthode  du  tunnel.  C'est  à  ce  moment  Cju'il  parle,    pour  la 
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première  fois  (p,  211)  du  tube  de  Pitol,  dont  l'élude  complète 
n'est  abordée  que  dans  la  troisième  Partie  (2"  et  3"  Leçons). 
Alors,  seulement,  il  s'étend  sur  les  modifications  successives 
dont  cet  appareil  a  été  l'objet  :  d'abord,  le  tube  de  Darcj,  ses 
différentes  variantes,  le  procédé  de  tarage  du  capitaine  Crocco, 
puis  l'explorateur  tournant  du  même  officier,  (|ui  lui  a  servi  à 
déterminer  la  vitesse  du  courant  d'air  en  divers  points  de  la  région 
située  derrière  une  hélice.  C'est,  du  reste,  dans  ces  deux  leçons 
de  la  troisième  Partie  que  l'on  trouvera  décrits  l'anémomètre  de 
l'infatigable  oflicier  italien,  l'emploi  qu'a  fait  le  commandant 
Dorand  du  tube  Venturi  pour  mesurer  la  vitesse  relative  de  son 
aéroplane-laboratoire,  etc. 

Mais  revenons  à  nos  trois  Leçons  (8*^,  çf^  10"). 

Il  est  impossible  que  le  lecteur  n'y  prenne  intérêt  à  la  des- 
cription des  appareils  de  M.  Râteau  et  de  M.  Riabouchinsky 
(laboratoire  de  Koutchino),  à  l'étude  consacrée  aux  premières 
expériences  de  M.  Eiffel  par  la  méthode  du  tunnel,  expériences 
exécutées  dans  son  ancien  laboratoire  du  Ghamp-de-Mars,  rem- 
placé aujourd'hui  par  celui  d'Auteuil.  Après  avoir  pris  note  des 
résultats  acquis,  particulièrement  par  M.  Eiffel,  à  propos  des 
déplacements  du  centre  de  poussée,  de  la  résistance  des  carènes, 
de  la  distribution  des  pressions,  après  avoir  surtout  étudié  avec 
soin  le  paragraphe  111,  relatif  aux  surfaces  courbes  inclinées,  il 
arrivera  à  la  1 1''  Leçon. 

Cette  Leçon,  qui  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement  de  régime 
d'un  aéroplane,  ne  présente  rien  de  bien  particulier.  De  même,  les 
deux  suivantes  (12''  et  iS'^),  consacrées  à  la  Dynamique  du  ballon 
libre.  Notons,  cependant,  dans  ces  dernières,  le  passage  consacré 
(p.  820)  aux  principales  ascensions  aéronautiques  exécutées  en 
pays  de  montagnes. 

Les  14"  et  t5''  Leçons,  ayant  trait  à  la  Vitesse  propre  des 
machines  volantes,  sont  d'une  importance  praticpie  et  de  tout 
premier  ordre.  Ce  sujet,  comme  le  Mouvement  de  régime  d'un 
aéroplane,  a  déjà  été  étudié  dans  le  Navire  aérien^  mais  il 
méritait  de  l'être  à  nouveau  :  1°  parce  que  la  vitesse  propre  d'un 
navire  aérien  est  un  problème  constamment  à  l'ordre  du  jour 
depuis  la  multiplication  des  voyages  en  dirigeables  et  des  vols  en 
aéroplanes;   2"   parce   qu'il    n'y  a   peut-être   pas   de  question   en 
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Aéronautique  à  propos  de  laquelle  les  personnes  qui  passent 
pour  les  plus  instruites  n'aient  émis  les  plus  grosses  erreurs  :  le 
principe  de  relativité,  en  effet,  y  est  en  jeu  et  ce  principe,  d'un 
ënoncé,  à  la  vérité,  si  facilement  compréhensible,  est,  très  souvent, 
îiifficile  à  appliquer.  Le  lecteur  attentif  apprendra,  en  lisant  ces 
pages,  à  faire  la  différence  entre  la  vitesse  propre  suivant  la  tra- 
jectoire décrite  et  la  vitesse  pratique.  Il  comprendra  alors  les 
inconvénients  que  peuvent  présenter  les  mesures  directes  au  moyen 
d'anémomètres  (indicateurs  de  vitesse)  ou  de  ballons-loch,  et  leur 
préférera  les  méthodes  indirectes  :  aller  et  retour  dans  le  lit  du 
vent,  piste  rectiligne,  piste  circulaire,  proposée  par  R.  Soreau,  et 
enfin,  la  méthode  de  la  piste  polygonale,  due  au  lieutenant-colonel 
Paul  Renard,  toutes  méthodes  que  M.  Marchis  expose  avec  sa 
clarté  habituelle.  Pour  le  ballon-loch,  on  devra  revenir  aux  Leçons 
précédentes  (p.  332). 

Nous  avons  déjà  dit  que  la  Dvnamique  des  ballons  dirigeables 
fait  l'objet  des  i6*^,  i';'^  et  i8^  Leçons  de  cette  première  Partie.  Ces 
trois  Leçons  sont  peut-être  les  plus  difficiles  à  lire  de  tout  le  Cours, 
t^urtout  l'exposé  des  travaux  par  lesquels  le  capitaine  Crocco  a 
■complété  et  corrigé  si  heureusement  ce  qu'avait  écrit  sur  ce  sujet 
le  colonel  Ch.  Renard.  Seulement,  il  nous  faut  avertir  immédiate- 
ment le  lecteur  que  plus  loin,  dans  la  troisième  Partie  (p.  loi),  on 
revient  encore  aux  dirigeables.  On  y  trouve,  en  effet,  soigneuse- 
ment exposées  :  i**  des  expériences  fort  intéressantes  sur  des 
modèles  de  dirigeables,  exécutées  au  laboratoire  de  Gotlingen  et 
nui  ont  ceci  de  particulier  qu'elles  donnent  une  fois  de  plus  raison, 
après  Ch.  Renard  et  Krebs,  aux  partisans  du  gros  bout  à  l'avant; 
^°  les  expériences,  d'une  importance  capitale,  entreprises  par  la 
Société  Zeppelin  sur  un  de  ses  dirigeables  les  plus  récents,  expé- 
riences qui  fournissent  directement  le  coefficient  de  résistance 
de  cette  énorme  machine  en  marche  horizontale. 

Passons  à  la  deuxième  Partie  (i()i  i). 

A  moins  d'être  du  métier,  il  est  difficile  de  prendre  plaisir  à  la 
lecture  des  huit  premières  Leçons  de  ce  Volume  :  les  Etoffes,  les 
Soupapes,  les  Filets  des  ballons,  tout  cela  n'a  rien  de  bien 
attrayant,  sauf  toutefois  l'élude  du  guide-rope,  que  Ton  trouvera 
page  io5. 

Occupons-nous  un  peu  plus  spécialement  des  six  Leçons  (9*^, 
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10",  I J*',  12*",  10'',  1 4')  consacrées  encore  à  Tétiifle  de  la  Résistance 
de  l'air. 

C'est  dans  les  deux  premières  que  se  trouvent  sominairement 
décrites  les  curieuses  expériences  de  M.  Canovetli,  à  Tair  libre,  à 
l'aide  d'un  câble  servant  de  plan  incliné,  ainsi  qu'un  court  aperçu 
sur  celles  de  l'abbé  Le  Dantec,  qu'une  courte  critique  ramène  à 
leur  juste  valeur.  (Test  aussi  dans  ces  Leçons  que  l'on  verra 
exposés  les  principes  des  diverses  méthodes  employées  actuellement 
pour  l'étude  de  la  Résistance  de  l'air,  méthodes  dont  il  a  déjà  été 
question  dans  la  première  Partie  de  ce  compte  rendu.  D'abord  les 
méthodes  directes  :  le  corps,  placé  dans  l'air,  est  animé  soit  d'un 
mouvement  rectiligne,  soit  d'un  mouvement  circulaire  (méthode 
du  manège),  soit  encore  d'un  mouvement  pendulaire,  procédé  que 
l'on  a  déjà  vu  servir  au  capitaine  Crocco  dans  ses  expériences  sur 
les  dirigeables  (première  Partie,  p.  39.5).  Puis  la  méthode  indi- 
recte, la  méthode  du  tunnel,  à  propos  de  laquelle  l'auteur  nous  fait 
connaître  l'installation  de  la  Brigata  specialisli  à  Rome,  celle 
de  M.  Prandlt  à  Gottingen,  et,  enfin,  la  façon  ingénieuse  dont 
M.  Eiffel  a  su  réaliser,  pour  la  plus  grande  commodité  des  expé- 
riences, un  cylindre  d'air  non  limité  par  des  parois  solides. 

On  aborde  alors  les  1 1'',  i  a*^,  iS*^  et  \^^  Leçons. 

M.  Marchis  s'y  occupe,  pour  la  première  fois,  de  l'existence  du 
maximum  de  pression,  aux  environs  d'un  angle  d'attaque  de  4o", 
dans  le  cas  d'une  plaque  carrée.  Ce  fait,  signalé  avant  M.  Eiffel, 
est  nié  par  M.  de  Guiche  opérant,  il  'est  vrai,  sur  d'assez  grandes 
surfaces.  Nous  avons  déjà  parlé  de  ces  résultats  contradictoires 
donnés  par  des  expériences  qui  semblent  bien  faites,  d'un  côté 
comme  de  l'autre. 

A.près  viennent  les  nombreuses  expériences,  toujours  de  M.  Eiffel, 
sur  les  multiples  questions  qui  peuvent  préoccuper  les  construc- 
teurs de  machines  volantes  :  résistance  des  carènes,  des  câbles, 
effets  de  l'envergure  et  de  la  courbure  des  surfaces,  représentés 
parles  diagrammes  polaires  que  tout  le  monde  connaît  aujour- 
d'hui. Puis  des  études  comparées  sur  les  Monoplans  et  les  Riplans 
au  point  de  vue  poussée,  dont  la  suite  se  trouve  dans  la  troisième 
Partie  (p.  122)  où  le  lecteur  pourra  se  mettre  au  courant  des  résul- 
tats expérimentaux  obtenus  en  ce  ({ui  concerne  les  surfaces  en 
tandem^  les  plans  décalés^  etc. 
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Mais,  avant  d'ari'iver  à  celte  troisième  Partie,  n'oublions  pas  de 
mentionner  l'étude  expérimentale  des  Ailes  d'aéroplanes  qui  occupe 
les  deux  dernières  Leçons  de  la  seconde  Partie,  étude  où  l'on  exa- 
mine comment  il  faut  procéder  au  choix  d'une  forme  d'aile  dans 
un  projet  d'aéroplane,  et  enfin  (il  a  déjà  été  signalé  plus  haut),  le 
paragraphe  où  l'on  examine  le  moyen  de  passer  des  résultats  d'ex- 
périences sur  un  petit  modèle  à  un  aéroplane  de  grandeur  normale 
semblable  au  modèle  étudié. 

La  troisième  Partie  (191 2)  débute  par  un  exposé  magistral 
(i'"''  Leçon)  de  la  Similitude  en  Mécanique,  exposé  où  l'on  fait 
loucher  du  doigt  les  difficultés  que  présente  l'application  du  théo- 
rème de  Newton  dès  que  l'on  tient  compte  des  effets  du  frottement. 

Viennent  ensuite  les  deux  Leçons  (2^  et  3^)  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  et  où  l'on  expose  les  modes  expérimentaux  employés 
dans  la  mesure  de  la  Résistance  des  fluides  en  général.  C'est  page  42 
qu'on  y  trouvera  décrit  le  dispositif  dont  M.  de  Guiche  s'est  servi 
pour  déplacer  un  corps  dans  l'air.  Les  trois  Leçous  suivantes  (4*", 
.y,  6*-")  sont  consacrées  plus  spécialement  à  l'examen  des  divers  dis- 
positifs emplovés  pour  mesurer  cette  résistance.  A  propos  du  dis- 
positif de  M.  de  Guiche,  appelons  l'attention  sur  la  façon  ingé- 
nieuse dont,  à  l'aide  de  la  photographie,  cet  expérimentateur 
détermine  d'un  seul  coup  les  pressions  en  des  points  multiples 
d'une  même  surface,  alors  que  M.  Eifï'el  les  mesure  séparément, 
point  par  point.  La  mesure  globale  de  la  traînée  et  de  la  poussée, 
telle  qu'elle  est  pratiquée  à  Sainl-Cyr,  la  description  du  dispositif 
et  de  la  balance  employées  dans  cet  établissement,  celles  du  labo- 
ratoire d'Auleuil,  de  l'appareil  employé  par  M.  Lafay  pour  la  déter- 
mination directe  du  taux  de  sustentation  d'un  aéroplane,  du 
tunnel  de  M.  Bollzmann  el  de  sa  balance,  méritent  d'attirer  Tatten- 
tion  du  lecteur,  tout  comme,  après,  l'exposé  des  dispositifs  adoptés, 
à  l'imitation  de  ^L  J.  Legrand,  par  le  capitaine  Olive  el  le  com- 
mandant Dorand,  dans  le  but  d'arriver  à  effectuer,  sur  un  aéro- 
plane en  plein  vol,  des  mesures  aussi  précises  que  possible. 

l^a  -'■  Leçon  est  consacrée  aux  expériences  de  M.  de  Guiche 
el  aux  résultais  qu'elles  lui  ont  donnés.  C'est  page  10-  que 
le  lecteur,  en  examinant  la  figure  69,  pourra  constater  que  le 
maximum  de  poussée  totale  observé  |)ar  AL  Eiffel  aux  environs 
de  4"",  n  a  [)as  été  rencontré  par  AL  de  Guiche. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  171 

Nous  avons  déjà  parlé  du  contemi  des  8''  et  (f  Leçons.  Outre 
les  expériences  de  M.  Eiffel  sur  les  biplans,  les  surfaces  en 
tandem,  etc.,  on  y  trouve  de  nouveaux  renseignements  sur 
l'influence  de  l'envergure,  de  l'épaisseur  des  ailes,  des  courbures 
particulières  que  certains  constructeurs  se  plaisent  à  leur  donner; 
puis  un  court  exposé  des  études  faites,  toujours  par  M.  Eiffel,  sur 
des  modèles  réduits  d'aéroplanes  tels  que  le  jNieuport,  le  Tatin- 
Paulban,  etc.  Enfin,  à  propos  des  expériences  du  commandant  Do- 
rand  sur  un  aéroplane  en  plein  vol,  expériences  que  nous  avons 
déjà  signalées,  et  de  celles  exécutées  sur  un  modèle  de  cet  aéro- 
plane, à  Auteuil,  le  lecteur  y  apprendra  avec  satisfaction  que,  dans 
le  cas  de  cet  aéroplane,  les  coefficients  de  traînée  et  de  poussée 
mesurés  au  ventilateur  ont  donné  immédiatement  les  valeurs  de 
ces  coefficients  pour  l'aéroplane  de  grandeur  normale,  résultat 
encourageant  pour  l'avenir. 

Les  10*  et  1 1*^  Leçons  s'occupent  encore  de  la  R.ésistance  de 
l'air.  On  y  traite  des  résultats  trouvés  par  divers  expérimen- 
tateurs :  MM.  Maurain  et  Toussaint,  de  l'Institut  de  Saint-Cvr, 
M.  Prandlt  et  ses  collaborateurs,  MM.  Béjeuhr  et  Foppl,  du  Labo- 
ratoire de  Guttingen,  etc.  On  y  verra  que  M.  Prandit  arrive  à  se 
trouver  à  peu  près  d'accord,  toujours  pour  cette  fameuse  incidence 
de  4o",  avec  M.  Râteau  qui,  sans  nier,  comme  M.  de  Guiclie.  l'exis- 
tence de  phénomènes  particuliers  aux  environs  de  cette  incidence, 
est  cependant  en  complet  désaccord  avec  M.  Eiffel  sur  leur  façon 
d  être,  ce  qui  donne  à  penser  que  ce  dernier  pourrait  bien  s'être 
trompé.  Quant  aux  collaborateurs  de  M.  Prandlt,  ils  se  sont  parti- 
culièrement occupés  (p.  147)  de  l'influence  que  peut  avoir  la 
forme  du  contour  de  1  aile,  et  arrivent  à  cette  conclusion  qu'en  fin 
de  compte,  au  point  de  vue  poussée  et  traînée,  toutes  les  voilures 
se  valent,  affirmation  un  peu  paradoxale,  au  premier  abord. 
\'iennent  ensuite  les  études,  toujours  faites  à  Goltingen.  sur  un 
gouvernail  de  profondeur  placé  derrière  une  voilure  portante,  puis 
celles  relatives  aux  dirigeables,  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Les  12"  et  i3^  Leçons,  sur  la  Résistance  de  l'eau  au  mouve- 
ment des  corps  c|ui  y  sont  plongés,  ne  présentent  rien  de  bien 
particulier.  Nous  nous  en  sommes  déjà  occupés.  Si  nous  y 
revenons,  c'est  pour  insister  encore  une  fois  sur  ce  fait  que,  peu  à 
peu,  M.  Marchis  s'est  trouvé  entraîné  à   s'occuper  sérieusement 
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(rHvclix)naulique,  qu'il  a  compris  et  a  voulu  faire  comprendre  à  ses 
auditeurs,  à  ses  lecteurs,  que  ces  deux  sciences,  rAéronaulique  et 
l'Hydronautique,  ne  peuvent  pas  être  séparées  l'une  de  l'aulre.  H 
V  a  longtemps,  d'ailleurs,  que  nous  pensons  que  l'Aéronautique, 
ou,  mieux,  la  Navigation  aérienne,  n'aurait  qu'à  gagner  à  faire 
a)ipel.  pour  la  résolution  des  problèmes  qui,  chaque  jour,  en 
nombre  de  plus  en  plus  grand,  se  dressent  devant  elle,  à  l'expé- 
rience pratique  des  marins,  à  la  science  des  ingénieurs  de  la 
Marine. 

Les  trois  dernières  Leçons,  consacrées  aux  études  expérimen- 
tales sur  les  Hélices  aériennes,  que  Ion  doit  à  MM.  Eiffel, 
Riabouchinsky.  au  commandant  Dorand,  à  la  Bri^ata  specia- 
listi\  etc.,  contiennent  un  certain  nombre  de  résultats  qui,  sûre- 
ment, ne  sont  pas  définitifs,  mais  qu'il  est  l)on  de  connaître. 
Appelons  l'attention  sur  l'appareil  employé  à  Auteuil  pour  la 
mesure  de  la  poussée  et  de  la  puissance  effective  d'une  hélice,  sur 
la  comparaison,  faite  par  le  commandant  Dorand,  des  résultats 
obtenus  par  M.  Eiffel  travaillant  sur  un  modèle  réduit  d'hélice 
Drzewiecki  avec  ceux  que  donne  la  même  hélice  de  grandeur  nor- 
male, comparaison  doù  il  semble  résulter  qu'on  peut,  parfois, 
comme  pour  un  aéroplane,  déduire  de  l'étude  d'un  modèle  d'hélice 
le  fonctionnement  de  l'hélice  elle-même.  Pour  finir,  mentionnons 
le  paragraphe  II,  page  222,  consacré  à  des  études  sur  les  hélices 
marines  :  c'est  encore  de  l'Hjdronautique. 

III. 

Il  serait  oiseux  et  puéril  d'énumérer  tout  ce  qu'il  faudrait  lui 
ajouter  pour  faire  du  Cours  d'Aéronautique  un  traité  complet. 
On  peut  se  lier,  jK)ur  l'achèvement  de  celte  œuvre,  à  M.  Marchis, 
à  sa  puissance  de  travail,  à  sa  science,  à  sa  conscience  bien 
connues.  Quant  à  nous,  arrivés  au  terme  de  notre  lâche,  nous 
nous  bornerons  à  formuler  quelques  vœux,  que  nous  soumettons 
avec  déférence  au  savant  professeur  d'Avialion  de  la  Sorbonne  : 

1"  Nous  voudrions  voir  isoler  des  Leçons  sur  le  Ballon  libre  cl 
le  Dirigeable  (première  Partie)  ce  qui  se  rapporte  à  la  manœuvre 
de  ces  machines.  Il  \  aurait  là  matière  à  deux  Leçons,  environ, 
très  attachantes,  très  intéressantes.  En  y  joignant  une  Leçon  sur 
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le  pilotage  d'un  aéroplane,  le  lecteur  aurait  ainsi  à  sa  disposition 
une  sorte  de  petit  Traité  de  Navigation  aérienne.  On  peut  nous 
répondre  que  les  traités  de  ce  genre  commencent  à  abonder  :  c'est 
justement  une  raison  pour  que  leur  examen,  leur  critique  et  leur 
clarification  soient  faites. 

2°  Nous  désirerions  voir  M.  Marchis  s'occuper  aussi  de  la  sécu- 
rité en  aéroplane.  Un  grand  nombre  d'inventeurs  présentent  tous 
les  jours  des  projets  nouveaux,  particulièrement  des  stabilisateurs. 
Que  valent  ces  appareils?  Que  vaut  le  stabilisateur  Doutre,  si 
réputé  ?  Que  vaut  le  si  intéressant  appareil  auto-stable  des  frères 
More  au  ? 

3"  S'il  est  une  science  dont  les  liens  avec  l'Aéronautique,  au 
point  de  vue  de  la  Navigation  aérienne  proprement  dite,  soient  des 
plus  étroits,  c'est,  sans  conteste,  la  Météorologie.  Nous  ne  deman- 
dons pas,  certes,  l'annexion  d'un  cours  de  Météorologie  au  cours 
d'Aviation  de  la  Faculté  des  Sciences,  mais,  simplement,  quelques 
leçons  sur  la  Prévision  du  temps  et,  surtout,  une  étude,  aussi 
complète,  aussi  précise  que  possible,  de  la  production  et  deselFets 
des  vents  locaux,  des  remous,  des  vagues  de  I  atmosphère,  avec,  si 
possible,  les  moyens  de  les  éviter  ou  de  les  combattre.  Ceux  qui 
seraient  tentés  de  se  demander  ce  que  signifie  au  juste  cette 
demande  et,  plus  particulièrement,  ce  que  nous  entendons  par 
values  de  V atmosphère^  nous  permettront  de  les  renvoyer  à  ce 
que  nous-même  avons  écrit  sur  ces  phénomènes  encore  peu  connus 
dans  la  Revue  des  Deux  Mondes  du  i*^""  mai  191 2. 

P.  Banet-Rivet. 


PLEMELJ  (Josef).  —  Potextial  theoretische  Untkrsuchungex.  Nr  XL. 
Preisschriften  gekrônt  und  herausgegeben  von  der  Fi'irstlich  Jablono\N  s- 
kischen  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Nr  XVI  der  mathematisch-naturwisseii- 
schaftlichen  Sektion,  i  voL  grand  in-S"  jésus,  xix-100  pages.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner,  igti. 

La  plupart  des  problèmes  de  l'Electrostatique  se  ramènent  à 
une  distribution  de  masses  attirantes  de  Green.  Des  recherches 
récentes  ont  mis  hors  de  doute  le  fait  que  la  distribution  relative  à 
un  domaine  intérieur  et  la  distribution   relative  à  la  région   exté- 
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rieiire  correspondante  sont  réductibles  à  une  distribution  unique 
(  Griindbelegùng). 

La  Sociélé  F.  Jablonowski  avait  demandé  de  perfectionner 
cette  théorie  :  le  travail  de  M.  Plemelj  est  une  réponse  à  celle 
question. 

II  a  paru  utile  à  l'auteur  de  reprendre  (I)  les  parties  essentielles 
de  la  théorie  du  potentiel  et  (II)  l'exposé  de  la  méthode  de 
Fredholm  pour  les  équations  intégrales.  C'est  après  celte  intro- 
duction, qui  est  loin  d'élre  une  simple  réplique  de  théories  bien 
connues,  qu'il  aborde  (III)  les  problèmes  déterminés  par  des 
conditions  aux  limites  (Randvvertaùfgaben)  et  qu'il  étudie  (IV) 
les  relations  entre  la  solution  pour  un  domaine  intérieur  et  la 
solution  pour  la  région  extérieure  correspondante. 

I.  Dans  l'exposé  des  propriétés  essentielles  du  potentiel  (défini 
comme  solution  de  l'équation  de  Laplace,  supposée  d'abord  à 
deux  variables,  AV  =  o),  l'auteur  insiste  sur  l'avantage  qu'il  y  a 
à  remplacer  la  notion  de  la  dérivée  normale,  pour  les  points  du 
contour,  par  une  intégrale  ayant  une  représentation  phjsique 
simple  et  faisant  intervenir  seulement  les  points  du  domaine  de 

—  ds 
prise  suivant  un  chemin  intérieur  à  ce  domaine  ne  dépend  que  des 
extrémités  p  el  q  an  chemin  d'intégration;  il  peut  se  faire  que 
cette  intégrale  tende  vers  une  limite  quand  y>  et  ^  se  rapprochent 
indéfiniment  de  deux  points  5  et  t  du  conlonr;  dans  ce  cas,  on  dit 
qu'elle  représente  le  courant  (Strôm  ou  Sfrômu/)g)  à  travers 
Tare  S'y  du  contour.  Dans  le  cas  du  potentiel  logarithmique,  le 
courant  à  travers  S'y  est  égal  à  la  variation  du  potentiel  con- 
jugué le  long  de  l'arc  s<7. 

Une  application  classique  de  la  formule  de  Cireen  montre  que, 
dans  le  domaine  de  régularité,  un  potentiel  quelconque  se  ramène 
aux  deux  potentiels 

\  (P)=  Tioo  (J-^rfa, 


''^^^^^A^^'À'^Ki) 


qui  sont  désignés  sous  le   nom  de  potentiel  de  simple  couche  et 
potentiel  de  double  couche. 
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Si  l'on  pose 

on  a,  pour  des  valeurs  très  grandes  de  Pi, 

V(p)  =  /nlog  f^j  +a^+Byi-^..., 
W(/>)  =  G^  +  Dr, +...; 

m  est  la  masse  totale  du  potentiel  \(p);  A,  B,  C,  D  désignent  des 
constantes  et  le  potentiel  W(/?)  est  régulier  à  l'infini. 

II.  La  deuxième  section  contient  les  théorèmes  les  plus  impor- 
tants de  la  théorie  de  l'équalion  de  Fredholni  de  fiiçon  que  le 
lecteur  ait  sous  la  main,  en  une  forme  concise  et  bien  adaplée  au 
sujet,  les  ressources  analytiques  indispensables.  On  fera  remar- 
quer, dans  la  section  suivante,  que  la  réduction  d'un  proLK-me  à 
une  équation  de  Fredholm  lève,  pour  ce  problème,  tontes  les  dif- 
ficultés dans  les  questions  de  convergence  et  permet  d'obtenir  les 
résultats  avec  une  généralité  que  les  anciennes  juéthodes  ne  pou- 
vaient atteindre  qu'au  prix  d'efforts  longs  et  pénibles. 

m.  Dans  la  troisième  section,  on  ramène  à  une  équation  de 
Fredholm  chacun  des  deux  problèmes  suivants  : 

Problème  de  Neumann-Poîncaré.  —  Trouver  un  potentiel  de 
double  couclie  W(/?)  qui,  en  tout  point  s  du  contour,  satisfasse 
à  V équation 

\V(5+)— W(5-)-f-X[W(5+)-^W(5~)]  =  ilf{s), 

où  W(5+),  W(5")  désignent  les  valeurs  du  potentiel  sur  le 
contour,  du  côté  intérieur  et  du  coté  extérieur, ^"(5)  est  une  fonction 
donnée  pour  tous  les  points  5  du  contour;  enfin,  A  est  le  para- 
mètre introduit  par  Poincaré,  moins  pour  avoir  un  énoncé  plus 
général  que  pour  mettre  plus  de  régularité  dans  les  développe- 
ments en  série  et  les  questions  de  convergence. 

Problème  de  Roei^i-PoiNCARÉ.  —  Trouver  un  potentiel  de 
simple  couche  V(/?)  qui,  en  tout  point  s  du  contour,  satisfasse 
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à  l'équation 

dn  dn  \  du        '        dn^       ' \  ''    ^   " 

OÙ  -7— (i"^)  et  -r-(s~~\  désignent  les  dérivées  de  V(p)  prises  suivant 
du  '      '  dn         '  °  \i      i 

la  normale  intérieure,  et  suivant  la  normale  extérieure,  au  point  s 

du  contour,  f(s)  une  fonction  donnée  pour  tous    les   points    du 

contour  et  ).  le  paramètre  de  Poincaré. 

Dans  chacun  des  deux  cas,  on  démontre  l'équivalence  du 
problème  et  d'une  équation  intégrale  de  Fredholm  ;  le  second  pro- 
blème peut  être  ramené  à  celui  de  Neumann-Poincaré. 

La  distribution  pour  le  potentiel  W  est  donnée  par  la  fonc- 
tion y  (s) 

v(0=/(*)-Xy/(cr)II(7.  5)c/cr, 

H (3^,  s)  étant  une  fonction  (qui  dépend  seulement  du  paramètre), 
et  de  la  forme  du  domaine  considéré)  de  deux  points  (7  el  s  du 
contour;  l'intégrale  est  prise  le  long  du  contour. 

La  méthode  de  Fredholm  donne  H^t,  5)  sous  forme  explicite 
comme  quotient  de  deux  fonctions  entières  de  A  et  les  valeurs  sin- 
gulières du  paramètre  sont  celles  qui  annulent  la  fonction  de 
Fi-edholm,  IJ^)^. 

Les  cas  les  plus  intéressants  dans  la  pratique  sont  ceux  où 

'     X  =  d=i. 

'k  =  — I  est  un  pôle  pour  H(o-,  s);  mais,  même  dans  ce  cas, 
H(<T,  s)  conduit  encore  à  la  solution  du  problème  considéré.  On 
montre  que,  dans  le  voisinage  de  A  ^  —  1,  la  fonction  H  (a-,  s)  a 
la  forme 

m'(n) 

le  résidu  //^'(t)  définit  la  distribution  naturelle  d'un  potentiel  de 
sim|)le  couche  r(/^)  correspondant  à  une  masse  totale  égale  à  un  et 
|)renant  sur  le  contour  une  valeur  constante  (Leiterpotcnlial)  ; 
d  autre  part,  la  fonction  i^(<7,  5),  série  entière  en  À  -|-  i,  mise  à  la 
place  de  H(t,  s)  dans  l'expression  donnée  ci-dessus  de  v(5),  déter- 
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mine  un  potentiel  ^^   qui  prend  sur  le  contour  les  valeurs  données 
y (5),  à  une  constante  près,  N, 


N=y/(^)m'(a)6?î, 


appelée  ConslcuHe  de  Aeumann. 

La  généralisation,  pour  le  cas  où  l'aire  est  limitée  par  plusieurs 
contours,  est  étudiée  en  détails. 

La  détermination  de  la  fonction  ^(o-,  s)  par  une  série  est  très 
simple.  On  part  de  la  fonction 

7  /  '   ''^  ?'«  —  Vt 

/i(i.  s  I 7-  arc  tanff"^ : — 

^         ■         -  di  -r.s-  —  ar,y 

et  Ion  en  déduit,  par  des  applications  successives  de  l'opération 
de  Neumann,  savoir 

/u-(7,  S)  =  fh,..,(.^,  e)A(e, 5)^6      (ho^h), 

une  suite  de  fonctions 

h(rT,s).     hi(7.  s),      ...,     h/,(<J,  s),      .... 

Ces  fonctions  convergent  vers  une  fonction  de  •y  (indépendante 
de  5  ),  soit  fu' (7 }  ;  la  série  qui  définit  .^(s",  s)  est 

—  A-2[h-2(  <7,S)  m' ('!')]  —  .  .  ., 

et  Ion  peut  v  faire  /.  =  z:z  1.  On  peut  alors  former  les  séries  de 
Neumann  qui  définissent  la  distribution  v(5). 

Ces  développements  ont  été  exposés  pour  le  potentiel  logarith- 
mique: mais  des  théorèmes  analogues  sont  valables  pour  le  poten- 
tiel newtonien. 

L'application  de  la  méthode,  détaillée  dans  le  cas  du  cercle, 
conduit  à  la  formule  de  Poisson;  dans  le  cas  de  lellipse,  les  résul- 
tats sont  simples  aussi;  le  dénominateur  de  Fredholm  est  alors 

/'  A  — B\ 

D(>.;  =  ("1  -^  A  I  (I  —  A^^y^jii  —  A^^*)...  f  <7  ==  j—-^)^ 

A  et  B  désignant  les  demi-axes  de  Tellipse. 

IV  .  La  quatrième  et  dernière  section  est  consacrée  aux  rapports 
qui  existent  entre  les  méthodes  de  résolution  des  problèmes  aux 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  1'  série,  l.  XXXVII.  (Juin  1918.)  12 


178  PREMIÈRE   PARTIE. 

limites  U(5+)=/(5)  et  U(5~)  ==/,  (5),  le  premier  relatif  à  la 
région  intérieure,  le  second  à  la  région  extérieure  au  contour, 
c'est-à-dire,  en  définitive,  à  la  détermination  simultanée  des  deux 
fonctions  ^^^.i  (o-,  s)  et  j^_,  (a-,  5).  K.Neumann  a  posé  la  question  : 
peut-on  pousser  plus  loin  la  réduction  des  deux  problèmes  et 
faire  dépendre  leur  solution  d'une  seule  fonction  ?  Celle  réduction 
est  faite  ici  de  plusieurs  manières;  je  n'indiquerai  que  celle  qui 
conduit  à  une  loi  de  symétrie  que  l'auteur  considère  comme  l'un 
des  résultats  les  plus  importants  de  son  travail. 
Soit,  comme  plus  haut, 

h(<y,  s)  =  — r-arc  tans;  ^^ — ; 

^  -Il  ofa  '^  Xs  —  CTa 

on  pose 

p(g,s)  =  - arc  laii"— —  —  m((7)  —  m(s)  m(cr)=    /      m'((T)o?T     - 

-^  °  37^  —  :ra-  l  Ja„  J 

On  déduit  de/? (a,  s)  la  suite  des  fonctions  de  Neumann 

/3(a,5),        />i(<T,  s),        piiT,  s)    .  .  .; 

les  fonctions  de  celte  suite  convergent  vers  une  limite  indépen- 
dante de  (7  et  de  s,  que  l'on  peut  supposer  nulle  en  disposant  de  la 
constante  o-q  dont  dépend  la  fonction  m(T), 

La  fonction  y? (o-,  5)  étant  ainsi  déterminée,  la  série 

...|l),(a,  5)  =:/)(cr,  s)  — X/?i(cr,  s)-hl^p.(q,  s)... 

définit  une  fonction  telle  que  1  on  a 
j 

et  que  la  solution  des  deux  prol)lèmes  dépend  de  cette  seule 
fonction  :  la  loi  de  svmétrie  annoncée  est 

Dans  le  cas  d'un  contour  elliptique,  on  trouve 


l(a,  *)+|)(5,  cr)=:^logP[. 


P(:r,.)-P(.,  ^)  =  7^logf| 


I   n'in  g-t-Hs—a  ) 

1 
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En  résumé,  et  d'après  les  indications  données  dans  la  Préface, 
les  deux  premières  sections  de  ce  travail  contiennent  l'exposé  de 
théories  connues,  mais  un  exposé  spécialement  adapté  à  la  ques- 
tion proposée.  Les  résultats  de  la  troisième  section  pouvaient,  bien 
qu'avec  des  difficultés  plus  grandes,  être  obtenus  par  les  anciennes 
méthodes  ;  mais,  pour  la  dernière  section,  les  résultats  obtenus 
sont  nouveaux,  ainsi  que  les  méthodes  qui  j  ont  conduit  et  il  y  a 
lieu  de  signaler  comme  particulièrement  intéressante  la  symétrie 
de  la  fonction  ^1(t,  s). 

E.  Lacouk. 


BURALI-FORTI  (C.)  et  MARGOLONGO  (R.).  —  Analyse  vectorielle 
GÉNÉRALE.  Vol.  I  :  TRANSFORMATIONS  LINÉAIRES.  Traduit  de  l'italien  par 
P.  Baridon.  I  vol.  in-8',  xix-178  pages.  Pavie,  Mattei  et  G'^,  igri. 

C'est,  comme  les  Auteurs  annoncent  dans  la  Préface,  le  premier 
Volume  d'une  Collection  (')où  l'on  trouvera  exposé  des  sujets 
intéressants  de  Mécanique,  de  Physique  mathématique  et 
de  Géométrie  différentielle,  en  suivant  toujours  les  méthodes 
simples  et  rapides  du  moderne  Calcul  vectoriel  intrinsèque. 

Le  but  des  Auteurs  est  de  montrer  comment  le  calcul  vectoriel 
va  simplifier  (maintes  fois  d'une  façon  vraiment  étonnante),  beau- 
coup de  questions,,  soit  de  Géométrie,  soit  des  Mathématiques 
appliquées.  D'ailleurs,  cela  ne  doit  pas  surprendre,  car  ce  calcul 
va  opérer  directement  sur  les  éléments  géométriques  et  physiques, 
avec  des  opérations  analogues  à  celles  du  calcul  algébrique.  Le 
calcul  vectoriel  donne  ainsi  le  moyen  d'ex|)rimer  par  des  formules 
les  résultats  de  constructions  géométriques,  ou  des  grandeurs 
physico-mécaniques  représentées  géoméiriquement  ;  de  représenter 
par  des  équations  des  propositions  sur  ces  grandeurs,  et  de  substi- 
tuer une  transformation  d'équations  à  un  raisonnement.  C'est, 
somme  toute,  une  affirmation  du  j)rincipe  (dont  on  a  reconnu 
désormais  l'importance  dans  tout  champ  de  l'esprit)  de   Vécono- 


(')  Le  deuxième  Volume  «  Applications  physico-mécaniques  yi  est  sous  presse  ; 
le  troisième  Volume  «  Hydrodynamique  «  est  en  préparation. 
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mie  de  la  pensée  dans  Tenvisagenient  des  questions  géométrico- 
niécaniques  sur  les  niélhodes  ordinaires  des  coordonnées,  qui 
masquent  trop  souvent  des  résultats  très  simples  sous  une  exces- 
sive complication  de  calcul.  Et,  pour  cela,  non  seulement  le  plij- 
sicien  doit  désormais  s'emparer  des  méthodes  du  calcul  vectoriel, 
mais  aussi  celui  qui  cultive  les  Mathématiques  pures,  car  les  élé- 
ments point,  vecteur  nécessaires,  soit  en  Géométrie,  soit  en 
Physique  et  Mécanique,  se  présentent  toujours  indépendants  de 
tout  système  de  référence. 

Il  ne  faut  cependant  pas  confondre  le  calcul  vraiment  absolu  des 
Auteurs  qui  n'a  «  jamais  besoin  de  recourir  à  aucune  coordonnée» 
avec  d'autres  systèmes  qui  «  sont  des  tachygraphes  des  coordon- 
nées cartésiennes  »  (').  Ces  tachygraphes  ont  fait  répandre  l'opi- 
nion, tout  à  fait  fausse,  quant  au  calcul  vectoriel  intrinsèquCy 
que  «  le  calcul  vectoriel  a  nécessairement  besoin  des  coordonnées 
cartésiennes  et  que  la  concision  bien  connue  du  calcul  vectoriel  est 
due,  en  substance,  au  fait  qu  on  indique  par  une  seule  lettre  une 
expression  complexe  ».  [Préface,  p.  Vil.) 

Au  contraire,  de  ce  calcul  absolu,  on  peut  dire  que  (p.  VIll)  : 
«  Pour  traiter  des  questions  de  Physique,  de  Mécanique  et  de 
Géométrie,  il  n'est  plus  nécessaire  de  recourir  à  ces  artifices  spé- 
ciaux dépendant  du  choix  des  coordonnées,  auxquels  on  doit, 
paraît-il,  dans  les  expositions  classiques  et  dans  les  expositions 
actuelles,  le  succès  de  toute  recherche  ».  Et  les  Auteurs  appuient 
leur  affirmation  en  signalant  deux  exemples  remarquables  parmi 
les  plus  récents  :  l'un  d'hvdrodynamique ,  l'autre  d'élcclrodyna- 
miqne.  D'adieurs,  on  n'en  finirait  pas  si  Ton  voulait  simplement 
indiquer  tous  les  exemples  cpTon  peut  rencontrer  dans  les  tiavanx, 
désormais  nomijreux,  oii  la  UK-lhode  des  Auteurs  a  été  appliquée» 
et  dont  on  trouve  une  liste  bibliographicpie  dans    le  Livre  (p.   \Ck)- 

D'autre  |)arl,  nous  devons  observer  que  «  le  calcul  vccloriel  peut 
ne  pas  faire  usage  des  coordorinées,  mais  il  est  prêt  à  les  donner, 
de  fpielque  espèce  qu'elles  soient,  et,  d'une  manière  très  simple, 
cluupie  fois  qu'elles  lui  sont  demandées  ».  Ainsi,  on  pourra  passer 


( ')   Voir  Vh'ncyclo/jédie   des  Sciences   niat/wnialitjues.   lùlil.  IViinçaist-,  G.-V 
l.  IV,  vol.  J. 
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aux  coordonnées  dans  les  qnestions  spéciales  où  elles  peuvent  être 
employées  utilement,  car  «  l'accusation,  lancée  par  quelques-uns, 
que  le  calcul  intrinsèque  exclut  les  coordonnées  »  (p.  ix)  est 
fausse. 

Celte  coUeçlion  d'Ouvrages  présuppose  la  connaissance  des 
opérations  vectorielles  élémentaires  exposées  par  les  Auteurs  dans 
leurs  Eléments  de  calcul  vectoriel  avec  de  nombreuses  applica- 
tions à  la  Géométrie^  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique  niathé- 
maticfue  [Paris,  Herniann,  igio  (')]. 

Les  Auteurs  suivent  les  notations  qu'ils  ont  introduites  après  de 
sérieuses  comparaisons  et  discussions  relatives  aux  travaux  des 
inventeurs  (Grassmann,  Hamilton.  .  . .),  pour  l'usage  de  certains 
signes  du  calcul  vectoriel,  et  des  lois  logiques  régissant  tout  sym- 
bole d'opération  (-).  Ces  notations  rationnelles,  conformes  presque 
toutes  à  celles  qui  ont  été  proposées  par  les  fondateurs  du  calcul 
vectoriel  et  désormais  accueillies  favorablement  par  beaucoup 
d'auteurs,  ne  |iourront,  ajuste  raison,  être  changées  par  d'autres 
irrationnelles  et  défectueuses  (^). 

La  j)artie  préliminaire  ou  système  minimum  du  calcul  vectoriel 
présente  déjà,  à  elle  seule,  un  champ  très  vaste  d'application;  on 
peut  apprendre  aisément  son  algorithme,  tout  à  fait  analogue  à 
celui  du  calcul  algébrique.  Mais  ce  calcul  élémentaire  ne  suffit  pas 
à  résoudre  de  nombreuses  questions  physico-mécaniques.  Dans  les 
problèmes  naturels  de  toute  sorte  se  présentent  spontanément  des 
opérateurs  vectoriels  linéaires  (à  appliquer,  par  exemple,  au  dépla- 
cement d'un  corps  élastique,  à  la  force  d'un  champ  magnétique 
ou  électrique,  etc.);  opérateurs,  ou  transformations  linéaires,  ou 
homographies  [vectorielles),  qui  sont  étudiées  dans  le  Volume 
que  nous  examinerons. 

L'admirable  calcul  des  quaternions  d'Hamilton  ne  peut  rempla- 
cer qu'en  partie  les   homographies;  d'ailleurs,  son  algorithme  ne 


(')  Voir  et;  Bulletin  \  r°  partie.  1910,  p.  212-218. 

(^  )  Voir  à  ce  sujel  les  Notes  des  Auteurs  dans  les  liendiconti  del  Cire,  tnatetn. 
di  Pater mo  (t.  XXIII,  XXIV.  XXV,  XXVI),  le  Kuovo  Cimento  (1907),  \Emei- 
gnement  matliéni.  (1907,  1910,   1911). 

(')  Voir  ['Encyctopédie,  lac.  cit.;  .MM.  Burali-t'orti  et  Marcoloiigo  montreront 
procliainement  beaucoup  d'absurdités  qui  résultent  soit  des  dilïérenles  espèces  de 
vecteurs  (soi-disant)  qu'on  va  introduire,  soit  des  notations  relatives. 
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peut  pas  être  appris  avec  facllilé,  et  les  quelques  soi-disant  vulga- 
risations récentes,  tout  à  fait  irrationnelles  et  illogiques,  doivent 
être  bannies.  On  doit  du  reste  à  Hamilton  même  les  propriétés 
fondamentales  des  homographies,  mais  elles  ne  sont  pas  envisagées 
sous  une  forme  absolue.  Les  homogra[)hies  les  plus  générales  ont 
été  considérées  dabord  par  Grassmann,  à  un  point  de  vue  tout  à 
fait  analytique,  comme  calcul  des  matrices  et  des  déterminants  : 
calcul  dont  les  fondements  ont  été  bien  établis  par  Gayley  dans  un 
Mémoire  célèbre,  qui  a  donné  origine  à  de  nombreux  et  impor- 
tants travaux. 

Le  Chapitre  I  est  précédé  des  fondements  de  la  théorie  générale 
des  systèmes  et  des  opérateurs  linéaires.  Après  avoir  défini  les 
homographies  vectorielles  et  les  avoir  divisées  en  propres  et  singu- 
lières, on  envisage  de  suite,  pour  l)ien  fixer  les  idées,  les  plus 
simples  d'entre  elles,  à  savoir  :  les  homothéties  vectorielles 
(nombres  réels),  les  axiales,  les  dyades,  les  dilatations;  plus  loin 
on  étudie  les  isoméries  et  similitudes  vectorielles.  On  donne 
ensuite  les  généralités  sur  les  opérateurs  fondamentaux  pour 
les  homographies  :  les  trois  invariants  I,,  L,  I3,  le  vecteur  V, 
la  dilatation  D,  la  conjuguée  K,  la  cyclique  G  et,  plus  loin,  l'opé- 
rateur R.  Suivent  les  propriétés  principales  de  ces  opérateurs  et 
celles   des   produits  et  puissances  des  homographies. 

Le  Gliapilre  II  est  précédé  de  quelques  propriétés,  soit  sur  les 
couples  de  classes  telles  que  les  éléments  de  l'une  sont  fonctions  de 
de  ceux  de  l'autre  et  forment  un  système  linéaire,  ou  une  partie 
d'un  tel  système;  soit  sur  les  opérateurs  linéaires  pour  les  élé- 
ments d'une  de  ces  classes.  Gela  permettra  de  fixer,  d'ime 
façon  générale  et  irréprochable,  pour  (;haque  fonction  ainsi 
envisagée  les  définitions  de  limites,  différentiels  et  dérivées. 
Dès  lors,  on  est  à  même  de  considérer,  au  commencement  du 
Gliapitre  II,  les  généralités  sur  les  dérivées  par  rapport  à  un 
point  pour  les  fonctions  des  points  (points,  vecteurs,  homogra- 
phies, . .  .).  On  introduit  dans  la  suite,  comme  conséquence  de  ces 
dérivées,  les  importants  opérateurs  différentiels  du  premier  ordre 
ro^,  div  (le  rotationnel  ou  tourbillon  et  la  divergence  d'un  vec- 
teur), grad.,  Rot  (le  gradient  et  le  rotationnel  d'une  homogra[>hie 
ou  nombre  en  particulier),  dont  on  va  exjioscrles  propriétés  prin- 
cipales, l^oui-  les  opérateurs  diflTérentiels  du  second  ordre  (symbole 
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pour  réqualion  de  Laplace),  <5k,  A',  on  démontre  clairement  en  quoi 
ils  difierent  au  sujet  des  champs  d'applications,  quoiqu'ils  pré- 
sentent la  même  forme  tach^graphique  (avec  les  coordonnées),  ce 
qui  porte  à  tort  à  penser  que  les  deux  espèces  d'opérateurs  se  con- 
fondent. Les  propriétés  de  ces  opérateurs  et  celles  des  produits 
possibles  du  2*^,  S*",  i^  . . .  ordre  des  opérateurs  différentiels  mêmes 
sont  exposées  à  la  fin  du  Chapitre  II. 

Le  CliapitrellI,  sur  les  intégrales  et  équations  différentielles, 
s'ouvre  avec  les  formules  fondamentales  pour  la  transformation 
d'intégrales  étendues,  soit  à  une  surface  fermée,  soit  à  un  con- 
tour linéaire  fermé,  dont  on  va  déduire,  entre  autres,  les  théo- 
rèmes de  Greeo  et  de  Gauss  (sous  forme  absolue).  .\près  avoir 
établi  très  simplement  quelques  propriétés  importantes  sur  les 
différentielles  exactes,  on  en  déduit  les  théorèmes  fondamentaux 
sur  les  surfaces  et  les  lignes  de  tourbillon  et  de  courant  (de 
Jacobi,  etc.),  l'existence  de  solutions  de  l'équation  de  Laplace  et 
de  Poisson.  Suivent  le  théorème  de  Clebsch  sur  les  vecteurs  et  son 
analogue  sur  les  homographies,  avec  d'aulres  théorèmes  fonc- 
tionnels. Les  Auteurs  terminent  le  Chapitre  en  donnant,  pour  les 
équations  difl'érentielles,  relatives  aux  opérateurs  différentiels  du 
premier  ordre,  les  solutions  générales  lorsque  le  second  membre 
est  nul.  et  des  solutions  particulières  lorsque  le  second  membre  est 
constant  ou  bien  fonction  d'un  point. 

Dans  V Appendice^  en  exposant  les  lois  générales  suivies  pour 
les  opérateurs,  on  démontie  f[u'il  est  possible  de  déduire  des  homo- 
graphies les  quaternions  d'Hamilton,  et  qu'il  est  impossible  de 
déduire  de  ceux-ci  les  homographies  (');  on  j  démontre  aussi  la 
dépendance  du  système  de  référence,  des  homographies  repré- 
sentées par  Gibbs  au  moven  des  dvades.  On  trouve  de  même  indi- 
qué le  passage  possible  du  système  absolu  des  Auteurs  aux  coor- 
données cartésiennes,  et,  parmi  ces  dernières,  les  transformations 
sous  forme  lachygraphique  des  principales  relations  trouvées  dans 
le  texte. 

L'Ouvrage   se   termine   par  trois  Notes  de  M.   M.    F^ieri   sur  la 


(')  Pas  nièiiie  les  homograpliies  dans  le  plan,  ainsi  qu'il  est  démontre  dans  le 
Mémoire  :  M.  Bottasso,  Omograjie  vettoriali  del  piano  {Rendic.  del  Cire, 
niat.di  Palermo,  n°  2G.  t.  XXXV,  igiS). 
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représentation  géométrique,  sur  les  quadriques  indicatrices  et  sur 

les  directions  principales  d'une  homographie. 

Des  Notes  bibliographiques  et  historiques  rendent  plus  complet 
le  beau  Volume,  qui  marquera  une  vraie  étape  pour  la  propagation 
des  méthodes  si  élégantes  et  si  puissantes  du  calcul  vectoriel. 

MvTTEO    BOTTASSO. 


CRÉPIN  DE  BEVUREGABD  (P.).  —  Guide  scientifique  du  Géographe 
EXPLORATEUR.  OuTiage  coufonné  par  rAcadémie  des  Sciences  (prix 
BiNOUX,  1910).  I  vol  in-S"  Jésus,  x-25o  pages,  \>.  planches.  Paris,  Gau- 
thier-V^llars,    1912. 

Pour  montrer  l'importance  et  Tutilité  de  ce  Livre,  il  nous  suf- 
fira, d'abord,  de  reproduire  une  parlie  du  Rapport  que  fit  M.  Hatt 
avant  de  proposer  à  l'Académie  des  Sciences  d'accorder  à  l'Auteur 
du  manuscrit  de  cet  Ouvrage  une  [)artie  du  prix  Binoux,  ensuite  de 
donner  une  Table  des  principales  questions  traitées  dans  le 
Volume. 

«  Le  Commandant  Grépin  de  Beauregard  a  voulu  faire  plus 
qu'un  simple  Manuel  destiné  au  géographe  explorateur.  Il  a  cherché 
à  justifier  les  méthodes  parle  raisonnement  ;  à  munir,  en  outre,  ses 
lecteurs  de  notions  scientifiques  indispensables  pour  résoudre  les 
difficultés  imprévues  que  le  hasard  ne  manque  jamais  de  semer 
sur  le  chemin  des  praticiens  de  la  Géographie  expéditive.  » 

Dans  le  Ghapitre  1,  des  notions  de  Cosmographie,  de  Trigono- 
mélrie  rectiligne  et  sphérique,  d'usuels  développements  eu  séries 
forment  une  partie  théorique. 

Dans  le  Chapitre  11  sont  examinées,  dans  le  sens  le  |)his  pratiqiu\ 
les  (jueslions  de  réglage  des  niveaux,  les  corrections  des  inévilablo 
défauts  de  ce  réglage,  la  marche  des  chronomètres. 

Le  Chapitre  lil  est  consacré  aux  observations  aslr()nomi(|ues 
nécessaires  pour  déterminer  des  positions  géographiques,  (piand 
celles-ci  ne  peuvent  être  obtenues  par  une  Inangulation  régu- 
lière. 

H  11  faut  louer  l'Auteur  d'avoir  apporté  un  soin  tout  particulier 
à  ces  Cha|)itres  essentiels  en  donnanl  de  nombreux  ex('ni|)l»'s 
empruntés   à    ses  propres  observations,   et   fournissant  des   types 
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fie  calcul  que  chaque  observateur  pourra  confec-.tlonner  en  recou- 
rant aux  procédés  de  la  polycopie.  » 

En  parcourant  cet  Ouvrage,  j'ai  pensé  qu'il  serait  utile  de 
donner  au  Lecteur  de  cette  succincte  analyse  les  titres  des  ])rinci- 
paux  sujets  développés  par  M.   Crépi n  de  Beauregard. 

I.  Résumé  des  connaissances  scientifiques  nécessaires  à  l'étude  de 
r Astronomie  de  campagne  et  de  la  Géodésie. 

II.  Des  instruments. 

III.  Opérations  pratiques  d' Astronomie  de  campagne.  Détermination 
de  l'heure  d'un  lieu.  Détermination  de  la  latitude.  Des  azimuts.  Des  lon- 
gitudes. 

IV.  Géodésie  élémentaire.  iMarclie  des  opérations.  Mesure  des  bases. 
Mesure  des  angles  et  calculs  des  triangles.  Calculs  des  coordonnées.  Des 
altitudes. 

V  Projections  des  Cartes  géographiques.  Projections  perspectives  .• 
orthographique;  de  Babinet;  de  Lorgna;  stéréogra|)hique;  de  La  Hire; 
gnomonique.  Projections  par  développement  :  cylindrique  de  Mercator 
et  de  Cassini  ;  conique  de  Ptolémée  ;  de  Bonne. 

VI  Géodésie  astronomique  expédiée.  Exposé  et  application  de  la 
méthode.  Construction  de  la  chaîne  de  jonction.  Degré  de  précision  de 
cette  méthode. 

VII.  Nivellement  direct.  Exposé  de  la  méthode.  Niveaux.  Mires.  Opé- 
rations sur  le  terrain.  Réglage  du  niveau  à  bulle  d'air.  Calage  de  l'instru- 
ment. Centrage  de  la  lunette.  Causes  d'erreurs  :  sphéricité  des  surfaces  de 
niveau,  réfraction. 

Appendice.  Indications  pratiques. 

L'Auteur  n'expose  que  les  méthodes  et  ne  signale  que  les  instru- 
ments dont  lui-même  s'est  servi  dans  ses  nombreuses  missions. 

Son  Ouvrage  est  à  la  portée  du  plus  grand  nombre  et  exige  peu 
de  connaissances  scientifiques  de  la  part  du  Lecteur  ;  il  est  rédigé 
de  telle  sorte  qu'on  peut  laisser  de  côté  les  formules  dont  on  n'a 
pas  besoin  ;  il  dispense  le  voyageur  inexercé,  mais  de  bonne 
volonté,  de  recourir  à  quelqu'un  qui  lui  enseigne  la  pratique  des 
instruments  et  la  manière  de  faire  les  observations. 

Er.  l. 
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MELANGES 


SUR  UNE  FORME  DE  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE  D  UNE  ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE  DANS  LE  VOISINAGE  DE  CERTAINES  VALEURS 
SINGULIÈRES  : 

Par  m.  h  EMU  DULVC. 


Étant  donnée  l'équation  difterentielle 
(i)  {px-^...)dy^(qy^...)dx  =  o, 

où  p  et  q  sont  des  entiers  positifs  et  oîi  les  coefficients  de  dx 
et  dy  sont  des  polynômes  ou  des  séries  entières  en  x  et  r  ('), 
considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(■i)  ipcc -^...)¥'_^—(qy-^.  .:)F'y  =  o. 

On  peut,  dans  un  cas  particulier  (cas  d'un  centre)^  vérifier  cette 
équation  (2)  par  un  développement  de  la  forme 

(  3  )  F  =  x'IyP  — 

Cette  fonction  F  peut  d'ailleurs,  dans  ce  cas,   toujours  se  mettre 

sous  la  forme 

F  =  A-zB/', 

avec 

A^ar-i-...,.        B^jK-l-.... 

En  général,  il  est  impossible  de  déterminer  une  solution  de  la 
forme  (3)  pour  l'équation  fa).  Je  me  propose  de  montrer  qu'o/i 
peut  dans  tous  les  cas  trouver  une  solution  île  la  forme 

U)  r 


1  -<-  C  -+-  A'-'/li'/'  \o<j:\"li'' 
où  /•  désigne  un  certain  entier,  r/  et  b  des  constantes  détcrniint-es, 


(')  Ici,  comme  dans  la  suite,  nous  n'écrirons  <|ue  les  termes  de   moindre  degré 
de  ces  polynômes  ou  séries  entières. 
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A  et  B  des  séries  de  la  forme  indiquée  plus  haut;  C  est  une  série 
entière  en  x  etjK?  sans  terme  constant.  Les  séries  A  et  B  peuvent 
toujours  être  supposées  convergentes,  pour  \x\  et  |  j- 1  assez  petits, 
mais  je  montre,  par  un  exemple,  que  la  série  C  peut  être  diver- 
gente . 

Dans  le  cas  où  C  est  convergent,  je  démontre  à  l'aide  de  l'inté- 
grale (4)  le  théorème  suivant  :  Si  l'on  considère,  dans  le  voisinage 
dex^=o,  j-i^o,  une  solution  quelconque  de  l'équation  (i), 
on  peut  faire  tendre  simultanément  x  et  y  vers  zéro.  Ce  théo- 
rème est  d'ailleurs  exact  dans  tous  les  cas,  ainsi  que  je  l'ai  déjà 
démontré. 

Par  analogie  avec  ce  qui  se  produit  pour  ce  théorème,  on  peut 
penser  que  les  propriétés  de  l'équation  (i)  établies  à  l'aide  de 
l'intégrale  (4),  lorsque  C  est  convergent,  pourront  être  étendues 
au  cas  où  C  est  divergent.  A  ce  titre,  il  m"a  paru  intéressant  de 
signaler  la  forme  (4)  d'intégrale.  Dans  le  cas  où  C  est  convergent, 
cette  intégrale  présente  sur  les  formes  signalées  jusqu'ici  (')  pour 
l'intégrale  générale  de  (i)  l'avantage  d'êire  notablement  plus 
simple  et  d'être  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ei  y  assez 
petites  en  module,  tandis  que  la  convergence  des  autres  formes 
d'intégrales  n'est  établie  que  pour  certaines  lois  de  variation  de  x 
et  y.  Cette  circonstance  rend  douteux  l'emploi  de  ces  formes 
d'intégrales  dans  presque  tous  les  cas  où  cet  emploi  serait  utile. 

2.  Formes  que  Pon  peut  donner  à  V équation  (i).  —  Nous 
savons  que  l'équation  (1)  admet  une  solution  y:^f[x)  et  une 
solution  .r  ^  o(y),  f  et  »•  étant  des  séries  entières,  la  première 
en  X,  la  seconde  en  y;  les  termes  de  moindre  degré  de  f  et  de  g' 
étant  de  degré  supérieur  au  premier.  Si  nous  faisons  le  change- 
ment de  variables 

(^)  Xi=x  —  g{y),         y^^  y  —  f(x), 

1  équation  (1)  prend  la  forme 

(  6  )  .r,  ("p  -)-  M  j  rfj-,  -f-  jKi  ('  7  —  -^I  )  dxx  —  0, 

{^)\ci'\v  Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  l.  II,  vol.  3,  arlicle  de 
M.  Painlevé,  p.  [\ï;  P.  Boutroux,  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  t.  XXIX,    1910,  p.    283;  Journal   de   Mathématiques,   (>"  série,  t.  VI, 

1910,  p.  i4fj. 
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M  et  N  étant  des  séries  entières  en  .r,  et  j'i,  nulles  pour 

^1  =  J'i  =  o- 

Si  nous  considérons  en  particulier  le  cas  où  l'on  a  />  =  ^y  ;=  i ,  et 
si  nous  désignons  par  H  une  fonction  de  même  nature  que  MetN, 
nous  pouvons  mettre  Téquation  (6)  sous  la  forme 

( 7 )  :ri  (  1  ^  H  j  c/ki  -h  Vid  —  H)  dxi=  o. 

Il  suffît  qu'on  ait 

M  —  N 


Si  donc  nous  mettons,  pour  p  =  q  ^  i ,  l'équation  (i)  sous  la 
forme 

(8)  x{i^R')  dy  ^  y(\  —  U)dx  =  o, 

l'éqviation  (2)  prend  la  forme 

9)  ^  i^'x  —  yp'y^  H  (a-  f;^  +  7  f;.)  =  o. 

On  voit  immédiatement  que,  s'il  existe  un  développement 

(10)  F  =  xy  -\- . . . 

vérifiant  (9),  tous  les  termes  de  F  contiennent  en  facteur  le  pro- 
duit xy  et  l'on  peut  écrire 

F^^-jkG,        G  =  i +-..., 

G  vérifie  l'équation 

(ri)  y^y — xG'j^=^  \\(7.G  ~\- xG'x-i- yGy). 

Si  l'on  cherche  à  déterminer  une  série  G  vérifiant  cette  équation, 
on  sera,  en  général,  arrêté  par  une  impossibilité  dans  la  détermi- 
nation du  terme  en  xy.  Supposons,  plus  généralement,  qu'on 
puisse  déterminer  les  termes  de  G  dont  le  degré  est  inférieur  à  2/\ 
et  qu'on  rencontre  une  impossibilité  dans  la  détern)ination 
du  terme  en  x''y'' .  Soit  P  l'ensemble  des  termes  de  G  dont  le  degré 
est  inférieur  à  2/'.  Nous  supposons  les  termes  de  P  déterminés  (') 

(')  Les  (oeflicienls  des  ternie»  en  xy^  ^'.y^>  ■•■■  x''-y'^  pouveiil  tilre  pris 
arbitrairement.  Nous  supposons  que  l'on  ait  fait  un  choix,  du  reste  quelconque, 
pour  les  valeurs  de  i:es  coelTicicnls. 
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en  identifiant  dans  les  deux  membres  de  (i  i)  les  termes  de  degré 
inférieur  à  2/*.  Cela  revient  à  dire  que  les  termes  de  H  de  degré 
inférieur  à  ar  sont  identiques  aux  termes  de  même  espèce  de 
l'expression 


supposée  développée  suivant  les  puissances  de  x  e\.y. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  considère  l'équation  qui  a  pour  intégrale 

générale 

xyV  =  coiist., 

et  si  l'on  met  cette  équation  sous  la  forme 

a?(i  -h  K)  dy  -h  y(i—K)  dx  ^  o, 

les  termes  de  K  de  degré  inférieur  à  2/-  seront  identiques  aux 
termes  de  même  espèce  de  H.  Si  nous  faisons  le  changement  de 
variables 

y^=  yP. 

l'équation  précédente  devient 

a-fi  -f-  K,)  dyi^ yi{i  —  Ki)  dx  =  o         (Kj  ^  o) 

et  léquation  (8)  devient 

'37(1  -1-  Hi  )  dy^  -f-  Kl  (i  —  H 1  )  dx  =  o. 

Les  termes  de  H,  dont  le  degré  est  inférieur  à  2/'  seront  donc 
identiques  aux  termes  de  même  espèce  de  K,,  c'est-à-dire  seront 
nuls.  Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que,  dans  l'équation 
mise  sous  la  forme  (8),  H  ne  contient  aucun  terme  de  degré  infé- 
rieur à  2/'.  Déplus,  le  coefficient  du  ternie  x'y''  de  H  n'est  pas 
nul;  en  efiet,  on  voit  que  si  les  termes  de  H  de  degré  moindre 
que  2r  sont  nuls,  il  faut  et  il  suffit  pour  qu'on  soit  arrêté  par  une 
impossibilité  dans  la  détermination  du  terme  en  x^'y''  de  G,  que  le 
coefficient  du  terme  en  x'y''  de  H  ne  soit  pas  nul.  Nous  arrivons 
donc  à  renoncé  suivant  :  S'il  n'est  pas  possible  de  vérifier 
r équation  (  2  )  {dans  le  cas  de  p  ^^  q  =^  \) par  un  développement 
de  la  forme  de  (3),  il  est  toujours  possible  de  mettre^  par  un 
changement  de  variables^  cette  écpiation  sous  la  forme  (9), 
II  ayant  comme  termes  de  degré  minimum  des  termes  de 
degré  ir,  parmi  lesquels  figuie^  avec  un  coefficient  digèrent 
de  zéro,  un  terme  en  x'y''. 
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Cette  forme  donnée  à  léquation  (2  )  et  à  H  nous  facilitera  cer- 
taines démonstrations.  Les  deux  propriétés  suivantes  deviennent 
en  particulier  évidentes  : 

1"  Si  l'on  cherche  à  vérifier  l'équation  (9)  par  un  développement 
de  la  forme  (10),  il  sera  impossible  de  disposer  des  coefficients 
arbitraires  des  termes  en  x-}'-,  ic^y^,  . . . ,  x^y''  de  F  de  manière  à 
rendre  possible  la  détermination  du  terme  en  jr''+*y'"^*  de  F,  Le 
même  énoncé  s'applique  donc  aussi  à  l'équation  (2),  dans  le  cas 
où  p  =  g  ^  i. 

2"  Si  l'on  cherche  à  vérifier  l'équation  (9)  par  un  développe- 
ment 

on  ne  rencontrera  aucune  impossibilité  dans  la  détermination  des 
termes  de  F  dont  le  degré  est  inférieur  à  2(/--|-5),  mais  on  sera 
arrêté  par  une  impossibilité  dans  la  détermination  du  terme 
en  x'"^^p''^^.  Le  même  énoncé  s'applique  donc  aussi  à  l'équa- 
tion (2),  pour  yj  =  ^  =  I . 

3.  Intégrale  de  V équation  (9).  —  Je  vais  montrer  c^vi'ilest  tou- 
jours possible  de  vérifier  foi  mellenient  Véquation  {(^)  par  une 
solution  de  la  forme 

■pr  y'' 

("')  F^ — -. — ^-^ — -, 

I  -t-  /  —  xf-y  logx")-^ 

a  et  b  étant  des  constantes  convenablement  choisies  et  f  dési- 
gnant une  série  entière  entre  x  et y^  sans  terme  constant 

/=  S«,„„ar'«^"'  {m  =  i ,  -2,  .  .  .  ;  n  =  i ,  2,  .  .  .). 

Nous  avons 

(  I -+-/■— a-'" y  loea;^  y^ )2  _, 

^-L J^^    ^      ^  ^    F:,  =  ,•  +  //-  xf,  -  a x'yr^ 

î^ '- J^^     -       ^        F;  =  /•  ^  rf-  yf,-axryr. 

('2)     yfy-Tfj,  =  axryr^  \{{ir  ^^rf-xf'^  —  yfy  -t-  ^x'-y), 

en  posant 

y.=  b  —  a^         jj  =  —  a  —  b. 

Si  nous  égalons  dans  les  deux  membres  de  (12)  les  coefficients 


MELANGES.  191 

des  termes  en  x^y'\  nous  avons 
(i3)  («  — /?î  )«»,,!=  C,„„, 

Cwn  sera  (puisque  les  ternies  de  H  sont  au  moins  de  degré  2/') 
une  fonction  des  coelficients  aij  pour  lesquels  on  a 

i  -\-  j  ^ni  -\-  n  —  1  r. 

JNous  appellerons  coefficients  de  catégorie  i  les  coefficients  a,nn. 
de /pour  lesquels  on  a  m  -{-  /k^  2/-. 

Les  coefficients  de  catégorie  p  seront  ceux  pour  lesquels  on  a 

i{ p  —  !)/■£  7?i  -i-  n  <  ipr. 

Nous  déterminerons  successivement  les  coefficients  de  catégorie  i, 
ensuite  ceux  de  catégorie  2,  3,  ....  Dans  la  détermination  des 
coefficients  de  catégorie/^,  les  expressions  0^,,^  ne  dépendent  que 
des  coefficients  des  catégories  inférieures  k  p.  Aucune  difficulté  ne 
se  présente  dans  la  détermination  des  coefficients  pour  lesquels  on 
a  m^n^  dès  que  l'on  suppose  déterminés  les  coefficients  des 
catégories  précédentes,  mais  il  semble  qu'il  puisse  se  présenter 
des  impossibilités,  lorsqu'on  a  m  =  n.  Nous  allons  voir  que  nous 
disposons  d'un  nombre  suffisant  d'arbitraires  pour  rendre  nulles 
les  expressions  C,„n,  pour  lesquelles  ru  ^  n  et  éviter  ainsi  les 
impossibilités  signalées. 

Les  termes  de  catégorie  i  se  réduisent  à 

^n^y  -+-  o.-2oX-y^-^.  .  .-I-  a,,_i,,.-ia7''-ij'''-i  ; 

tous  ces  coefficients  an  sont  pour  le  moment  arbitraires.  Dans  la 
détermination  des  termes  de  catégorie  2,  nous  devons  rendre 
nulles  toutes  les  expressions  C„„  pour  lesquelles  on  a  r^n  <C  2/'. 
Désignons  par  a,  x''r'"  le  terme  en  x'y''  de  H,  a,  n'est  pas  nul.  En 
égalant  C^,-  à  zéro  nous  avons 

(i4)  a  -!-  "^roLt  =  o, 

ce  qui  détermine  a.  Nous  avons  ensuite,  pour 

n  =  /•  H-  I ,  /•  +  2,  . . . ,  2  r  —  1 , 

(i5)  Cnn=  2ai(r  —  «)a„_,.,„_r-f-. .  .=  o, 

les  termes  non  écrits  ne  contenant  que  des  coefficients  au  pour 
lesquels  on  a  i  <i  n  —  /'.  En  donnant  alors  successivement  à  n  les 
valeurs  /  -f-i,  /■+2,  ...,  2/- — 1,  l'égalité  (i5)  déterminera  les 


ig2  PREMIÈRE   PARTIE. 

coefficienls  «h?  ût22'  •••?  «/•_), r-i-  Les  coefficienls  «„„  de  caté- 
gorie 2  resleroni  arbitraires  pour  le  moment,  tandis  que  tous  les 
autres  coefficients  de  catégorie  2  seront  déterminés  sans  ambiguïté 
par  légalité  (i3). 

Si  nous  passons  aux  termes  de  catégorie  3,  et  si  nous  considérons 
d'abord  le  terme  en  x'-'y-'',  nous  obtenons 

les  termes  non  écrits  étant  déjà  connus.  Cette  égalité  détermine  ^. 
Si  dans  (i5)  nous  faisons  ensuite  successivement 

les  termes  non  écrits  ne  contiennent  en  dehors  des  coeffiicients  <7/y 
déjà  déterminés  que  des  coefficients  an  pour  lesquels  on  a  ^  <</?  —  r. 
Nous  déterminerons  ainsi  successivement  «r+i,;-i-i^  ^'r+^.r+i^  •••, 
<^2r-i  ,2/-i  •  Le  coefficient  ctrr  restera  arbitraire,  ainsi  qu'il  fallait 
s'y  attendre  a piiori.  Les  coefficients  a, m  de  catégorie  3  resteront 
arbitraires  pour  le  moment,  tandis  que  Jes  autres  coefficients  de 
catégorie  3  seront  déterminés  par  l'égalité  (i3). 

En  continuant  de  même,  on  voit  que,  si  Ton  considère  les  termes 
de  catégoricyo,  on  détermine  les  coefficients  a„n  de  catégorie/^  —  i, 
ainsi  que  tous  les  coefficients  a„i„  de  catégorie  p^  pour  lesijuels  on 
a  m  ^  /«,  tandis  que  les  coeflicients  a,i,i  de  catégorie  p  ne  seront 
déterminés  qu'en  considérant  les  termes  de  catégorie  p  -\-  \ . 

jNoas  avons  donc  démontré  1  existence  d'une  solution  de  la 
forme  (i  i')  vérifiant  formellement  l'équation  (9). 

Remarque.  —  Pour  être  ramené  au  cas  où  H  ne  contient  pas 
de  termes  de  degré  inférieur  à  2  y,  nous  avons  dii  faire  un  chan- 
gement de  variables.  Pour  revenir  aux  variables  primitives  et 
rentrer"  dans  le  cas  où  H  est  quelconque,  nous  devons,  dans  (11'), 
remplacer  j^  parj'P.  Cette  solution  (11)  devient 

1  -(-  y  (  .r ,   )■  P  )  -i-  x'y>'  !''■  io^ x'\r'>  \"' 
X'-  y 


ce  qui,  puisque  i*  contient  un  terme  constant  égal  à  1,   est  encore 
une  solution  de  hi  (oiiiie  (1  1'). 

(.-/  suivre.) 
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COTTY  (Gaston).  —  Les  fonctions  abéliennes  et  la  théorie  des 
NOMBRES.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pour 
obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences  mathématiques,  soutenue  le 
8  mars  191 3,  sous  la  présidence  de  M.  Emile  Picard,  1  vol.  in-4'^, 
II- 171  pages.  Toulouse,  Edouard  Privât,  1912. 

La  lecUiie  approfondie  du  Mémoire  célèbre  d'Herniite  sur  la 
transformation  des  fonctions  abéliennes  a  été  l'orif^ine  de  Texcel- 
lent  travail  que  M.  CoUj  vient  de  présenter  comme  Thèse  à  la 
Faculté.  On  sait  que  Hermite  a  considéré  seulement  dans  cette 
question  les  fonctions  abéliennes  générales  et  que  l'étude  des  fonc- 
tions abéliennes  singulières  a  été  faite  par  M.  Humbert  dans  une 
suite  de  Mémoires  du  plus  haut  intérêt.  Ce  sont  précisément  les 
fonctions  singulières  qui  présentent  le  plus  d'analogies  avec  les  fonc- 
tions elliptiques.  Ainsi,  ce  sont  les  seules  fonctions  singulières  qui 
présentent  des  multiplications  complexes  ;  certaines  fonctions  abé- 
liennes singulières  ont  aussi  conduit  jadis  M.  Picard  à  un  premier 
exemple  de  fonctions  hyperabéliennes,  fonctions  présentant  une 
analogie  étroite  avec  les  fonctions  modulaires  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

C  est  au  point  de  vue  arithmétique,  plutôt  que  fonctionnel,  que 
M.  Cotty  se  place  le  plus  sou\entdans  son  travail.  Avant  d'arriver 
aux  fonctions  singulières,  il  examine,  après  M\L  Traynard  et 
Remy,  les  fonctions  abéliennes  correspondant  au  Tableau  des 
périodes 

\  -     o     ff     h, 

(Tu)  j  « 

(  o     I     A     gK 

Au  point  de  vue  arithmétique,  ces  Tableaux  T„  conduisent  à 
des  systèmes  linéaires  de  seize  nombres  entiers,  plus  généraux  que 
le  système  classique  d'Hermite. 

L'introduction  de  ces  Tableaux  permet  d'étendre,   à  certains 
Bull,  des  Sciences  inathém.,  2*  série,  t.  XXXVIL  (Juilht  igiS.)  i3 
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modules  de  nombres  algébriques  du  second  degré,  les  notions  el 
les  problèmes  se  présentant  relalixement  aux  entiers  des  corps 
quadraticpies  dans  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  habi- 
tuelles. Auditeur  assidu  du  cours  de  M.  Humberl  au  Collège  de 
France,  M.  Cotly  manie  avec  habileté  rinterprétationgéométri(|ue 
de  la  transformation,  où  apparaît  une  liaison  intime  entre  les  pro- 
priétés de  l'espace  réglé  et  celles  des  fonctions  abéliennes.  Dans 
le  cas  des  fonctions  singulières,  la  réduction  des  relations  singu- 
lières de  genre  n  est  heureusement  efi'ectuée:  les  transformations 
singulières  liées  à  une  relation  de  genre  n  sont  ensuite  déterminées 
et  l'Auleur  donne  une  solution  nouvelle  du  problème  de  la  multi- 
plication complexe,  en  utilisant  l'interprétation  géométrique  pré- 
cédemment développée. 

Dans  la  deuxième  Partie,  M.  Cotty  considère  l'ensemble  des 
systèmes  de  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes  normales  véri- 
fient une  même  relation  singulière.  On  peut,  dans  ce  cas,  donner 
aux  périodes  une  forme  cpii  met  en  évidence  des  groupes  Jivper- 
abéliens.  Le  cas  de  l'invariant  pair  pour  la  relation  singulière 
amène  aux  groupes  byperabéliens  de  MM.  Picard  et  Bourget. 

L'invariant  impair  conduit,  comme  le  montre  M.  Cotty,  à  des 
groupes  byperabéliens  nouveaux  qu'il  étudie  sous  le  nom  de 
groupe  arithmétique  et  de  groupe  modulaire  du  corps  y/4N--hi. 
On  peut  les  rattacher  aux  substitutions  semblables  arithmétiques 
de  certaines  formes  quadratiques  quaternaires.  L'Auleur  indique 
quelques  propriétés  intéressantes  de  ces  groupes,  dont  il  se  propose 
de  poursuivre  l'étude  dans  un  autre  travail  en  même  temps  que 
celles  des  fonctions  hyperabéliennes  correspondantes. 

Dans  la  troisième  Partie  nous  revenons  à  un  problème  posé  pa?" 
Hermite.  Ce  savant  a  été  conduit,  par  le  problème  de  la  transforma- 
tion, à  isoler,  parmi  les  formes  quadratiques  quaternaires,  les  formes 
spéciales  tlont  les  coefficients  sont  liés  par  certaines  relations. 
Celles-ci  restent  invariables,  quand  on  ellectue  sur  les  variables 
une  substitution  correspondant  aux  seize  entiers  du  problème  de 
la  transformation.  Le  problème  de  l'équivalence  arithmétique  de 
telles  formes  et  les  problèmes  connexes  se  poseut  alors  pour  celle 
classe  spéciale  de  formes.  C'est  à  ces  questions  posées  parHeruiilf 
(|ue  s'atla<pie  avec  succès  M.  (^otty.  La  méthode  qu'il  enq)loic  est 
fort  inl('rcssaul<'  el  distincte  des  méthodes  génc'ralemcnl  enqjloyées 
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dans  la  théorie  arillimétiqiie  des  formes.  Pour  traiter  le  problème 
de  l'équivalence  arithmétique  des  formes  dont  nous  venons  de 
parler,  quïl  appelle  abéliennes^  M.  Cottj  utilise  les  |)ropriétés  de 
l'espace  réglé  étudiées  plus  haut,  et  est  ainsi  conduit  à  associer  à 
chaque  forme  abélienne  ou  quadratique  d'IIermite  une  forme 
binaire  qui  représente  les  in\ariants  de  tous  les  couples  de  droites 
tracées  sur  cette  quadrique  ;  il  obtient  de  cette  manière  une  con- 
dition nécessaire  pour  l'équivalence  de  deux  formes  abéliennes. 
Ces  considérations  mettent  en  évidence  la  liaison  des  formes  abé- 
liennes avec  les  corps  quadratiques  et  avec  certaines  formes  bili- 
néaires  liées  à  ces  corps,  L'Auteur  traite  successivement  le  cas  des 
formes  abéliennes  définies  et  celui  des  formes  indéfinies.  Nous  ne 
pouvons  le  suivre  ici  dans  le  détail  des  ingénieuses  considérations 
qu'il  emploie,  et  nous  dirons  seulement  que  des  théorèmes  nou- 
veaux sont  établis  relativement  à  la  distribution  en  un  nombre 
limité  de  classes  de  certaines  formes  à  indéterminées  conjuguées 
de  même  déterminant. 

Nous  en  avons  dit  assez  pour  montrer  l'intérêt  et  l'importance 
du  travail  de  M.  Cotty,  qui  contient  nombre  de  résultats  person- 
nels et  présente  souvent,  sous  un  jour  nouveau,  des  questions 
auparavant  étudiées.  11  témoigne  d'une  grande  souplesse  desprit. 
M.  Cottv  sait  se  ])lacer,  suivant  les  cas,  à  des  points  de  vue  divers, 
arithmétique,  géométrique,  fonctionnel.  L'Auteur  trouvera,  d'ail- 
leurs, dans  l'étude  commencée  matière  à  des  travaux  ultérieurs 
dont  il  esquisse  le  programme  et  qui  compléteront  cette  remar- 
quable Thèse.  La  R. 


G.  r.  TIETPOBII'rfj.  —  Hypcf.  TeopexiiHecKoft  MexaiiiiKii.  ^lacxi.  i  : 
KiiHCMaTiiKa.  nacTi.  11  :  .umaMUKa  to^ikh.  —  Coirs  de  Mkcaniqik 
RATION'XELLK.  Tome  I  :  Cinématique.  1  vol.  gr.  in-8,  avec  98  figures, 
IV  4- II -4-  Ji2  pages.  Tome  II:  Dynamique  du  point,  i  vol.  gr.  in-8, 
avec  63  figures,  v-263  pages.  Saint-Pétersbourg, Typographie  rlu  INIinistère 
des  Ponts  et  Chaussées,  1912.  (En  langue  russe.) 

Cet  Ouvrage  représente,  avec  quelques  com[)léments,  une  i^arlie 
du  Cours  fait  par  M.  Petrovitch  à  l'Académie  d'Artillerie  Michel, 
à  Saint-Pétersbourg. 
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TOME  I, 


L,' Introduction  est  consacrée  à  la  théorie  des  vecteurs  :  on  y 
trouve  l'exposé  ordinaire  de  la  conception  du  vecteur,  des  moments 
par  rapport  à  un  point  et  par  rapport  à  un  axe  d'un  système  de 
vecteurs,  et  la  classification  de  ces  systèmes.  Dans  son  exposition, 
l'Auteur  n'utilise  pas  1  Analyse  vectorielle  moderne  et  les  simpli- 
fications qu'elle  apporte  :  ainsi,  il  n'est  pas  fait  mention  de  la 
notion  de  vecteur-fonction  ni  de  celle  de  dérivée  géométrique. 

Dans  le  premier  Chapitre  de  la  Cinématique.^  M.  Petrovitch 
expose  la  manière  dont  peut  être  donné  le  mouvement  d'un  point 
dans  l'espace.  Le  second  (chapitre  traite  de  la  vitesse  :  l'Auteur 
définit  la  \itesse  et  détermine  ses  projections  sur  les  axes  de 
coordonnées,  sur  une  direction  mobile  ou  fi>ie.  Ensuite,  il  traite  le 
problème  inverse  de  la  détermination  du  mouvement,  la  vitesse 
étant  donnée  en  fonction  du  temps.  Dans  le  Chapitre  III,  l'Auteur 
considère  l'accélération  du  point,  ses  relations  avec  Thodographe 
et  ses  projections.  Comme  exemple,  il  considère  le  mouvement 
képlérien,  et  donne  la  formule  de  Binet.  Le  Chapitre  se  termine 
par  la  question  de  la  détermination  du  mouvement,  lorsque  l'ac- 
célération  est  donnée. 

La  dernière  partie  du  Livre  est  consacrée  à  la  Cinématique  des 
corps  solides.  Le  Chapitre  IV  traite  du  mouvement  des  corps 
solides,  des  angles  d'Euler  et  des  formules  d'Olinde  Rodrigues. 
Dans  le  Chapitre  ^  ,  l'Auteur  étudie  le  calcul  des  vitesses  des  dif- 
renls  points  du  corps  solide,  et  donne  successivement  les  cas  du 
(nouvement  de  translation,  de  la  rotation  et  le  cas  général.  Le 
Chapitre  \  I  traite  àei^  nxes  de  vis  dans  le  mouvement  hélicoïdal, 
en  exposant,  chemin  faisant,  les  théorèmes  nécessaires  concernant 
les  surfaces.  Dans  le  Chapitre  VII,  l'Auteur  considère  l'accéléra- 
tion des  points  du  corps  solide  et  démontre  le  théorème  de 
Coriolis.  Puis  il  discute  le  cas  général  du  mouvement  et  termine 
par  la  démonstration  de  l'existence  du  point  dont  l'accélération 
est  nidie.  Le  Chapitre  VIII  est  consacré  à  l'étude  du  mouvcntent 
d'une  figure  plane  dans  son  plan  et  à  celle  du  centre  instantané  de 
rotation.  Le  dernier  Chapitre  traite  de  la  composition  des  raou- 
vemcnls  d'un  corps  solide. 
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Dans  le  Chapitre  I,  l'Auleiir  introduit  les  notions  principales  de 
la  Dynamique,  la  niasse  et  la  force,  d'après  le  Traitr  de  Méca- 
nique rationnelle  de  M.  P.  Appell;  il  indique  les  équations  du 
mouvement  et  de  l'équilibre  d  un  point  matériel  libre.  Les  notions 
de  la  quantité  de  mouvement,  de  l'impulsion  de  la  force,  de  la 
force  vive  et  du  potentiel  sont  exposées  dans  le  Chapitre  II  :  il 
faut  remarquer  ici  que  l'Auteui-  ne  dislingue  pas  les  deux  notions 
de  fonction  des  forces  et  de  potentiel,  fonctions  qui  sont  égales  et 
désigne  contraire,  et  déterminent,  l'une  les  composantes  delà 
force  par  ses  dérivées  partielles  et  l'autre  l'énergie  potentielle. 
Dans  le  Chapitre  111  sont  les  théorèmes  du  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  et  des  forces  vi\  es,  ainsi  que  les  conditions  d'exis- 
tence des  intégrales  correspondantes. 

Le  Chapitre  1\  est  consacré  aux  équations  de  Lagrange,  aux 
équations  canoniques,  et  à  l'équation  aux  déiivées  partielles 
correspondante.  Au  point  de  vue  pédagogique,  il  est  très  utile 
d'aborder  toutes  ces  importantes  questions  dès  la  Dynamique  du 
point  :  cela  constitue  une  introduction  naturelle  à  la  Dynamique 
des  Systèmes.  Malheureusement,  l'exposition  de  ce  Chapitre  n'est 
pas  partout  d  une  entière  rigueur  :  ainsi  l'Auteur  n  indique  pas 
(p.  92),  par  l'analyse  d'un  déterminant,  qu'on  peut  toujours  déter- 
miner les  vitesses  ^,,  q'.,,  q.^^  en  fonction  linéaire  des  nouvelles 
variables  /^i,  /^-j,  [)<.. 

Les  trois  Chapitres  suivants  traitent  les  questions  du  mouvement 
du  point  sur  une  surface  et  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile  :  l'Auteur 
utilise  souvent,  dans  les  exemples,  les  équations  de  Lagrange. 
Viennent  ensuite  deux  Chapitres  concernant  le  mouvement 
relatif  et  la  percussion.  Dans  le  dernier  Chapitre,  l'Auteur  étudie 
l'écpiilibre  d  un  point;  il  démontre  le  théorème  de  Lejeune- 
Dirichlet;  il  expose  avec  quelques  détails  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  point  sur  une  surface  et  sur  une  courbe  sans  ou  avec 
frottement. 

L'exposition  théorique  est  illustrée  par  un  grand  nombre 
d'exemples,  qui  sont  pour  la  plupart  le  complément  nécessaire  de 
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la  théorie.  Le  souci  du  détail  amène,  en  quelques  endroits,  une 
prolixité  qui.  parfois,  n'est  pas  sans  nuire  à  rinimédiale  compré- 
hension du  texte. 

A.   BlLI.MOVlTCH. 


DUCHESNE  (Armand).  —  Recherches  sur  les  propriétés  de  la  vapeur 
d'eau  surch-VUffée.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
l' Université  de  Paris  pour  obtenir  le  titre  de  Docteur  de  l'Université, 
soutenue  le  23  juin  191 1.  r  vol.  in-4,  111-119  pages,  Paris.  H.  Dunod  el 
L.  Pinat,  191 1. 

1.  Depuis  que  les  moteurs  thermiques  à  combustion  interne  ont 
accentué,  sous  les  formes  les  plus  variées,  leur  progrès  d'abord 
hésitant;  depuis  l'adoption  des  hautes  compressions,  depuis  l'adap- 
tation de  ces  moteurs  aux  carburants  les  plus  divers  et  les  j)lus 
économiques,  les  fabricants  de  machines  à  vapeur  ont  dii  se  préoc- 
cuper de  soutenir  la  lutte  contre  la  concurrence  que  leur  faisaient 
les  nouveaux  moteurs  et,  à  cet  effet,  ils  se  sont  efforcés  de  faire 
rendre  à  la  machine  à  vapeur  tout  ce  que  la  constnu^tion  moderne 
peut  en  attendre. 

Malgré  qu'il  ne  semble  pas  que  la  vapeur  surchauflee  soit  une 
panacée  universelle,  son  emploi  se  trouve  cependant  avantageux 
dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  et  constitue  ainsi  un  de  ces 
moyens  de  perfectionner  la  machine  à  vapeur  que  recherchent  nos 
constructeurs. 

Malheureusement,  l'opportunité  de  l'usage  de  la  vapeur  sur- 
chauffée résulte  dans  chaque  cas  de  la  discussion  de  conditions 
extrêmement  complexes,  el  la  critique  de  cette  étude  est  d'autant 
plus  malaisée  que  l'on  connaît  mal  les  lois  thermodynamiques  de 
la  vapeur  surchauflee. 

La  plnj)arl  des  essais  cjui  ont  été  faits  ont  eu  un  caractère  tech- 
nique. Ils  ont  consisté  à  faire  fonctionner  de  la  vapeur  surchauffée 
dans  une  machine  donn»';e  et  à  étudier  les  caractérisli(|ucs  de  cette 
machine,  sans  (jue  le  résultat  de  cette  expérience,  bon  ou  mauvais, 
ollic  un  degré  suffisant  de  généralité  ou  de  fine  analyse  pour 
pouvoir  être  transporté  à  une  machine  analogue,  mais  de  type 
di  lièrent. 
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t2.  On  a  bien  essayé  d'assimiler  à  la  théorie  d'un  gaz  parfait  celle 
de  la  vapeur  surchauflee  et  l'on  trouve  de  bons  ouvrages  techniques 
qui  prennent  pour  base  cette  hypothèse.  Mais,  eu  égard  à  ses 
conditions  industrielles  d'emploi,  la  vapeur  surchaufTée  évolue 
trop  près  de  la  courbe  de  saturation  pour  que  l'assimilation  à  un 
gaz  parfait  soit  suffisamment  exacte. 

Aussi  pendant  longtemps,  les  praticiens,  après  Zeuner,  ont-ils 
pris  comme  point  de  départ  de  la  thermodynamique  de  la  vapeur 
surchauffée  l'hypothèse  de  Pœgnault,  d'après  laquelle  le  coeffi- 
cient C  de  chaleur  spécifique  sous  pression  constante  serait 
constant  et  voisin  de  o,4f^. 

On  sait  que  dans  ces  dernières  années,  M.  Boulvin  a  construit 
sur  cette  hypothèse  une  théorie  graphique  de  la  vapeur  surchauffée, 
qui  a  été  pour  lui  l'occasion  de  constructions  géométriques  d'une 
rare  élégance. 

L'importance  de  C  dans  la  question  n'était  pas  du  reste  nouvelle. 
Déjà,  dans  son  Mémoire  célèbre  Sur  les  fonctions  caractéris- 
tiques^ inséré  au  Recueil  des  Savants  étrangers  ('),  Massieu 
avait  consacré  un  Chapitre  spécial  à  la  vapeur  surchauffée  et 
montré  comment  la  connaissance  de  la  fonction  C  permettrait  de 
construire  tous  les  éléments  thermodynamiques  de  la  vapeur 
surchauffée.  11  n'est  pas  mauvais  de  rappeler  ici  que,  dans  sou 
Mémoire,  Massieu  introduit  ingénieusement  comme  variables, 
(Jabord  la  température  absolue  T  de  la  vapeur  surchauflee,  puis, 
au  lieu  de  sa  pression  /?,  la  température  8  de  la  vapeur  saturée 
sous  cette  même  pression.  Ce  procédé  n'est  pas,  au  fond,  très 
différent  dans  son  esprit  de  celui  mis  en  œuvre  plus  tard  par 
M.  Boulvin  sous  la  forme  graphique. 

3.  Mais  ces  hautes  considérations  thermodynamiques  restent 
pratiquement  lettre  morte  si  l'on  ne  connaît  pas  la  fonction  C  qui 
leur  sert  de  base,  car  C  n'est  pas  constant. 

En  présence  des  incertitudes  et  des  formules  franchement  empi- 
riques ([ue  divers  physiciens  avaient  proposées,  il  n'y  avait  qu'un 
seul  recours  possible,  l'expérimentation. 

Or  celle-ci  est  rendue  particulièrement  difficile  d'une   part  par 


C)  Tome  XXII,  Mémoire  2,  i8-;(j. 
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l'instabililé  du  pliénomène  de  la  surchaiille,  et  d'autre  part  par 
l'imprécision  des  prises  de  tempéralure  d'un  milieu  de  vapeur 
surchaiifîée. 

La  série  d'expériences  entreprise  par  MM.  Knoblauch  et  Jakol) 
doit  compter  parmi  les  plus  importantes,  tant  au  point  de  vue  des 
frais  considérables  d'installation  qu'au  point  de  vue  de  l'étendue 
des  phénomènes  observés.  Ces  expérimentateurs,  dont  les 
recherches  se  sont  prolongées  jusqu'en  ces  derniers  temps,  ont 
tout  d'abord  employé  des  thermomètres  à  mercure.  La  méthode 
consiste  à  communiquer  électriquement  des  calories  à  de  la  vapeur 
surchauffée  et  à  mesurer  l'élévation  de  température  produite.  Ce 
qu'ils  mesurent  ainsi,  c'est  plutôt  le  coefficient  moyen  de  chaleur 
spécifique  de  la  vapeur  surchautTée  entre  les  deux  températures 
T  et  T'  observées.  Une  méthode  de  ce  genre  serait  d'autant  plus 
exacte  que  T  et  T'  seraient  plus  rapprochées  ;  or  les  écarts  étaient 
ici  assez  considérables  pour  donner  prise  à  la  critique.  En  outre, 
ainsi  qu'on  le  dira  plus  loin,  l'emploi  des  thermomètres  à  mercure 
donne  lieu  à  de  sérieuses  objections. 

■4.  M.  Armand  Duchesne  à  son  tour,  et  par  une  méthode 
nouvelle  des  plus  ingénieuses,  s'est  attaqué  à  ce  problème  difficile. 

V^oici  le  principe  de  sa  méthode.  On  sait  que,  lorsque  dans  une 
machine  à  vapeur  à  piston  et  cjlindre  l'orifice  d'échappement  se 
ferme,  il  reste  encore  dans  le  cylindre  une  portion  de  ihiide 
emprisonnée;  sur  cette  portion  résiduelle  de  fluide  s'exerce  une 
compression  qui  précède  immédiatement  l'admission  anticipée  de 
la  nouvelle  vapeur. 

Quel  est  l'état  de  la  vapeur  résiduelle  au  moment  précis  où, 
emprisonnée  par  suite  de  la  fermeture  de  l'orifice  d'échappement, 
elle  va  subir  la  compression?  La  réponse  à  cette  question  a  long- 
temps divisé  les  physiciens.  Zeunei-  et  ses  élèves  tenaient  qu'elle 
était  saturée  ;  Ilirn  et  les  siens  soutenaient,  au  contraire,  (ju'elle 
était  surchaullée. 

C'est  parce  qu'il  subsiste  de  l'eau  liquide  dans  le  cjlindre,  disait 
Zeuncr,  que  la  nouvelle  vapeur  accédante,  au  moment  de  l'admis- 
sion antici|)ée,  perd  des  calories,  employées  à  volatiliser  celte  eau 
liquide. 

Nullt;menl,  ré|)oudait  Hirn;  la  \aj)eur  résiduelle  est  surcliauffée. 
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et  si  la  vapeur  accédante  perd  des  calories,  c'est  au  contact  du  fer 
de  la  paroi.  Celle  querelle  enlre  les  partisans  de  l'action  de  l'eau 
liquide  et  ceux  de  l'action  du  fer  dura  de  longues  années  et,  de 
fait,  des  expériences  décisives  n'étaient  pas  faciles  à  réaliser.  Mais 
ce  que  l'expérience  directe  ne  pouvait  atteindre,  une  discussion 
sagace  de  diagrammes  soigneusement  pris  de  la  période  de  com- 
pression, a  permis  à  Georges  Duchesne,  regretté  frère  de  M.  Armand 
Duchesne,  de  l'obtenir.  L'étude  approfondie,  menée  avec  critique, 
d'un  certain  crochet  que  présente  le  diagramme  au  cours  de  la 
compression  a  fourni  à  Georges  Duchesne  les  éléments  suffisants 
pour  se  prononcer  en  faveur  de  l'existence  de  la  surchaufle  dans 
la  vapeur  résiduelle  au  début  de  la  compression. 

C'est  ce  résultat  décisif  de  son  frère  que  M.  Armand  Duchesne 
a  pris  comme  base  de  son  étude. 

En  réalisant  de  longues  compressions  allant  jusqu'à  -^  de  la 
course,  dans  le  moteur  expérimental  du  laboratoire  de  l'Université 
de  Liège,  M.  Armand  Duchesne  avait  un  terrain  tout  trouvé  pour 
l'étude  expérimentale  de  la  \apeur  surchauffée. 

o.  Mais  ce  n'était  pas  lout  d'avoir  le  terrain,  il  lui  fallait  encore 
l'instrument  d'études.  Or,  si  les  diagrammes  soigneusement  relevés 
lui  donnaient  les  ^aleur5  simultanées  de  la  pression  et  du  volume, 
il  lui  restait  à  déterminer  les  valeurs  concomitantes  de  la  tempéra- 
ture, de  façon  à  êlre  à  même  d'établir  l'équation  qui,  pour  la  vapeur 
surchauffée,  relie  la  pression  p,  le  volume  spécifique  c  et  la  tempé- 
rature t,  équation  appelée  souvent  Vérjuation  de  compressibilité. 

En  ce  qui  concerne  le  rapprochement  avec  les  gaz  parfaits, 
M.  Armand  Duchesne  a  fait  une  remarque  capitale,  qui  parait 
avoir  échappé  aux  expérimentateurs  antérieurs  :  c'est  que,  si  la 
vapeur  surchauffée  n'est  pas  assimilable  à  un  gaz  parfait,  elle  s'en 
rapproche  cependant  |)ar  un  point,  à  savoir  sa  mauvaise  conduc- 
tion. Il  en  résuite  qu'un  thermomètre  à  mercure,  dont  le  réservoir 
offre  une  masse  appréciable,  lorsqu'il  est  plongé  dans  un  milieu 
de  vapeur  surchauffée,  se  trouve  entouré  d'une  couche  de  cette 
vapeur  qu'il  refroidit,  sans  que  le  reste  de  la  vapeur,  étranger  à 
cette  couche,  intervienne  utilement  pour  y  maintenir  la  tempéra- 
ture générale.  Si  l'on  joint  à  cet  inconvénient  la  lenteur  avec 
laquelle  un  thermomètre  à  mercure  se  met  en  équilibre  de  tempe- 
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rature,  on  conçoit  que  cet  instrument  se  soit  montré  peu  piopre 
aux  reclierches  spéciales  de  M.  Armand  Duchesne. 

Aussi  l'auteur  a-t-il  adopté  un  tliermomèlre  tiiermo-électrique 
à  couple  platine-aroent,  dont  la  masse  réduite  permet  des  indica- 
tions instantanées,  tout  en  échappant  aux  critiques  tenant  à  la 
mauvaise  conduction  de  la  vapeur  surchauftee.  L'importance  de  la 
question  a  conduit  l'auteur  à  faire  une  comparaison  approfondie 
du  thermomètre  à  mercure  etdu  sien^  qu'en  raison  de  sa  précision 
exceptionnelle  il  a  pu  appeler  justement  un  hypertherinomèlre. 

Les  grapliiques  qui  traduisent  les  résultats  de  ses  observations 
mettent  nettement  en  évidence  ce  fait,  dont  on  peut  du  reste 
a  priori  se  rendre  compte,  que  les  divergences  du  thermomètre  à 
mercure  \ont  en  saccentuanl  à  mesure  que  la  température  de 
surchauffe  augmente,  tandis  qu'une  augmentation  de  la  pression 
aurait  au  contraire  pour  effet  d'atténuer  ces  erreurs. 

6.  Dans  le  Chapitre  11,  l'auteur  s'est  proposé  de  rechercher  la 
loi  de  compressihilité  de  la  vapeur  surchauffée.  Après  avoir  rappelé 
les  formules  proposées  successivement  par  Zeuner,  Tumiirz, 
Wejrauch,  Callendar,  il  montre  comment  l'étude  de  la  com- 
|)ression,  dans  des  conditions  variées,  permet  d'instituer  des 
expériences  propres  à  reconnaître  cette  loi.  Il  suffit,  pour  cela, 
d'accompagner  chacpie  diagramme  de  prises  de  températures 
correspondant  chacune  à  un  point  de  celui-ci.  A  cet  effet,  le 
courant  qui  se  produit  dans  l'hyperthermomètre  est  lancé  à  un 
instant  donné,  pendant  un  dixième  de  seconde,  dans  un  gahano- 
mètre  balistique  dont  la  déviation  fournil  la  température  moyenne 
pendant  ce  dixième  de  seconde,  suivant  une  tare  soigneusement 
établie.  On  réalise  cette  condition  au  mojen  de  la  chute  d'un 
poids  soutenu  par  un  élèctro-aimant,  chule  qui  dure  exacte- 
ment un  dixième  de  seconde.  Or,  à  la  vitesse  de  io  tours  par 
minute,  un  dixième  de  seconde  correspond  à  un  vingtième  de 
tour  de  la  machine;  il  suffit  donc  de  provoquer  la  chute  du  |)oids 
au  début  de  chaque  vingtième  de  tour  pour  avoir  la  température 
movenne  pendant  tous  les  vingtièmes  successifs. 

La  crosse  elle-même  de  la  machine  servait  du  reste  à  rompre  le 
courant  dans  r<'leclro-nimant  et  à  faire  tomber  le  poids  au  temps 
voidu. 
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Il  est  clair  que  si  la  niacliine  tourne  à  une  autre  allure,  il  suffira, 
pour  obtenir  un  résultat  analogue,  de  régler  la  chute  du  j)oids  de 
("açon  qu'au  lieu  de  durer  un  dixième  de  seconde,  elle  dure  un 
temps  approprié.  Le  principe  est  toujours  le  même. 

jNous  ne  saurions  entrer  ici  dans  le  détail  des  essais  et  des 
précautions  minutieuses  prises  par  l'auleur,  non  plus  que  dans  les 
discussions  très  serrées  dont  il  accompagne  chaque  série  d'expé- 
riences. 

Notons  simplement  les  résultats  f|ui  se  traduisent  dans  les 
propositions  suivantes  : 

Pour  une  pression  donnée,  la  vapeur  d'eau  surchauftee  obéit  à 
la  loi  de  Gaj-Lussac  à  j)artir  d'une  certaine  limite  de  température; 
c'est-à-dire  qu'à  pression  constante  le  produit  yoi^"  est  proportionnel 
à  la  température  absolue  T.  Au-dessous  de  cette  limite,  jusqu'à  la 
température  de  saturation,  la  loi  de  compressibililé  est  l'eprésentée 
par  ime  courbe  qui  a  un  point  d'inflexion,  et  dont  la  forme  répon- 
drait assez  bien  à  une  équation  complète  du  troisième  degré. 

Du  reste,  la  température  à  partir  de  laquelle  la  vapeur  suit  la  loi 
de  Gay-Lussac  varie  avec  la  pression.  L'auteur  a  construit  la 
courbe  qui  représente  cette  dépendance,  et  qu'il  est  intéressant  de 
rapprocher  de  la  courbe  de  saturation  construite  sur  le  même 
dessin.  Les  deux  lignes  s'écartent  l'une  de  l'autre,  mais  plus  lapi- 
dement  aux  basses  pressions  qu'aux  hautes,  en  sorte  même  que, 
pour  celles-ci,  la  différence  des  températures  tend  à  devenir 
constante. 

En  somme,  si  une  vapeur  surchaufVée  se  trouve  à  une  tempéra- 
tui^e  assez  élevée  au-dessus  de  son  |)oinl  de  saturation,  son  assimi- 
lation à  un  gaz  parfait  sera  d'autant  plus  légitime  c|ue  sa  pression 
sera  plus  élevée. 

7.  Lautcur  ne  s'en  est  pas  tenu,  du  resle,  au  mode  exj)érimcnlal 
précédent.  Si  Ion  part  d'un  kilogramme  d'eau  à  zéro  sous  une 
pression  p  donnée,  on  sait  c|ue  Ton  appelle  chaleur  totale  de  la 
vapeur  saturée  et  sèche  le  nombre  de  calories  qu'il  aura  fallu 
fournir  pour  réduire  sous  la  pression  p  ce  kilogramme  d'eau  à 
l'état  de  vapeur  saturée  et  sèche;  cette  chaleur  totale  À  est 
la  somme  de  la  chaleur  q  du  liquide  et  de  la  chaleur  de  vapori- 
sation /•  :  si  %  est  la  température  de  saturation  sous  la  pression  /?,  on 
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peut  se  proposer  (et  c'est  là  précisément  la  pratique  industrielle) 
de  surchaufler  la  vapeur  en  la  portant,  toujours  sous  la  pression/?, 
de  la  température  0  à  la  température  T  >>  0.  Les  nouvelles  calories 

à  fournir  auront  pour  valeur    /     CV/T,  où  C'est  le  coefficient  de 

chaleur  spécifique  sous  pression  constante.  Ces  calories,  s'ajoutant 
aux  À  calories  précédentes,  constituent  la  chaleur  totale  )>'  de  la 
vapeur  surchauffée, 

\'  =z  g  —  r  -T-  I      C'dT. 


M.  \rmand  Duchesne  a  institué  une  méthode  calorimétrique 
directe  pour  la  mesure  de  V,  dans  laquelle  il  emploie  concuremmenl 
le  theimomètre  à  mercure  et  son  hvperlhermomèlre. 

La  formule  qui  précède  montre  du  reste  que  l'étude  de  a'  est 
connexe  de  celle  de  C,  car,  en  faisant  abstraction  des  q  -+-  ?',  ou  en 
construisant  la  courbe  a' — A,  C  est  précisément  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  celte  isobare.  Comme,  d'un  autre  coté, 
la  Thermodynamique  générale  apprend  que  C  n'est  point  indépen- 
dante de  la  loi  de  compressibilité,  les  résultats  obtenus  plus  haut 
par  lauteur  doivent  lui  fournir  des  occasions  de  concordance, 
c'est-à-dire  des  vérifications,  dans  celte  nouvelle  recherche.  On 
se  rend  compte  du  degré  de  sùrelé  que  ce  concours  de  deux 
méthodes  donne  aux  investigations  de  l'auteur,  et  il  n'en  est  que 
plus  intéressant  de  comparer  ses  résultats  à  ceux  que  d'autres 
avaient  déjà  obtenus  avant  lui. 

Les  graphiques  de  C  (courbes  isobares  pour  chacune  desquelles 
p  reste  constant  et  C  variable  avec  T)  difiV'renl  à  certains  égards 
de  ceux  que  Knobiauch  et  Jakob  avaient  déjà  obtenus,  et  l'auteur 
lrou\c  l'origine  de  ces  divergences  dans  celles  que  foui-nissent  les 
mesures  ihermométriques  faites  avec  le  tliermomrlre  à  mercure  et 
avec  l'hvperlhermomèlre. 

Nolamment,  les  minima  que  MM.  Knobiauch  et  Jakob  avaient 
trouvés  ne  semblent  pas  exislei-,  non  plus  (|ue  la  croissance  consi- 
dérable de  C  avec  la  pression,  dans  le  voisinage  de  la  courbe  d(; 
saturation. 

iJii  reste,  dans  de  récents  travaux,  M^L  Oskar  knobiauch  et 
liilde  Mollier  ont  abandonné  le  theiinomèlre  à  mercure  pour  le 
iheimomèlre  électricpie. 
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8.  Comme  on  le  voit,  le  travail  de  M.  Armand  Diicliesne  cons- 
liliie  une  belle  conlribution  à  une  difficile  queslion  de  Physique 
qui  intéresse  également  la  Science  pure  et  la  Science  appliquée. 
Il  fait  honneur  au  laboratoire  fondé  à  Liège  par  M.  Dwelshauwers 
Déry,  et  actuellement  dirigé  ))ar  M.  Hubert,  où  l'auteur  a  heureu- 
sement trouvé  l'agencement  nécessaire  à  ses  délicates  expériences. 
Il  montre  très  significativement  combien  les  praticiens  auraient 
tort  de  se  désintéresser  de  la  Science  pure  et  quelles  ressources 
la  technique  peut  trouver  dans  une  convenable  adaptation  à  ses 
besoins  de  l'esprit  de  critique  et  de  précision. 

G.    KoLNIGS. 


STUDY    (K.)-     —        VORLESUNGEN      iJBKR      ALSGEWAHLIE      GeGENSTANDE     DEU 

Géométrie.  Ersles  Heft  :  ebenc  analj'lische  Kurven  und  zu  ilinen  gehorige 
Abbildungen.  i  \ol.  in-8",  iv-126  pages,  mil  9  Figuren.  Leipzig  und 
Berlin,  B.-G.  Teubner,  1911. 

Le  premier  Fascicule  des  Voi-lesungen  de  M.  E.  Sludy  est  con- 
sacré à  la  représentation  des  points  imaginaires  d'un  plan  à  laide 
de  couples  de  points  réels  de  ce  plan.  Il  s'agit  donc  dune  question 
déjà  ancienne  et  qui  a  fait  Tobjet  de  nombreux  tra\aux  :  M.  E. 
Study  cile  notamment  ceux  de  iNL  von  Staudt  qui  représentent  un 
point  imaginaire  d'un  plan  par  une  involution  elliptique  sur  une 
droite  réelle  D  du  plan,  associée  à  un  sens  de  parcours  défini 
sur  D.  Ce  mode  de  représentation  conduit  d'ailleurs  à  des  con- 
structions fort  compliquées  :  il  est  beaucoup  plus  simple  de  repré- 
senter un  point  imaginaire  (ç,  t])  par  les  deux  points  réels  (v  et  ^ 
qui  se  trouvent  sur  les  deux  droites  isotropes  passant  par  (H,  "/))  (  '  ). 
Associons  à  ces  points  les  deux  autres  sommets  W  et  Z  du  carré  £, 
de  centre  10,  admettant  «r  et  s  comme  sommets  opposés  ;  nous 
obtiendrons  ainsi,  dans  les  couples  ((v,  z)  et  (AA,  Z,),  ce  que 
\L  E.  Study  appelle  la  première  et  la  seconde  image  du  point 
(^,  7))  {-).   C'est  en    se    proposant  d'obtenir  une  représentation 

(')  Celle  représenlation  [nul  s'étendre  aux  points  imaginaires  de  la  sphère 
(C/.  p.  ,2,). 

(')  La  seconde  représentation  du  point  (^,  r,)  peut  aussi  s'étendre  aux  points 
de  l'espace  à  trois  dimensions  {Cf.  p.  )-.m-)l>j). 
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invariante  par  rapport  aux  déplacements  euclidiens  (|iie  M.  £. 
Studj  a  été  naturellement  conduit  à  ce  mode  de  figui-ation  des 
points  imai;inaires  :  il  n'est  donc  pas  surprenant  que,  dans  la  solu- 
tion d'un  problème  d'énoncé  aussi  élémentaire,  l'Auteur  ail  été 
précédé,  comme  il  le  rappelle  lui-même,  par  Laguerre,  Paulus, 
Mouchot  et  M.  Tarrj  (*  ).  Mais  il  appartenait  en  propre  au  savant 
et  ingénieux  professeur  de  Bonn  d'exposer  sjstématiquemenl 
cette  double  méthode  de  représentation  avec  toutes  ses  consé- 
quences. J'insisterai  notamment  sur  la  suivante  : 

Avec  M.  E.  Study  appelons  pivoLernent  (Schwenkung)  la  rota- 
tion de  -  autour  de  (o  qui  substitue  les  points  W,  Z  aux  points 

iv,  c.  Le  pivotement  etîectue  le  passage  d'une  représentation  à 
l'autre  ;  il  jouit  de  propriétés  cinématiques  et  analytiques  élégantes 
(p.  13-24)7  telle  la  suivante:  si  la  transformation  z-^iv  esX,  pro- 
prement conforme,  il  en  est  de  même,  en  général,  de  la  trans- 
formation Z^- W  déduite  de  la  première  par  pivotement  (p,  i5), 
et  encore  :  si  la  transformation  tv^^r  conserve  les  aires  au  signe 
près  (uneigentlich-llaclientreu),  il  en  est  de  même,  en  général, 
de  la  transformation  Z^^W  déduite  de  la  première  par  pivote- 
ment ^p.  17).  Ces  résultats  acquièrent  une  grande  importance 
dans  la  représentation  des  courbes  planes  analvtiques  qui  est  le 
but  principal  de  M.  E.  Study. 

Soit  r  une  courbe  analj'tique  (plane)  ;  on  doit  la  regarder  comme 
une  multiplicité  à  deux  dimensions  (réelles),  ou  membrane  sui- 
vant l'expression  de  M.  E.  Study  ([).  24).  Lorsque  le  point  (;,  r\) 
décrit  r,  les  couples  de  points  (v,  z  el  W  ^  TL  décrivent  tout  ou 
partie  tlu  plan  :  on  conçoit  ainsi  t|ue  la  courbe  F  établit,  par  l'inter- 
médiaire de, lune  et  l'autre  représentation,  deux  transformations 
du  plan  en  lui-même.  M.  E.  Study  appelle  ces  deux  transformations 
la  première  et  la  seconde  image  de  la  courbe  V .  En  général,  la 
première  image  d'une  courbe  V  est  une  transformation  c->(v 
improprement  conforme  ;  la  seconde  est,  en  général,  une  trans- 
formation Z— >  W  qui  conserve  les  aires  (en  grandeur  et  en  signe) 
(p.    'jS)-   C'est  ainsi  que  iM.  E.  Studv  étudie  les  droites  (réelles, 

(')  Uappeions  un  liavail  «le  M.  I'.  Appcll  qui  rrprésenlf  le*  points  imaginaires 
d'un  plan  à  l'aide  di!S  points  de  lespacc  à  trois  dimensions  (  Archiw  des  Malli. 
itnd  Ph\s.,  Gi  Teil,  p.  3J<)-3»Ji)). 
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de  directions  réelles,  isotropes  et  ([uelconques),  le  cercle  (p.  25- 
.')8),  puis  passe  aux  courbes  analytiques  quelconques  et  à  leurs 
singulax'ités  (p.  38-io4)-  L'espace  nous  manque  pour  rendre 
compte  de  tous  les  résultats  de  M,  E.  Studv  ;  nous  nous  bornerons 
à  citer  l'étude  des  courbes  rapportées  à  l'arc  s  =  <7  -^  i-  pris  pour 
paramètre.  Les  courbes  a-=:const.  et  ':  =  const.  du  plan  (;;)  ou, 
suivant  l'expression  de  M.  E.  Study ,  les  ///s  7  =  coust.  et  t  =:  consl. 
de  la  membrane  ^  =  Ç(a-  +  /t),  v)  ^  •/j(a-  =  i-z)  forment  un  réseau 
isotherme  dont  l'étude  conduit  l'Auteur  à  d'élégants  résultats 
(p.  66-84). 

L'Ouvrage  de  M.  E.  Study  se  termine  par  deux  Chapitres  dont 
le  premier  développe  uu  théorème  sur  le  prolongement  analytique 
des  fonctions  harmoniques  de  deux  variables  (')  (|).  io5-i[3)  : 
soient  u  =  es  (a:,  y)  et  i'  =  à  (x,  y)  deux  fonctions  harmoniques 
conjuguées  ;  attribuons  à  .r  et  r  des  valeurs  complexes  et  cher- 
chons si  la  variation  de  xel(\ey  à  l'intérieur  du  domaine  à  quatre 
dimensions  ainsi  défini  ne  pourra  pas  conduire  à  un  couple  de 
de  fonctions  harmoniques  conjuguées  (réelles)  différent  du  pre- 
mier. La  réponse  est  négative  comme  le  montre  M.  E.  Studj. 

Enfin,  le  dernier  Chapitre  (p.  Ii3-i32),  conclusion  de  l'Ou- 
vrage, renferme  diverses  applications  des  représentations  de 
M.  E.  Study  à  la  théorie  des  membranes  considérée  dans  ses 
rapports  avec  les  transformations  analytiques,  notamment  avec  les 
transformations  conformes.  L'Auteur  traite  également  des  rapports 
des  théories  précédentes  avec  les  congruences  de  normales  et  la 
Géométrie  projective  générale,  et  termine  en  proposant  d'inté- 
ressants problèmes  à  résoudre  ;  à  cet  égard,  les  Leçons  de 
\L  E.  Study  constituent  un  excellent  guide  :  d'une  lecture  facile, 
elles  sont,  en  outre,  d'un  intérêt  soutenu,  grâce  à  la  variété  des 
théories  qu'elles  évoquent  et  des  aperçus  qu'elles  laissent  entrevoir. 

René  Garnier. 

(')  Cf.  Mat/i.  Ann.,  t.  LXIII  (i|)o6)  et  t.  LWI  (1908). 
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MULLER(Emil).  —  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie fî-rtechnische 
HocHSCHULEX.  Zweiter  Band.  Eistes  Heft,  mit  140  Figuren  iriText.  i  vol. 
in-8",  VII-129  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  igiî. 

Dans  la  Préface,  M.  Mnller  s'excuse  de  ne  donner,  4  ans  après 
la  publication  du  premier  ^oiunle,  qu'une  partie  du  second. 
Il  invoque  les  exigences  de  son  enseignement  et  des  examens,  l'en- 
gagement qu'il  a  pris  de  fournir  des  articles  pour  V Encyclopédie 
des  Sciences  mathématiques,  et  un  Rapport  étendu  à  la  Commis- 
sion internationale  de  l'enseignement  des  Mathématiques  dont  il 
fait  partie.  Tous  travaux  qui  marquent  la  compétence  de  l'auteur 
et  recommandent  sou  Livre  à  notre  attention. 

Piappelons  que  l'Ouvrage  du  D*"  Millier  est  divisé  en  plusieurs 
Parties. 

Les  deux  premières  Parties  :  Représentation  au  moyen  de 
projections  orthogonales^  Etude  des  courbes  et  des  surfaces 
en  projection  orthogonale^  font  l'objet  du  Tome  I,  qui  a  été 
analysé  dans  le  numéro  de  septembre  1909  du  Bulletin.  Le 
fascicule  qui  vient  de  paraître  contient  les  deux  Parties  suivantes. 

La  TROISIÈME  Partie  irai  le  ôea  projections  cotées.  Elle  comprend 
trois  Chapitres. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  la  représentation  des  éléments  des 
figures  :  point,  droite  et  plan,  et  aux  problèmes  qui  résultent  de 
la  combinaison  des  droites  et  des  plans  :  droites  et  plans  paral- 
lèles, droites  et  plans  perpendiculaires,  intersection  de  droites  et' 
de  plans,  avec  trois  applications  pratiques  :  plate-forme  rectangu- 
laire sur  un  teirain  uni  iuclinr;  bassin  d'élargissement  d'im 
canal  d'écoulement  des  eaux  sur  un  versant  plan;  fossé  à  fond 
clli|)lique  horizontal  et  à  talus  réglés,  établi  aussi  sur  un  versant 
plan. 

Le  Chapitre  II  U aile  de  la  surface  du  sol  et  de  la  résolution 
des  problèmes  qui  s'y  rapportent  :  courbes  de  niveau,  tracé  rapide 
des  courbes  intercalaires  au  moyen  d'une  bande  de  papier  divisé; 
tracé  des  lignes  de  pente  comme  trajectoires  orthogonales  des 
lignes  de  niveau  ;  construction  du  plan  tangent  en  im  point;  inter- 
section de  la   surface  du  sol  avec  une  li^ne  droite  ou  courbe.  H 
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contient  rintersection  de  la  surface  du  sol  et  d'une  surface  d'égale 
pente  qui  passe  par  une  courbe  donnée,  question  qui  se  présente 
souvent  dans  la  pratique,  et  trois  applications  usuelles  intéres- 
santes :  tracé  d'une  route  sur  un  terrain  représenté  en  courbes  de 
niveau,  avec  déblai,  remblai  et  fossé;  question  analogue  avec 
rampe  d'accès  à  la  route;  établissement  d'une  voie  ferrée  au 
moyen  des  profils  en  travers,  sur  un  terrain  défini  par  ses  courbes 
de  niveau.  Ce  Chapitre  se  termine  par  l'étude  de  quelques  points 
remarquables  de  la  surface  du  sol  :  sommet,  fond  et  col,  avec  la 
représentation  des  courbes  de  niveau  et  des  lignes  de  pente  aux 
environs  de  ces  points. 

Le  Chapitre  III  s'occupe  de  la  représentation  des  toits  et  des 
questions  que  larcliitecte  peut  avoir  à  résoudre  dans  ses  projets 
de  construction. 

L'idée  d'avoir  incorporé  à  la  Géométrie  cotée  cette  partie  du 
bâtiment  me  semble  assez  logique  :  la  surface  d'un  toit  présente, 
en  efTet,  le  caractère  des  surfaces  topographiques,  de  n'être  ren- 
contrées qu'en  un  seul  point  par  une  verticale.  Dès  qu'un  toit  est 
un  peu  compliqué,  sa  projection  verticale  devient  confuse,  tandis 
que  sa  projection  horizontale  se  déroule  avec  la  plus  grande  clarté. 
Cela  n'empêche  pas  Fauteur  de  faire  usage  de  projections  verti- 
cales auxiliaires  ou  de  profils  lorsqu'il  le  trouve  utile.  C'est  ainsi 
qu'il  étudie,  en  combinant  les  deux  méthodes,  les  toits  simples, 
les  toits  composés  ou  juxtaposés  et  les  toits  qui  se  pénètrent. 

Dans  l'établissement  d'un  toit,  le  contour  de  la  projection  hori- 
zontale est  presque  toujours  imposé,  et,  si  l'on  veut  s'assujettir  à 
n'avoir  que  des  faces  planes  pour  les  égouts,  certaines  formes  de 
ce  contour  conduisent  à  des  lignes  de  faîte  inclinées.  Pour  éviter 
l'effet  désagréable  que  produiraient  ces  lignes,  l'auteur  indique 
rem|)loi  d'une  surface  gauche  à  plan  directeur  horizontal,  et,  en 
particulier,  un  paraboloïde  hyperbolique,  pour  former  la  surface 
de  l'un  des  égouts  de  long  pan  du  toit. 

I^a  OUA.TU1EME  Partie  traite  de  Vaxonométrie  normale.  L'auteur 
avait  déjà  indiqué  dans  le  Tome  I  l'importance  qu'il  attache  au 
dessin  axonométrique.  Il  insiste  ici  sur  un  mode  de  représentation 
très  répandu  (au  moins  en  Allemagne;  en  France  et  en  Belgique, 
on  emploie  de  préférence  la  perspective  cavalière)  et  d'une  com- 

lluU.  des  Sciences  mathém.,  T  série,  t.  XXXVIl.  (Juillet  1910.)  i '( 
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préhension  facile.  La  détermination  des  contours  apparents  des 
surfaces  de  révolution  et  de  leurs  ombres  est  plus  aisée  en  axono- 
mélrie  normale  qu'en  axonométrie  oblique.  En  particulier,  le 
contour  apparent  dune  sphère  est  représenté  par  un  cercle  dans 
le  premier  cas  et  par  une  ellipse  dans  le  second.  La  représenta- 
tion de  solides  limités  par  des  surfaces  planes,  cylindriques  ou 
coniques,  est  analogue  dans  les  deux  méthodes.  Celte  Partie  est 
divisée  en  deux  Chapitres. 

Le  Chapitre  I  comprend  les  principes  de  la  représentation 
d'un  corps  en  axonométrie  normale.  Dans  un  objet  usuel,  on 
distingue,  en  général,  trois  directions  principales  rectangulaires 
deux  à  deux,  formant  par  suite  un  trièdre  trirectangle.  Les  projec- 
tions de  l'objet  sur  les  faces  de  ce  trièdre  constituent  ses  figures 
géométrales  dans  la  méthode  de  Monge.  Il  ne  s'agit  pas  ici  de 
construire  ces  figures,  mais  de  donner  une  représentation  qui 
fasse  image.  A  cet  effet,  on  projette  la  figure  et  le  trièdre  qui  lui 
est  invariablement  lié  sur  un  |)lan  qui  sera  le  tableau,  et  l'on 
détermine  chaque  point  de  la  figure  au  moyen  de  la  projection 
du  contour  de  ses  coordonnées.  Cette  projection  s'obtient  aisément 
au  moven  de  trois  échelles  lelalives  aux  trois  axes. 

Des  objets  usuels  sont  représentés  dans  ce  mode  avec  leurs 
ombres,  en  parlant  des  figures  géométrales  :  un  piédestal  et  un 
assemblage  de  charpente  composé  dun  pilier  supportant  deux 
traverses  rectangulaires,  dont  l'une  est  soutenue  par  des  aisseliers. 
M.  Muller  examine  ensuite  le  choix  de  la  position  du  trièdre  et 
les  simplifications  qu'apporte  dans  le  dessin  l'emploi  d'axes  égale- 
ment inclinés  sur  le  tableau.  Il  donne  1  exemple  bien  connu,  mais 
intéressant,  de  la  projection  isométrique  d  un  cube. 

Le  Chapitre  //comprend  lélude  des  constructions  faites  direc- 
tement sur  le  tableau  et  son  application  à  la  résolution  des 
problèmes  fondamentaux  et  à  la  représentation  des  corps  à  surface 
courbe.  Entrons  dans  quelques  détails. 

Un  point  de  l'espace  est  défini  sur  le  tableau  par  son  image  axo- 
nométrique  et  celle  de  sa  projection  orthogonale  sur  \\n  plan  auxi- 
liaire. Avec  cette  représentation,  l'auteur  di'terminc  l'intersection 
d'une  droite  et  d'un  plan,  léclairemenl  d  un  plan,  les  ombres 
d'un  piisme. 

Il  montre,  dans  une  remarque  intéressante,  que  les  deux  projec- 
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tloiis  dune  figure,  dans  la  méthode  de  Monge,  peu\ent  être  regar- 
dées comme  les  représentations  axonométriques  d'une  autre 
figure,  quand  on  prend  pour  tableau  le  plan  verlicai  et  comme 
plan  auxiliaire  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre.  Si  ce  plan 
auxiliaire  est  le  second  bissecteur,  les  deux  figures  sont  en  affinité, 
le  plan  d'affinité  étant  le  second  bissecteur  (').  Il  en  résulte  cjue 
les  problèmes  de  position  se  résolvent,  en  axonométrie  normale, 
par  des  tracés  analogues  à  ceux  des  projections  ordinaires. 

Dans  la  résolution  des  problèmes  de  mesure  :  distance  de  deux 
points,  distance  dun  point  à  un  plan,  détermination  de  la  gran- 
deur d'un  angle  et  de  sa  bissectrice,  etc.,  l'auteur  utilise  une  pro- 
jection auxiliaire  de  profil. 

La  représentation  des  cônes  et  des  cylindres  est  précédée  de  la 
détermination  des  ellipses  projections  de  cercles  situés  dans  les 
faces  du  trièdre  de  référence,  et  appliquée  aux  constructions  que 
l'on  rencontre  en  architecture.  A  cet  effet,  l'auteur  fait  une 
digression  sur  la  taille  des  pierres  qui  lui  permet  de  faire  la  peis- 
pective  axonométrique  d'une  voûte  d'arêtes  appareillée.  Suivent 
deux  autres  applications  :  ombres  d'un  ouvrage  d  architecture  en 
saillie  sur  un  mur:  rail  de  chemin  de  fer  sur  sa  traverse,  avec 
ombres. 

La  représentation  de  la  sphère  donne  lieu  à  un  exercice  sur  la 
construction  de  j)arallèles  el  de  méridiens  de  la  Terre,  ainsi  que 
d'un  grand  cercle  tangent  aux  tropiques;  puis  à  la  représentation 
d'une  niche  sphérique  appareillée,  avec  ses  ombres. 

Pour  la  représentation  des  surfaces  de  révolution  autres  que  la 
sphère,  M.  Muller  utilise  une  projection  de  profil,  le  tableau  étant 
vertical  et  Taxe  de  révolution  de  prolil.  Deux  exemples,  empruntés 
à  l'architecture,  représentent  :  l'un  un  vase  amphore  grec  sur  un 
pied  carré,  l'autre  un  chapiteau  de  colonne  dorique. 

Il  termine  par  la  représentation  du  tore,  dont  il  détermine  la 
courbe  de  contour  apparent  au  moyen  de  sphères  inscrites.  Les 
diflérentes  formes  de  la  projection  de  cette  courbe  qui  est,  comme 
on  sait,   une    courbe   parallèle  à  une   ellipse,    composée  de   deux 

(')  Dans  la   première  édition  (1897)  de  mon  Cours  de  Géométrie  descriptive 
après  avoir  montré  l'invariabilité  du  second  bissecteur   (note,  page  223),  j'avais 
•  signalé  la  correspondance  homologique  qui  existe  entre  les  deux  projections  d'une 
figure  plane  (exercice  3,  p.  220). 
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branches  distinctes,  sont  examinées  et  discutées  suivant  la  gran- 
deur du  rayon  du  cercle  méridien  et  1  inclinaison  de  Taxe  du 
tore.  La  projection  de  la  même  courbe  sur  un  plan  parallèle  à 
l'axe  du  tore  est  tout  entière  formée  de  points  doubles  apparents^ 
et  se  réduit  par  conséquent  au  4*^  degré.  L'auteur  donne  une 
construction  très  simple  de  celte  projection,  au  moyen  d'une 
correspondance  entre  les  points  de  la  courbe  et  les  j)oinls  du 
cercle  méridien  parallèle  au  plan  de  projection. 

Dans  une  remarque  intéressante,  il  généralise  cette  correspon- 
dance, qui  devient  une  affinité  quadratique. 

L'ensemble  de  ce  fascicule  présente  les  qualités  du  premier 
Volume  :  de  nombreuses  applications  pratiques  présentées  dans 
des  figures  nettes  et  appuyées  sur  une  bonne  théorie. 

C.  PlOUBAUDI. 


GALLE  (A.).  —  Mathematische  Instrumente.  Mit  86  Abbildunijen  und 
Figure  {Matheniaiisch-physikalische  Schriften  fiir  Ingenieure  und 
Studierende,  herausgegeben  von  E.  Jahnke,  i5).  i  voL  in-8,  vi-187  p. 
Leipzig  und  Berlin,  B.-G.  Teubner,  J912. 

Ce  Volume  fait  partie  d'une  collection  d'Ouvrages  de  INIa théma- 
tique et  de  Physique,  à  l'usage  des  ingénieurs  et  des  étudiants, 
publiés  sous  la  direction  de  jNL  Jahnke.  Il  est  consacré  à  la  des- 
cri|)tion,  la  théorie  et  l'historique  des  divers  appareils  pouvant 
servir,  soit  à  faciliter  les  calculs,  comme  le  font  les  dillerenls  types 
de  règles  à  calcul,  soit  à  remplacer  des  opérations  de  calcul  par 
des  opérations  d'un  autre  genre,  comme  le  ibnl  les  machines  à 
calculer,  les  curvimèlres,  les  planimètres  el  les  analyseurs  harmo- 
niques. En  somme,  il  n'est  question,  dans  ce  Livre,  que  des  appa- 
reils se  rap|)oitanl  au  calcul,  à  l'exclusion  des  systèmes  articulés, 
qui  ont  surtout  des  applications  géométriques  ou  mécaniques. 

La  première  règle  à  calcul,  celle  de  Gunter  (i  58i-i()20),  est 
connue  des  marins  sous  le  nom  de  Gunfer's  scale  ou  de  (îiinter's 
Une;  c'était  un  simple  prisme,  portant  sur  ses  faces  des  échelles 
logarithmiques.  Elle  fut  perfectionnée  par  Seth  Parlridge  (i65o), 
qui  imagina  la   disposition,   bien  connue  maintenant,  consistant  à 
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faire  glisser  dans  une  coulisse  une  réglette;  puis  par  Mannheim 
(i85i)  cpii,  au  moven  du  curaeur,  permit  d'établir  la  correspon- 
dance entre  les  points  d'échelles  parallèles  (')• 

Il  y  a  un  très  grand  nombre  de  règles  à  calcul  pour  des  usages 
spéciaux,  usages  commerciaux,  usages  tachjmélriques  (avec 
éclielles  donnant  sin  a,  cos  a,  cos  a-)  etc.  M.  Favaro,  en  1879, 
comptait  déjà  44  tJP^s  de  règles  à  calcul. 

On  peut  rattacher  aux  règles  à  calcul  des  instruments  d'une 
autre  ("orme,  où  l'échelle  logarithmique  est  disposée,  non  plus  le 
long  d'une  droite,  mais  le  long  d'une  circonférence  d'une  hélice 
ou  d'une  spirale.  M.  Galle  signale  un  assez  grand  nombre  de  ces 
instruments,  tels  que  le  disque  à  calcul  de  Sonne,  Ihélice  à  calcul 
de  Fuller,  etc. 

Après  avoir  cité  la  machine  arithmétique  de  Biaise  Pascal,  l'ad- 
ditionneur de  Rolh  (1 843),  VAdder  de  Webb  (1868),  etc.,  M.  Galle 
donne  quelques  détails  sur  la  machine  de  Thomas  (de  Colmar), 
directeur  d'assurances  à  Paris  (1821),  machine  perfectionnée  par 
Bulkhardt  (18-8);  puis  il  décrit,  avec  figures  à  l'appui,  les  ma- 
chines dénommées  Mercedès-Euklid  et  Gàiiss^  construites  par 
Ch.  Hamann,  Tarithmomètre  de  Odhner,  les  machines  deBolléeet 
de  Olto  Steiger,  et  enfin  la  machine  à  diflerences  de  Cli.  Babbage. 
Cette  simple  énumération,  qui  est  d'ailleurs  très  incomplète,  car 
M.  Galle  parle  de  bien  d'autres  machines,  donne  une  idée  de  la 
variété  d'appareils  dont  il  est  question. 

M.  Galle  mentionne  ensuite  un  certain  nombre  d'appareils  spé- 
ciaux, dans  lesquels  une  roulette  entre  comme  élément  essentiel  ;  en 
particulier,  l'appareil  à  fonctions  trigonométriques  et  hyperboliques 
de  M.  Ch.  Hamann,  qui  comporte  en  plus  des  verniers,  que  les 
Allemands  appellent  Noniiis.  Un  court  Chapitre,  deux  pages 
seulement,  est  consacré  aux  différentiateurs.  Il  peut  être  bon  de 
faire  remarquer  que  l'utilité  pratique  de  ces  derniers  appareils  est 
douteuse.  M.  Bonasse  dit,  en  effet,  dans  son  Cours  de  Mathéma- 
tiques générales  (p.  212),  qu'il  est  impossible  d'avoir  un  appareil 
de  ce  genre  qui  ne  soit  pas  illusoire. 

L'ne  grande  partie  du  ^'olume  de  M.  Galle,  les  deux  cinquièmes, 


(')  M.  d'Ocagne  fait  remarquer    {Encyclopédie  des   Se.  math.,  t.  I,   4"  vol., 
p-  4i2)  que  le  curseur  semble  avoir  déjà  été  utilisé  avant  Mannheim. 
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est  consacrée  siirloul  à  des  instruments  servant  à  la  mesure  de  gran- 
deurs géométriqnes,  longueurs  ou  surfaces,  ou  à  divers  problèmes 
se  rapportant  à  des  figures  géométriques.  Il  j  a  peu  de  choses  à 
noter  sur  les  curvimètres,  dont  le  principe,  comme  le  fait  remar- 
quer M.  Galle,  a  été  utilisé  pour  la  première  fois  par  le  médecin 
français  Fernel,  vers  lôao,  lorsque  celui-ci  a  évalué,  pour  obtenir 
la  longueur  d'un  arc  de  méridien,  la  longueur  d  une  route  en 
comptant  le  nombre  de  tours  effectués  par  la  roue  d'une  voiture. 
Les  planimètres  sont  extrêmement  uoinbreux,  et  d'ailleurs 
construits  d'après  des  principes  très  variés.  On  retrouve  parmi  ces 
principes  ceux  qui  servent  de  bases  aux  différentes  formules  per- 
mettant d  évaluer  une  aire,  soit  approximativement,  soit  exacte- 
ment. Certains  d'entre  eux  (planimètres  de  Oldendorp,  de  Mon- 
kermoller,  de  F.  Giinther)  se  rattachent  à  des  formules  telles  que 
les  formules  classiques  de  Simpson  ou  de  Poncelet;  d'autres 
(planimètres  de  Hofmann,  de  Gengloff  et  de  Schlesinger),  à  la 
transformation  élémentaire  qui  permet  de  passer  d'un  polygone 
quelconque  à  un  triangle  de  surface  équivalente;  d'autres  enlin 
(planimètres  de  Gonella,  dAmsler,  etc.),  aux  formules  permettant 
d'évaluer  les  aires  au  moyen  d'intégrales  définies  relatives  à  divers 
systèmes  de  coordonnées.  Certains  sont  assez  compliqués,  comme 
les  planimètres  de  Hohmann-Coradi  ;  d'autres  sont  très  simples, 
comme  le  planimèire  du  capitaine  danois  Prytz  (1886),  qui  se 
compose  d'une  simple  tige,  courbée  deux  fois  à  angle  droit,  et 
terminée  à  un  bout  par  une  sorte  de  hachette,  à  l'autre  par  une 
pointe  mousse.  Certains  appareils  analogues  aux  planimètres  ser- 
vent à  déterminer  des  moments  statiques  et  des  moments  d'inertie. 
Un  Chapitre  de  l'Ouvrage  de  M.  Galle  est  consacré  spécialement 
aux  appareils  connus  sous  le  non)  d'analjseurs  licnnioniques 
{analysatoren).  Ces  appareils  permettent  d'évaluer  la  somme 
d'un  certain  nombre  de  termes  d'une  série  de  Fourier,  ou  inver- 
sement de  déterminer  les  coefficients  de  la  série  de  Fourier  (|ui 
représente  une  fonction  ilont  un  certain  nombre  de  valeurs  oui 
été  déternnnées  expérimentalement.  M.  Galle  consacre  (puhpies 
pages  à  décrire  les  analyseurs  harmonicpies  de  Yule,  de  Le  Conte, 
de  William  Thompson  (Lord  Kelvin),  de  Henrici-Coradi,  de  Shar|). 
de  Sommerfeld  et  Wiechert,  de  Michel  son  et  S  ira  lion,  et  enfin  l'ap- 
pareil deTerrada,  pour  l'analyse  et  la  synthèse  des  oscillalinns. 


il 
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Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  intégrales  (appareils 
d'Abdank-Abakanouicz,  18-8,  de  Bojs,  d'Erneslo  Pascal,  1909) 
et  enfin  aux  appareils  ayant  pour  objet  l'intégration  d'é(|uations 
difl'érentielles  (appareils  de  Lord  Kelvin,  1876,  de  Torrès,  iSgS, 
de  Pelrovitch,  189-).  Il  se  termine  enfin  par  la  description  d'appa- 
reils dus  à  un  savant  français  L.  Jacob,  auteur  d'un  Ouvrage  inti- 
tulé :  Le  Calcul  mécanique^  qui  fait  partie  de  la  Bibliothèque  de 
Mathématiques  appliquées^  dirigée  par  M.  d'Ocagne.  M.  Galle  a 
ajouté  à  la  fin  de  son  Ouvrage  lindication  de  près  de  1  20  Ouvrages 
ou  Articles  traitant  des  instruments  mathématiques,  sans  compter 
un  certain  nombre   d'autres  références   bibliographiques   données 

au  cours  de  1  Ouvrage. 

(Jh.  Bioche. 


MELANGES 


SUR  UNE  FORME  DE  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE  D'UNE  ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE  DANS  LE  VOISINAGE  DE  CERTAINES  VALEURS 
SINGULIÈRES; 

Pau  m.  Henri  DLLAC. 
{Suite  et  fin.  ) 


i.   Intégrale  de  Véquatioii  (2).  —  Si  nous  considérons   main- 
tenant 1  équation 

(16)  x(o-r-...) -y{q — ...I —  =  o, 

'  '  dx       -^     ^  Oy 

et  si  l'on  cherche  à  vérifier  cette  équation  par  un  développement 

F  s  x'iyi'  -+-..., 

on  voit  immédiatement  cjue  ce  développement,  sil  existe,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

Y=X'ljl>G,  G==I-r-.... 
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Si  l'on  cherclie  à  déterminer  les  termes  de  G.  on  est  en  général 
arrêté  dans  la  détermination  du  terme  en  xf yP.  Supposons  plus 
généralement  qu'on  puisse  calculer  les  termes  de  G  dont  le  degré 
est  inférieur  à  2  («7  -\- p)  et  qu'on  soit  arrêté  par  une  impossibilité 
dans  la  détermination  du  terme  en  x''^r' P- 

Si  nous  posons 

(17)  x^^xl,        y=r1- 

l'équation  (i())  devient 

Cette  équation  n'admet  pas  de  solution  de  la  forme 
F  =  ^fO'i"?K,         K  =  i— .... 

Nous  pourrons  déterminer  les  termes  de  K  dont  le  degré  est 
inférieur  à  2 /yj^,  mais  nous  serons  ari'ètés  par  une  impossibilité 
dans  la  détermination  du  terme  en  -x'^'^^yY^,  puisque  K  se  déduit 
de  G  par  le  changement  de  variable  (17).  H  résulte  de  là,  d'aj)rès 
la  propriété  2°  signalée  à  la  fin  du  n"î2.  que  si  l'on  cherche  à  déter- 
miner pour  l'équation  (18)  une  solution  de  la  forme 

F  =  .T]  n  E,        E  =  I  -4-. . .. 


on  pourra  déterminer  les  termes  de  L  dont  le  degré  est  inférieur 
à  ii'pq^  mais  on  ne  pourra  déterminer  le  terme  en  {^x^y^yPl. 
L'équation  (18)  admettra  donc  une  sokition  de  la  forme 

(19) 


»  -^/i-^'i,  y\  )  +  x\i"l y\i"l  loga"/  J)' 


y  vérifie  une  équation  tout  à  fait  analogue  à  (12)   et  que   l'on  peut 
écrire 

=  a' j-^'/j'/'/  -r-  H  {xP^,  y'f  )  {'i.rpq  -r-  2  rpqf—x,f,— y,  /;._  -^  p'  log  J-^y^'). 

Les  termes  connus  do  cette  équation  ne  contenant  que  des  [)uis- 
sances  de  x^  et  de  p'[^  il  paraît  évident  ipic  \o  développement  yne 
contiendra  aussi  que  des  puissances  de  ces  deux  expressions, 
l'our  lo  \oir  plus  clairement,  désignons  par  k  et  h  des   nombres 
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différents  de  i  vérifiant  respectivement  les  équations  kP^i 
et  /«<?=:  I .  Si  nous  changeons  x,  en  kxs  et  j)',  en  ky^^  nous  voyons 
que/(/\ri.  hy\)  vérifie  la  même  équation  que  la  fonction/(a7,,j'(). 
Or,  nous  avons  vu  que  tous  les  termes  d'un  développement  / 
vérifiant  une  équation  de  la  forme  (12)  sont  déterminés  d'une  façon 
unique,  abstraction  faite  du  terme  en  x''y''  qui  reste  arbitraire; 
nous  avons  donc,  eu  désignant  par  /  une  constante, 

Cette  identilé  n'est  possible  que  si  /  ne  contient  que  des  puis- 
sances de  xi  et  de  l'f. 

En  revenant  aux  variables  primitives  x  et  -)',  nous  pouvons 
écrire 

et  Téquation  (i6)  admet  la  solution 


{10) 


I  —  ç(  X,  ^r)  -i-  x''iy'i'  [o'^x'^yt. 
avec 


a' 

i,=  'l 

—  ) 

P 

9. 

Dans  la  solution  (11')  nous  n'avons  jamais  a^b^  puisque 
d'après  (i4)  on  n'a  jamais  a  =  o.  Dans  la  solution  (11)  nous 
n'aurons  doncjamaisa'=  6' et  dans  la  solutions  (20)  jamais  «/>  =^bq. 

Si  nous  voulons  maintenant  obtenir  une  solution  de  l'équa- 
tion (2),  de  laquelle  l'équation  (i(3)  a  été  déduite  par  le  change- 
ment de  variables  (5)  nous  devons,  pour  faire  le  changement  de 
variables  inverse  du  changement  (5),  remplacer  respectivement  x 
et  j  par  A  et  B,  eu  prenant  A  =  x—  «(j),  et  B  =jk — /(^)- 
L'équation  (2)  a  donc  toujours  une  solution  de  la  forme  (4)- 

o.  Nous  allons  montrer  par  un  exemple  que  le  développement  G 
qui  figure  dans  (4)  peut  être  divergent.  Considérons  l'équation 

x{\  —  X  —  xy)¥'j.—  r(i  -^  x  -^  xy)¥'y—  o. 
Nous  cherchons  à  la  vérifier  jiar  une  solution  de  la  forme 

F^ ^ 
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Nous  devons  avoir,  avec  les  notations  employées  pour  l'équa- 
tion (12) 

(21)     xj\  —  yf\.^  'xxy-\-{x-^xy){xf'_^-^  y/'y  —  if—x+^xv). 

Soit  a,,,iX"y'^  un  terme  de  /*  pour  lequel  les  exposants  de  .r  et  y 
sont  égaux.  Démontrons  que  tous  ces  coefficients  a,in  sont  égaux 
pour  n  >>  I .  En  efïel,  le  premier  membre  de  ("21)  ne  contient 
aucun  terme  de  la  forme  x"y'^;  ces  termes  doivent  donc  aussi 
disparaître  dans  le  second  membre.  On  a,  par  suite, 


•xxy  -t-  xy 


d'où 


?xy 


?  =  o, 


■^^{■iji  —  ijanu  x"y"-     =  0, 

n=\  J 


O, 


pour 


/?  >  I 


«Il  reste  arbitraire. 

y  ne  contiendra  pas  non  plus  de  termes  a„tnOC"'y"  pour  lesquels 
on  ait  n  >■  m.  En  effet,  si  nous  posons 

en  désignant  pary,  nn  polynôme  homogène  et  de  degré  i  enx  e\yy 
nous  avons,  en  identifiant  les  deux  membres  de  (21), 

/j  =  —  2  j",         f.2=  X--+-  au  .rv, 

et  nous  voyons  que  les  termes  de  //  sont  semblables  aux  termes  de 
l'expression 

(i—  '\) xyfi   :!  -t-  U'  —  3  I Xfi^  1  ; 

/",  et  /*2  ne  contiennent  pas  de  termes  en   :c"\r'^   pour  lesquels  on 
ait /?>//?;  on  voit  ensuite  de  proche  en   proche   qu'il   en   est  de 
même  de /s  et  de/,  rpicl  (pic  soit  /. 
Si  nous  posons 


/^/.^y-o^ 


'■'\\-ry^<o, 


les  termes  de  moindre  degré  dans  's>  seront  du  troisième  degré,  et 
nous  aurons  l'écpiation 

xf^'j.—  y  (ù'y  —  "ix-y  -+-  (x  -t-  xy)  (xo^-^  y  'i\-+-  2'f  )• 

Tous  les  termes  a,„„x"'y"  de  '^   sont  à  coellicieuls  positifs.   En 
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effet,  on  a  toujours  ryi  '^  n  et  un  coefficient  a,„„  est  fourni  par  une 

(  m  —  n)a„iii  =  \^,„,i^ 


égalité  de  la  forme 


où  Cmn  désigne  un  polynôme  à  coefficients  positifs  formé  avec  les 
coefficients  a,j  pour  lesquels  on  a  i  -hj  <i  m  +  n.  Les  termes  de 
moindre  degré  de  o  se  réduisant  à  2x'-y  et  étant  à  coelficients 
positifs,  on  voit  de  proche  en  proche  qu'il  en  sera  de  même  de  tous 
les  termes  de  es. 

Nous  ne  j)Ourrons  que  diminuer  les  coefficients  de  es,  si  nous 
cherchons  un  développement  ^vérifiant  l'équation 

^  f'x  —  y  g'y  =  2  a;2jK  -^xy{x  g'^,  ^  y  g'^—ig). 
Or,  on  voit  immédiatement  que  g  est  de  la  forme 

g  =  xh(xy),         h{xy)  =  ai^rj -i- a^ar^j^-r-  y.iX^y^-r-.  ..; 

et  A,  qui  est  une  fonction  de  la  seule  variable  u  =  xy,  vérifie 
l'équation  différentielle 

2  u^  —r-  =  h  -~-  nu  —  -2  n. 
du 

On  trouve,  en  cherchant  les  termes  successifs  de  A, 

/i  (  if  )  =  2  ;/  [  I  -H  ?<  -f-  3  M-  -i-  3 .  5  a^  -H .  . .  -H  3  . 5  .  .  .  (  '2  /i  —  i  )  u"  -f- .  .  .  ] . 

Ce  développement  est  divergent  quelque  petit  que  soit  u  ;  le 
développement  g  et,  a  fortiori^  es  seront  donc  divergents  si  petits 
que  soient  x  et  j'  ('  ). 

6.  Bien  que  le  développement  es  qui  figure  dans  (20)  ne  soit 
pas  toujours  convergent,  il  me  paraît  intéressant  de  signaler  une 
conséquence  que  Ion  peut  tirer  de  cette  intégrale  (20)  lorsque  'o 
est  convergent.  Nous  pouvons,  dans  ce  cas,  après  avoir  mis  parle 
changement   de    variables    (5)  l'équation  (i)   sous  la  forme   (()), 


Cj  La  divergence  des  développements  que  nous  rencontrons  est  due  à  des 
causes  analogues  à  celles  étudiées  par  M.  Hemoundos  {Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  XXXVI). 
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écrire  rintégrale  générale  de  (6) 


Posons 


=  const 

x1  y'i  =  :^'«JK'^ 

xYr'l'' 

1— r(.3r,,j»-i)            -^      ' 

ce  qui  nous  donne 


^l(!  +  ?)      '••"/'-'''/' 


r,(i--'fr'"^-"'/'  =y. 

Au  voisinage  de  x  =  o,  y  =  o,  x'  =  o,  y'  =■  o,  x'  ely'  s'expriment 
en  fonction  holomorphe  de  x  el y  et  réciproquemenl.  L'intégrale 
générale  de  l'équation  (i  )  devient 

x'i''  y'i"' 

(il)  ; T^ ; — 71  =  const. 

^      '  i  -H  x'Vy  i"'  loga;  "7  '^ 

L'équation  diflerentielle  (i)  devient  par  suite 

(23  )  x' ipr  -ir-  hx''i''y' P'i)  dy' ^  y\<J^'  ^  ax'i''y'i"')  dx'  =  o. 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  peut  se  réduire  Véquation  (i). 

Montrons  que,  si  Ion  considère  dans  le  voisinage  de  ar  =  o, 
y  =  o,  une  solution  quelconque  de  (i),  on  peut  faire  tendre  x 
vers  zéro  de  telle  manière  que  y  tende  vers  zéro.  Il  suffit  de 
montrer  que  les  variables  x'  et  >''  qui  figurent  dans  l'équation  (23) 
peuvent  tendre  simultanément  vers  zéro. 

I^osons 

X  'I'' y  l>'z=  -,  x'^yb—  gu 

Nous  avons,  d'après  (22), 

z  ~  Il  =  K  =  const., 
(ap  —  bq)rqlogx'=        bq  \o^z -{- pqra  ^=       bq  \o'^  z — />q/z -h  pqrK, 
(  ap  —  bq  )  rp  logj)-'  =  —  ap  logs  —  pqrti  =  —  ap  log  z    ~  pqrz  —  j>qr\\. 

Si  nous  posons 

-pqrz  bq  —  ap  «    ,    o  _        , 

ap  —  h</  ap  —  bq  ap  —  bq 
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nous   avons,    en   désignant    par   Ci    et    C^    deux    constantes  qui 
s'expriment  au  moyen  delà  constante  ai'bitraire  K 

Nous  avons  en  désignant  par  a',  a",  jj',  [i"  des  constantes  réelles 

a  =  a'-l-ta",  ^  =  [^'-+-{(3",  a'-l-^'  =  — i,  a"-l-p"=o. 

Nous  pouvons,  en  changeant,   si  cela  est  nécessaire,    v  en   —  v, 
supposer  que  l'on  a'^[3. 

Pour  que  x'  etjK'  tendent  simultanément  vers  zéro,  il  est  néces- 
saire que  z  ^  x'~^''y'~P''  croisse  indéfiniment;  v  doit  également 
croître  indéfiniment.  Posons 

V  =  p(cos6  -t-  if  sin6), 
P  =  a'iogp  -î-  p  cosO  —  a"6,         Q  =  ^'logp  —  pcosO  —  &"0. 

Pour  que  J?'  et  j''  tendent  simultanément  vers  zéro,  il  est  néces- 
saire que,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  i',  on  puisse  faire 
éloigner  indéfiniment  le  point  de  coordonnées  polaires  g  et  fJ,  de 
telle  manière  que  P  et  Q  tendent  vers  —  00^  car  nous  avons 

\x''ir\  =  \c,\é\      |y/-|  =  |Co|ey. 

Prenons 


2 


(24)  pcosO=(^ — h/i  1  logo  H-/.-, 

Il  et  k  étant  deux  constantes.  Nous  aurons 

a  log  p  -H  p  cos  0  =  (  —  7  -)-  /m  log-  p  -1-  A-, 
^'logp  —  pcosO  =  (-  -  +  /Ô  logp  — A-. 

Si  nous  avons 

•1  2 

ces  deux  expressions  (aS)  tendront  vers  — x,  lorsque  p  croît 
indéfiniment.  Il  nous  suffit  donc,  pour  faire  voir  que  P  et  Q 
tendent  vers  —  oc,  de  montrer  qu'on  peut  trouver,  lorsque  p  grandit 
indéfiniment,  des  valeurs  de  Q  vérifiant  la  relation  (24)  et  restant 
finies. 
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La  constante h  /^  cjiie  nous  désignerons  par  L  peut  être 

nulle;  si  elle  n'est  pas  nulle,  nous  pouvons  toujours  la  supposer 
positive,  en  changeant  au  besoin  G  en  8  H-  -.  La  relation  (24)  s'écrit 

l\os,o       k 

(•26)  cosG  =  5^-4 

p  p 

Si  nous  étudions  la  variation  du  second  membre,   lorque  p  varie 
de  zéro  à  +  00,  nous  avons  immédiatement  le  tableau  suivant  : 


p  o  e 

l\osp         k  .  ,    -^-T-  -, 
2J — \ —          — >:         croil          le               décroît 


Il  existe  donc  une  valeur  po  telle  que,  si  p  varie  en  croissant  à 
partir  de  Oq,  le  second  membre  de  (26)  reste  inférieur  à  l'unité.  A 

une  telle  valeur  de  0  correspond  un  angle  d  compris  entre  zéro  et  - 
et  cet  angle  H  tend  vers  -  lorsque  p  croît  indéfiniment. 

Nous  avons  donc  démontré  qu'on  peut^  pour  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (i),  faire  tendre  simultanément  .r  et  i' vers 
zéro.  Dans  la  loi  adoptée  pour  exprimer  la  variation  de  0  en  fonc- 
tion de  p  figurent  deux  constantes  arbitraires  //  et  k.  On  peut 
adopter  une  loi  de  variation  de  forme  différente  et  encore  moins 
restrictive. 

Désignons,  en  effet,  par  C  la  branche  de  courbe  représentée  en 
coordonnées  polaires  par  l'équation  (26),  branche  le  long  de  laquelle 
nous  avons  fait  s'éloigner  indéfiniment  le  point  de  coordonnées  0  etO. 
Désignons  par  m  Tangle  polaire  d'un  point  de  C  correspondant  à 
une  valeur  de  p.  Nous  venons  de  voir  que  si,  pour  chaque  valeur 
de  p,  on  donne  à  G  la  valeur  de  w  et  si  l'on  fait  éloigner  indéfiniment 
le  point  de  coordonnées  p  et  8,  les  expressions  l^  et  Q  tendent 
vers  —  ce.  Il  en  sera  encore  de  même  lorscpi'on  donne  à  Ô  une 
valeur  telle  que  p  (cos  9  —  cos  w)  reste  fini.  11  sufiit  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  que,  en  désignant  par  m  un  nombre  fixe,  mais  arbitraire, 
on  ait 

p  I  0  —  (0  I  <  m. 

Donc,   au  lieu   de   prendre,    pour  chaque   valeur   de  p,  comme 
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affixe  de  v  le  point  R  de  coordonnées  p  et  w  situé  sur  C,  nous 
pouvons  prendre  comme  affixe  de  c  un  point  M  situé  sur  le  cercle 
de  centre  O  et  de  rayon  p,  ce  point  étant  tel  que  l'arc  de  cercle  RM 
soit  inférieur  à  m. 

Nous  pouvons  par  suite  dire  que,  si  nous  considérons  une  bande 
de  largeur  quelconque,  mais  fixe,  entourant  C,  et  si  nous  faisons 
éloigner  indéfiniment  à  l'intérieur  de  cette  bande  le  point  de 
coordonnées  polaires  p  et  6,  les  valeurs  coriespondantes  de  x  et  y 
tendront  simultanément  vçrs  zéro  pour  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (i). 
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BOUASSE  (H.).  —  Cours  de  xMécanique  PHysiQUB.  —  Deuxième  édition, 
complètement  transformée  et  considérablement  augmentée.  Ouvrage 
formant,  avec  la  Mécanique  rationnelle  et  expérimentale  du  même 
Auteur  un  couis  complet  de-  Mécanique  expérimentale .  Tome  pre- 
mier du  Cours  de  Pliysique^  i  vol.  gr.  in-S",  xi-684  pages.  Paris, 
Ch.  Delagrave,  igrj. 

Voilà  un  tilre  bien  lon^.  Les  délicats  humanistes  de  la  Renais- 
sance, les  clairs  penseurs  du  xvii*^  siècle  ne  redoutaient  pas  ces 
sortes  de  titres;  ils  ont  l'avantage  de  dire  clairement  ce  que 
l'auteur  a  prétendu  faire,  et  d'annoncer,  avant  qu'on  ait  ouvert 
l'Ouvrage,  ce  qu'on  peut  espérer  d'y  rencontrer;  n'est-ce  pas 
justement  pour  cela  que  les  titres  sont  faits? 

Celui-ci  ne  ment  point.  Si,  au  Cours  de  Mécanique  ration- 
nelle et  expérimentale  que  M.  Bonasse  a  publié  il  j  a  peu 
d'années  et  que  nous  avons  analysé  en  ce  Bulletin  ('),  on  joint 
le  présent  Volume,  on  obtient  un  traité  complet  de  Mécanique 
expérimentale,  le  seul  qui  existe  à  notre  connaissance.  En  effet, 
du  Trealise  on  natural  P/iilosophy  de  Lord  Kelvin  et  P. -G.  Tait, 
la  première  Partie  seule  a  été  produite;  et,  d'ailleurs,  cette  œuvre 
géniale  est  bien  plus  une  collection  de  recherches  et  de  tentatives 
originales  qu'un  traité  didactique. 

l. 

Quelle  est  la  pensée  dominante  de  tout  cet  Ouvrage,  comment 
M.  Bonasse  conçoit  la  Science  mécanique,  nous  l'avons  dit  au 
cours  de  l'Analyse  du  premier  Volume;  il  n'est  donc  pas  utile 
d'y  revenir  ici.  Il  sera  plus  intéressant  de  nous  attacher  aux 
pensées,  aux  aperçus  que  l'auteur  propose  en  ce  Cours  de  Méca- 
nique physique  et  qu'il  n'avait  pas  encore  eu  occasion  d'émellre. 

Ces  pensées  ont  surtout  trait  aux  rapports  de  la  Science  pure 

(')  Bulletin  des  Sciences  niatheniatigues,  t.  \X\IV.  1910,  première  Partie, 
p.  i44-«76. 

Huit,  des  Scie/ices  inatlieni.,  2"  série,  t.  XXXVII.  (  \oiil  iqki.)  i5 
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et  de  la  Science  appliquée,  ou,  plus  exactement,  puisque  c'est 
seulement  de  Mécanique  qu'il  est  question  ici,  aux  relations  entre 
la  Mécanique  pure  et  la  Mécanique  appliquée. 

On  a  beaucoup  écrit,  depuis  un  certain  nombre  d'années,  sur 
la  nature  des  théories  physiques;  toutes  les  réflexions  qui  ont  été 
émises,  à  ce  sujet,  ont  profondément  bouleversé  ce  que  nos 
devanciers  croyaient  de  la  Mécanique  pure  et  de  la  Mécanique 
appliquée. 

La  Mécanique  rationnelle  formait,  pour  eux,  avec  l'Arithmétique 
et  la  Géométrie,  la  trinité  des  Sciences  pures.  Issues  d'axiomes 
évidents  de  soi,  ces  trois  sciences  demandaient  au  seul  raisonne- 
ment déductif  le  moyen  de  développer  leurs  conséquences. 
Les  faits  que  l'expérience  constate  ne  pouvaient  manquer  de  se 
conformer  à  ces  conséquences  universelles;  l'expérience  n'inter- 
venait en  réalité  que  pour  nous  apprendre  de  quelle  manière 
il  fallait  particulariser,  dans  chaque  cas,  les  théorèmes  généraux 
de  la  Mécanique  rationnelle. 

En  ses  axiomes,  la  Mécanique  rationnelle  tenait,  d'une  manière 
implicite,  les  lois  de  tous  les  mouvements  qui  s'observent  dans 
la  nature;  une  intelligence  dont  le  pouvoir  ne  connaîtrait  pas  de 
limites  saurait,  de  ces  axiomes,  extraire  toutes  ces  lois;  si  notre 
esprit  n'y  peut  parvenir,  c'est  simplement  parce  que  tout  problème 
trop  compliqué  l'égaré. 

Or,  la  pratique  a  besoin  de  connaître,  au  moins  d'une  manière 
approchée,  les  règles  de  phénomènes  compliqués  tlont  la  Méca- 
nique rationnelle  donnerait  les  lois  exactes  si  notre  esprit  était 
assez  fort  pour  les  développer.  La  débilité  de  noire  intelligence 
nous  oblige,  alors,  à  recourir  à  un  autre  moyen,  à  raisonner  sur 
ces  phénomènes  à  partir  de  principes  purement  empiriques,  à  nous 
contenter  d'une  connaissance  d'ordre  inférieur  (pie  nous  nommons 
Mécanicpic  aj)pliquée. 

Ainsi,  entre  la  Mécanique  rationnelle  et  la  Mécanique  applicpiée, 
il  y  a  différence  essentielle,  différence  de  nature.  Tirée  de  prin- 
cipes évidents,  explicitée  par  le  raisonnement  déductif,  la  Méca- 
nique rationnelle  est  certaine,  immuable,  rigoureuse.  Fondée  sur 
des  expériences  nécessairement  particulières  et  entachées  d'erreur, 
la  M«''raiiiipi('  applicpiT-c  est  douh'USf,  sup-tlc  à  modidcal  ions  cl  à 
ti'ansl<jrinaliuns,  et  siinjjlcinent  a[)proxiniative. 
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Telle  fut,  au  sujel  de  ces  deux  branches  de  la  Mécanique, 
la  pensée  communément  reçue  des  savants  et  des  ingénieurs 
pendant  la  plus  grande  partie  du  xix"  siècle. 

Ils  sont  bien  rares,  aujourd'hui,  ceux  qui  la  regardent  encore 
comme  véritable. 

La  Mécanique  rationnelle  ne  nous  apparaît  plus  comme  une 
science  déduite  a  priori  de  principes  qui  seraient  évidents  par 
eux-mêmes.  Nous  la  regardons  seulement  comme  une  partie, 
la  première  et  la  plus  simple,  de  la  Physique  théorique.  Elle 
n  échappe  pas  à  ce  qui  peut  être  affirmé  avec  vérité  de  toute 
théorie  phjsique.  Suggérés  par  l'expérience,  ses  |)rincipes  sont 
des  postulats,  des  hypothèses  qui  n'ont,  a/?/vo/v",  aucune  évidence, 
aucune  certitude.  Leur  rôle,  c'est  d'être  des  formules  condensées 
d  où  le  raisonnement  fera  sortir  une  représentation,  harmonieuse- 
ment ordonnée,  des  lois  révélées  par  l'observation;  et  cette  repré- 
sentation, si  satisfaisante  qu'on  la  suppose,  n'est  jamais  qu'une 
image  approchée  et  provisoire  de  la  réalité. 

Entre  la  Mécanique  pure  et  la  Mécanique  appliquée,  il  n'v  a  plus 
distinction  de  nature;  il  y  a  seulement  dififérence  de  degré.  C'est 
ce  que  M.  Bonasse  nous  expose  en  ces  termes  ('  )  : 

«  A  côté  des  Sciences  pures  se  sont  constituées  des  Sciences 
appliquées  dont  le  caractère  est  empirique  et  provisoire.  Tandis 
que  les  premières  ont  pour  idéal  de  classer  les  faits  dans  des 
formes  très  générales  dérivant  par  déduction  d'un  petit  nombre 
de  principes,  les  secondes,  procédant  exactement  de  même  en 
pure  logique,  classent  les  faits  dans  des  formes  distinctes  moins 
générales,  dérivant  de  principes  plus  nombreux,  conséquemment 
plus  voisins  des  faits  à  expliquer. 

»  Les  Sciences  appliquées  sont  inoins  exigeantes  sur  la  valeur 
de  leurs  principes  dont  le  peu  de  précision  est  connu. 

»   Ainsi  le  liavail  des  savants  se  trouve  échelonné. 

»  Pour  les  besoins  de  la  pratique  qui  ne  saurait  attendre,  les 
nigénieurs  utilisent  les  Sciences  appliquées  dont  les  physiciens 
s  efforcent  de  ramener  les  principes  provisoires  aux  principes 
plus  généraux  des  Sciences  pures;  ils  précisent  la  sorte  d'approxi- 
mation  tolérée   dans  leur  mise  en  œuvre;   ils  les   remplacent,  si 

(')  l'ages  vn-viii. 
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possible,  par  d'aulres  |)lus  exacts  et  d'un   usage  plus  commode. 

»  D'un  point  de  vue,  les  Sciences  appliquées  sont  eu  avance  sur 
les  Sciences  pures  qu'elles  alimentent  de  problèmes;  les  nécessités 
journalières  posent  des  questions  dont  les  ingénieurs  donnent  des 
solutions  pratiques  mais  imparfaites;  les  physiciens  s'ingénient 
à  les  introduire  dans  leurs  cadres,  ce  qui  entraîne  des  abstrac- 
tions, des  simplifications  dans  leurs  énoncés,  simultanément  des 
complications  dans  des  calculs  telles  que  les  ingénieurs,  tout  en 
reconnaissant  le  progrès  théorique,  s'en  tiennent  le  plus  souvent 
à  l'emploi  de  leurs  outils  moins  précis,  mais  plus  rapides,  du  reste 
suffisants. 

»  Les  deux  disciplines  sont  donc  nécessaires;  elles  se  main- 
tiendront côte  à  côte.  Raison  de  plus  pour  ne  pas  construire 
entre  elles  de  cloisons  étanches;  raison  de  plus  pour  qu'elles  ne 
s'ignorent  pas.    » 

II. 

Qu'est-ce  à    dire?  Entre  la   Mécanique  pure  et  la  Mécanique 
appliquée,  faut-il  effacer  toute  démarcation?  Faut-il  les  mêler  et 
les   confondre?   Faut-il    demander   au    professeur   de    Mécanique       ' 
rationnelle  de   se  faire  praticien,  à  l'ingénieur  de  démontrer  des 
théorèmes  de  Mécanique  rationnelle?  Rien  n'est  plus  éloigné  de  la 
pensée  de  M.  Bouasse.  Pour  être  de  degré,  et  non  de  nature,  une       j 
difïérence  n'en  est  pas  moins  réelle.  Encore  que  toutes  les  marches      L 
d'un   escalier  soient  pareilles,  se   trouver  en  haut  ou  en  bas  de      p 
l'escalier  n'est  pas  même  chose;  il  est  toujours  ridicule,  et  parfois 
dangereux,  de  l'oublier.    En  diverses   circonstances,  M.  Bouasse      ' 
s'est  montré  sévère  pour  les  travers  des  professeurs  de  Sciences      n 
pures  qui  veulent  jouer  à  l'ingénieur.  Aujourd'hui,  il  dit  de  rudes, 
mais  utiles,  vérités  aux  ingénieurs  qui   confondent  les  procédés 
de  la  Science  appliquée  avec  ceux  de  la  Science  pure  : 

<(  Je  soutiens  ('),  dans  l'intérêt  des  Sciences  pures  comme  des 
Sciences  appliquées,  que  l'esprit  dans  lequel  il  faut  les  cultiver 
est  absolument  dill'érent.  Que  les  ingénieurs  se  contentent  de 
formules  empiriques  correctes,  qu'ils  analysent  avec  soin,  avec 
conscience  la   marche  expérimentale  de  leurs  appareils;  ils  ren- 

('  )  Payes  vut-ix. 
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dront  à  eux-mêmes  et  aux  savanls  de  mélier  un  bien  autre  service 
qu'en  nous  encombrant  de  leur  Algèbre. 

»  [is  manquent  de  temps  pour  les  tras'aux  désintéressés;  ils  ont 
d'autres  soucis  que  d'user  plusieurs  années  de  leur  existence 
à  effectuer,  en  toute  rigueur  et  sans  espoir  de  gain  immédiat, 
des  expériences  difliciles.  De  cela,  je  ne  leur  fais  pas  un  reproche. 
Mais  on  pourrait  attendre  un  bénéfice  scientifique  appréciable 
de  leurs  observations  journalières,  si  les  études  auxquelles  ils  se 
sont  livrés  comme  étudiants  les  avaient  préparés  à  bien  voir. 
Mallieureusement  ils  ne  trouvent  aucun  rapport  entre  la  Physique 
pure  dont  on  les  a  gavés  et  les  phénomènes  qu'ils  ont  sous  les 
yeux.  Aussi,  quand  ils  veulent  raisonner  sur  leur  métier,  pren- 
nent-ils les  problèmes  à  contre-sens,  bàtissent-ils  des  théories 
insoucieuses  des  faits  les  mieux  établis;  il  faut  leur  savoir  gré 
quand  ils  se  bornent  à  découvrir  l'Amérique. 

»  Rien  n'est  lamentable  comme  les  cours  de  Sciences  appli- 
quées dont  on  nous  écrase,  tout  farcis  de  théories  qui  ne  se  ratta- 
chent en  rien  aux  théories  proprement  scientifiques.  Leurs  auteurs 
ont-ils  la  sottise  de  s'imaginer  qu'un  ingénieur  de  quelque  bon 
sens  perdra  vingt-quatre  heures  à  les  lire?  Pensent-ils  faire  pro- 
gresser la  construction  des  machines  en  fournissant  aux  industriels 
plusieurs  quintaux  d'intégrales?  Ou  poursuivent-ils  tout  uniment 
des  lauriers  académiques? 

»  Voici  le  beau  résultat  qu'ils  obtiennent  à  sortir  de  leur  métier 
et  à  se  guinder  à  des  occupations  auxquelles  ils  ne  sont  pas  pré- 
parés :  aujourd'hui,  en  Mécanique  physique,  c'est  un  gâchis 
épouvantable;  tout  est  à  recommencer,  alors  qu'il  semble  que 
tout  soit  depuis  longtemps  parachevé.  » 

III. 

M.  Bonasse  assigne  donc  à  l'ingénieur,  comme  objet  propre  de 
ses  efforts,  l'établissement  et  l'emploi  de  formules  empiriques;  il 
lui  demande  de  renoncer  au  dévelopj)ement  des  théories,  de  laisser 
au  savant  de  profession  le  soin  de  les  faire  progresser,  d'y  intégrer 
les  phénomènes  que  l'ingénieur  a  découveitset  étudiés.  Pourquoi, 
dès  lors,  demande-t-il  à  cet  ingénieur  de  s'être,  au  cours  de  ses 
années  d'éludés,  familiarisé  avec  les  enseignements  de  la  Science 
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pure?  Quels  services  attend-il  de  cette  science  en  faveur  de  l'art 
du  praticien? 

Ce  que  M.  Bouasse  demande  à  la  Science  pure,  c'est  de  guider 
les  tâtonnements  empiri([ues  de  Tingénieur;  il  ne  veut  pas  que  ces 
tâtonnements  procèdent  au  hasard;  il  veut  que  les  principes 
éclaircis  par  la  tliéorie  marquent  les  directions  générales  suivant 
lesquelles  les  essais  lechniques  ont  chance  d'aboutir;  et  surtout, 
il  veut  ([ue  la  connaissance  de  la  Mécanique  rationnelle  empêche 
l'ingénieur  de  s'aventurer  sur  des  routes  déjà  explorées  et  con- 
damnées, qui  le  mèneront  sûrement  à  des  précipices. 

«  Que  les  ingénieurs  (')  ne  me  reprochent  pas  de  les  réduire 
à  l'établissement  de  formules  empiriques  !  ou  plutôt  qu'ils  prennent 
conscience  de  la  difficulté  d'établir  de  bonnes  formules  empi- 
riques ! 

»  Il  paraît  des  tonnes  de  Mémoires  sur  l'aviation,  écrits  par  des 
gens  Cjui  n'ont  jamais  ouvert  un  cours  d'Hydrodynamique. Certes, 
l'Hydrodynamique  expérimentale  n'est  pas  avancée;  pourtant, 
elle  permet  de  préciser  certaines  conditions  auxquelles  les  expé- 
riences doivent  satisfaire.  Tout  homme  ayant  une  teinture  d'Hydro- 
dynamique sait,  par  exemple,  qu'il  est  absurde  de  traiter  un 
fragment  d'hélice  indépendamment  du  système  entier,  voire  des 
corps  tpii  Tenlourent.  Du  coup,  meurent  une  kyrielle  de  théories 
qui  n'auraient  jamais  dû  naître;  du  cou|),  apparaît  saugrenue  dans 
l'état  actuel  de  la  question...  la  prétention  d'une  hélice  normale, 
par  exemple. 

»  Les  Volumes  sur  la  résistance  des  fluides  sont  en  nombre 
prodigieux;  pourtant  c'est  à  peine  si  la  question  est  bien  posée. 
Les  ingénieurs  pensent-ils  perdre  leur  temps  en  apprenant  com- 
ment il  faut  la  poser  avant  que  de  la  résoudre?  Ont-ils  l'espoir  de 
réussir  par  leurs  propres  forces,  là  où  les  plus  grands  savants 
n'ont  produit  que  des  essais  médiocrement  heureux?  » 

IV. 

IjCS  Sciences  pures  et,  en  particulier,  la  Mécanicpie  rationnelle 
doivent   donc  être  enseignées  de  telle   manière  (prclles   puissent 

(  •)  Viv^c  IX. 
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guider  les  essais  empiriques  de  l'iriyéuieur.  (hie  faiil-il  pour  cela? 
Trois  choses. 

Tout  d'abord,  les  théories  les  plus  achevées,  les  plus  logiques 
de  la  Mécanique  rationnelle  sont  au  sommet  d "une  lilérarchie  de 
sciences  dont  l'empirisme  technique  occupe  le  rang  le  plus 
humble.  Que  le  professeur  de  Science  pure  ne  se  tienne  pas, 
hautain  et  dédaigneux,  au  dernier  degré  de  cette  sorte  d'escalier; 
qu'il  daigne  descendre  quelques  marches;  il  y  trouvera  des  doc- 
trines qui  n'ont  déjà  plus  la  pureté  et  la  rigueur  de  la  Mécanique 
rationnelle  et  qui,  cependant,  par  l'ordre  logique  qui  j  règne,  se 
trouvent  fort  au-dessus  du  simple  empirisme.  Que  le  théoricien 
expose  avec  soin  ces  doctrines  intermédiaires;  qu'il  s'attache 
à  marquer  exactement  jusqu'à  quel  point  les  principes  en  sont 
justifiés  par  la  Mécanique  rationnelle,  à  partir  de  quel  point  ils 
aventurent  des  affirmations  que  la  Science  pure  n'a  pas  encore 
autorisées.  Par  là,  il  diminuera  la  distance  entre  la  théorie  rigou- 
reuse et  la  pratique  empirique;  il  montrera  à  celle-ci  comment, 
pour  organiser  les  connaissances  qu'elle  a  accuiuulées,  elle  peut 
s'éclairer  des  rayons  que  celle-là  a  émis. 

Par  exemple,  au-dessous  de  la  théorie  rationnelle  de  V Elasticité 
se  trouve  la  doctrine  intermédiaire  qu'on  appelle  Théorie  de  la 
résistance  des  matériaux . 

ft  Si  particulière  que  soit  la  Théorie  de  l'Elasticité  ('),  elle 
est  loin  de  fournir  tous  les  résultats  dont  a  besoin  la  pratique,  soit 
que  les  formules  auxquelles  elle  aboutit  présentent  une  inextri- 
cable complexité,  soit  encore  que  les  é.quations  ne  puissent 
s'intégrer.  On  a  construit,  comme  auxiliaires  de  la  Théorie  de 
U Elasticité^  des  théories  particulières  rassemblées  sous  le  nom 
de  Résistance  des  matériaux.  Dans  les  cas  les  plus  simples,  elles 
coïncident  avec  la  Théorie  de  l'Elasticité;  elles  résolvent  les  cas 
difficiles  en  leur  appliquant  des-  hypothèses  suggérées  par  cette 
théorie,  c'est-à-dire  des  hypothèses  que  cette  théorie  admet  rigou- 
reusement pour  les  cas  simples,  et  considère  comuie  des  approxi- 
mations plus  ou  moins  grossières  pour  les  cas  complexes.  » 

L'Hydraulique  est  à  l'Hydrodynamique  ce  que  la  Théorie  de  la 
Résistance  des  matériaux  est  à  l'Elasticité. 

(')  Page  27. 
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Si  donc  le  professeur  de  Mécanique  veut  que  son  enseignement 
puisse  servir  de  guide  aux  Ingénieurs  que  seront  plus  tard  ses 
élèves,  il  ne  se  contentera  pas  d'enseigner  la  Théorie  de  l'Elasti- 
cité et  l'Hjdrodjnamique;  il  enseignera  aussi  la  Théorie  de  la 
Résistance  des  matériaux  et  l'Hydraulique. 

Pour  donner  ce  dernier  enseignement,  il  faut  un  sens  critique 
plus  sûr  et  plus  affiné  que  pour  le  premier;  il  s'agit,  en  efl'et, 
d'exposer  des  sciences  dont  les  hypothèses,  pour  être  à  la  fois 
plus  compréhensives  et  plus  aisément  maniables,  sont  forcées 
d'être  plus  aventureuses.  Or,  en  échange  des  avantages  qu'on 
attend  de  ces  hypothèses  nouvelles,  on  peut  et  l'on  doit  leur  per- 
mettre un  degré  d'approximation  dont  la  grossièreté  ne  serait  pas 
tolérable  de  la  part  des  principes  de  la  Science  pure.  Mais  on  ne 
saurait  admettre,  cependant,  des  hypothèses  que  la  Science  pure 
dénoncerait  comme  dénuées  de  sens  ou  comme  directement  con- 
traires à  la  vérité.  De  telles  hypothèses  doivent  être  condamnées 
sans  merci.  Comment  il  les  faut  exclure  de  la  Science,  M.  Bonasse 
nous  le  montre  par  la  façon  dont  il  exécute  ('),  en  Hydraulique, 
la  proposition  qu'on  appelle  théorème  de  Borda  ou  de  Carnot.  Ce 
sont  là  leçons  qu'il  convient  de  donner  avec  grand  soin  à  de 
futurs  ingénieurs;  on  ne  saurait  les  mettre  trop  en  garde  contre  les 
suppositions  absurdes,  en  dépit  de  leur  allure  prétentieusement 
savante,  qui  font  incessamment  le  siège  de  leur  confiance. 

V. 

En  cette  hiérarchie  de  doctrines  qui  relient  la  Science  pure  à 
l'application,  il  ne  faut  pas  que  le  savant  se  cantonne  au  degré  le 
plus  éhivé,  qu'il  se  refuse  à  descendre  quelque  p<Mi  pour  se  rap- 
procher de  l'empirisme.  A  plus  forte  raison  ne  faut-il  pas  qu'il 
iibandonne  ce  degré  suprême  qui  est  proprement  le  sien,  et  qu'il 
le  laisse  désert. 

Or,  d'un  te!  abandon,  nous  sommes  trop  souvent  témoins.  Il 
est,  en  la  Science  pure,  maint  Chapitre  (|ui  serait  parliculiùrement 
apte  à  guider  les  essais  de  l'ingénieur,  et  dont  le  théoricien  ne 
daigne  plus  s'occuper. 

«   Les  Français,  dit  M.  Bouasse  (-),  coupent  la  Physique  pure 

(')  Pages  273,  289-292. 
(^  )  Pages  v-vi. 
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en  deux  parties  :  celle  des  physiciens  qui  a  les  honneurs  du  pro- 
gramme ;  celle  des  ingénieurs  qu'on  passe  sous  silence,  bien 
qu'elle  comprenne  les  phénomènes  usuels.  Par  exemple,  les  cours 
de  Physique  insistent  sur  le  haromètre,  mais  ignorent  l'équilibre 
des  corps  flottanis  ;  ils  s'occupent  du  coefficient  de  Poisson,  mais 
négligent  la  Piésistance  des  solides  ;  ils  connaissent  tout  des  tubes 
capillaires,  mais  dédaignent  la  Résistance  des  fluides. 

»  L'Elasticité,  l'Hydrostatique,  l'Hydrodynamique,  l'Acous- 
tique, considérées  comme  Sciences  pures  expérimenta/es  (elles 
font  l'objet  de  ce  cours)  ont  disparu  des  programmes  de  nos  Uni- 
versités ;  ce  qui  explique  (sans  la  légitimer)  l'ignorance  des  phy- 
siciens français  actuels  sur  ces  matières. 

»  Au  surplus,  depuis  un  temps  immémorial,  le  jury  d'agréga- 
tion écarte  systématiquement  ces  diverses  branches  de  la  Phy- 
sique. 

»  Dieu  me  garde  de  blasphémer  !  Pourtant,  je  trouve  plus  édu- 
calive  pou ?•  nos  futurs pro/esseufs  de  lycées  la  science  qui  s'ap- 
plique aux  bateaux,  aéroplanes,  pianos,  orgues,  constructions  de 
pierre  et  de  fer,  ...  que  les  ions  gros  ou  petits  créés  |)ar  le 
radium.  On  développe  l'esprit  scientifique  des  enfants  en  leur 
apprenant  à  regarder  ce  qu'ils  trouvent  autour  d'eux,  non  pas  en 
leur  décrivant  ce  qu'il  est  probable  qu'ils  ne  rencontreront  jamais. 

Bref,  la  Science  pure  française  croit  superbe  de  se  désinté- 
resser systématiquement  de  tout  ce  qui  est  applicable.  Elle  laisse 
inexplorés  de  riches  domaines  ;  surtout  elle  défaille  à  son  rôle 
éminent  de  directrice  des  Sciences  appliquées. 

»  A  leur  tour,  privées  d'un  contrôle  salutaire,  les  Sciences 
appliquées  oublient  leur  véritable  motif  d'exister  ;  elles  assument, 
sans  en  être  capables,  le  rôle  qu'abandonnent  les  Sciences  pures. 
Et  cela  constitue,  pour  l'observateur  amusé,  le  plus  beau  gâchis 
du  monde  !  » 

A  cet  abandon  que  déplore  si  justement  ÎM.  Bonasse,  il  y  a  deux 
sortes  de  raisons,  qui  ne  sont  pas  des  excuses. 

Les  sciences  en  faveur  desquelles  il  réclame  sont  sur  la  fron- 
tière de  la  Mécanique  et  de  la  Physique.  Alors,  le  professeur  de 
Mécanique,  qui  est  en  général  un  géomètre,  s'empresse  de  laisser 
à  son  collègue  de  Physique  le  soin  d'enseigner  ces  doctrines,  dont 
le  mélange  avec  l'expérience  lui  seuïble  souiller  la  pureté. 
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D'autre  part  le  physicien,  désireux  cralléger  un  programme 
écrasant  sous  lequel  ses  élèves  succombent,  pose  en  jirincipe  que 
ces  questions  ont  été  étudiées  par  le  mécanicien. 

Et  puis,  le  professeur  a  le  très  fâcheux  désir  de  donner  attrait  à 
son  enseignement  en  j  sertissant  l'exposé  des  découvertes  sensa- 
tionnelles. Le  goût  de  la  nouveauté  lui  fait  oublier  les  principes 
les  plus  certains  de  la  pédagogie  ;  si  l'on  se  propose  de  former  le 
jugement,  de  dresser  le  raisonnement,  d'affiner  le  sens  critique  de 
l'élève,  c'est  eu  analysant  devant  lui  des  problèmes  résolus  depuis 
longtemps,  éclaircis  jusqu'en  leurs  moindres  détails,  qu'on  v  par- 
viendra ;  ce  n'est  pas  en  l'éblouissant  par  des  affirmations  qu'on 
prend  aujourd'hui  pour  vérités  et  qui,  demain,  seront  traitées 
d'erreurs. 

Contre  ce  délaissement  des  diverses  branches  de  la  Mécanique 
expérimentale,  M.  Bonasse  a  combattu  sans  cesse  et  de  la  meilleure 
manière.  La  lecture  de  ces  deux  Volumes  sur  la  Mécanique  est  bien 
la  démonstration  la  plus  convaincante  que  ces  doctrines,  soi-disant 
désuètes,  fourmillent  de  questions  où  l'élégante  rigueur  du  géo- 
mètre, l'habileté  de  l'expérimentateur,  l'utile  ingéniosité  du  pra- 
ticien trouvent,  à  la  fois,  occasion  de  s'exercer;  et  ([ue,  parmi  ces 
problèmes  qu'on  croit  vieillis,  il  en  est  beaucoup  dont  l'intérêt 
est  singulièrement  actuel.  L'abandon  de  ces  doctrines  par  l'en- 
seignement des  Universités  était  blâmable  avant  la  publication 
de  ce  Cours  complet  de  Mécanique  expérimentale  ;  après  cette 
publication,  il  serait  criminel. 

VL 

Celui  qui  enseigne  la  Mécanique  et  la  Physique  ne  doit  pas, 
trop  épris  de  Science  pure,  dédaigner  les  doctrines  intermédiaires 
qui  rapprochent  quelque  peu  celle-ci  de  la  pratique.  Il  ne  doit  pas 
délaisser  les  parties  de  la  Science  pure  (|ui  se  trouvent  être  les 
plus  utiles  à  l'ingénieur.  A  plus  forte  raison,  ne  doit-il  pas,  par 
amour  d'une  élégante  Algèbre,  recevoir  dans  son  enseignement  des 
théories  que  l'expérience  a  définitivement  condamnées;  en  le  fai- 
sant, il  gaspillerait  le  temps  et  le  labeur  de  ses  élèves  qui  ont 
d'autres  soucis  (pie  la  seule  beauté  d'un  calcul  ;  il  ferait  pis  ;  il  éga- 
rerait l'expé-rimenlateur  et  le  praticien  en  les  engageant  dans  des 
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voies  an  terme  desquelles  se  Iroiivent  des  erreurs  depuis  long- 
temps reconnues. 

On  sait,  par  exemple,  depuis  Dalemberl  que,  si  Ton  aborde 
l'étude  du  mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide  en  supposant  les 
vitesses  continues  et  exemptes  de  mouvements  tourbillonnaires, 
on  aboutit  à  des  résultats  inadmissibles.  Et  cependant,  on  per- 
siste à  traiter  ce  problème  de  cette  manière,  à  le  développer,  à 
l'enrichir  de  cas  nouveaux.  C'est  que  l'algébriste  y  rencontre  des 
équations  qu'il  sait  traiter  et  dont  il  prend  occasion  démontrer  sa 
dextérité.  Il  ressemble  grandement  à  ce  peintre  d'Horace,  qui  vou- 
lait mettre  quelques  cyprès  dans  une  marine,  parce  qu'il  excellait 
à  traiter  les  cyprès. 

M.  Bonasse  arrête  notre  algébriste  au  milieu  de  ses  calculs  ; 
avec  Horace,  il  lui  crie  :  Non  erat  liis  locus  f  La  Mécanique  est 
une  science  expérimentale  ;  quand  une  doctrine  a  reçu  le  démenti 
flagrant  de  l'expérience,  la  Mécanique  ne  la  veut  plus  connaître. 
Pas  de  calculs  en  Mécanique  s'ils  ne  conduisent  à  des  résultats 
que  l'observation  déclare  à  peu  |)rès  exacts!  pas  de  cyprès  dans 
une  marine  ! 

«  Dans  toutes  les  questions  d'Hydrodynanique,  ditM.Bouasse('), 
où  l'on  calcule  les  forces  exercées  sur  des  corps  solides  plongés 
dans  un  fluide,  il  existe  un  malentendu  perpétuel  entre  les 
mathématiciens  et  les  physiciens. 

»  S'il  est  bien  démontré  dans  les  cas  les  plus  simples  que  les 
solutions  continues  sont  inapplicables,  il  est  absurde  de  les  main- 
tenir dans  les  cas  complexes,  sous  prétexte  qu'il  est  impossible 
sans  leur  secours  de  pousser  à  bout  l'étude  de  ces  cas. 

»  Du  coup  disparaissent  une  infinité  de  problèmes  purement 
mathématiques  qui  grossissent  inutilement  les  traités  d'Hydrody- 
namique. Mieux  vaut  avouer  son  ignorance  que  de  raisonner  mal. 

»  Je  pourrais  citer  des  auteurs  qui,  suivant  le  Chapitre  de  leur 
Ouvrage,  admettent  les  solutions  de  première  espèce  (-)  ou  de 
seconde  espèce  (^)  par  simple  raison  de  commodité. 

)^  Malheureusement,  les  physiciens  français,  avec  l'éducation 
qu'ils    reçoivent  aujourd'hui,    sont    généralement    incapables   de 

(')  Pages  382-383. 

(")  Celles  où  les  vitesses  sonl  supposées  continues. 

(')  Celles  où  l'on  admet  des  surfaces  de  discontinuité. 
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suivre  les  calculs  et  surtout  de  vérifier  les  hypothèses  des  mathé- 
maticiens ;  ceux-ci  ne  s'inquiètent  pas  de  l'expérience.  Consé- 
quemment,  les  premiers  perdent  leur  temps  à  donner  de  soi- 
disant  vérifications  expérimentales  de  formules  qa^ils  ne  devraient 
même  pas  discuter^  puisqu'elles  ont  à  la  base  des  hypothèses 
inadmissibles.  » 

Les  problèmes  relatifs  au  mouvement  des  solides  dans  les 
fluides  visqueux  donnent  lieu  à  des  critiques  analogues.  Ces  cri- 
tiques, M.  Bonasse  les  adresse  ('),  vives  mais,  malheureusement, 
trop  justes,  au  Mémoire  de  Stokes  sur  cette  question  : 

«  Mais,  objectera-t-on,  la  formule  de  Stokes  est  vérifiée  par 
l'expérience  !  C'est  ce  qu'il  faudrait  voir.  Ayons  le  courage  de  dire 
qu'une  formule  proposée  par  un  illustre  savant  est  toujours 
vérifiée  par  l'expérience... 

»  Insistons.  Que  signifie  la  démonstration  expérimentale  d'une 
formule  dont  les  bases  théoriques  sont  inexistantes?  Ne  faut-il  pas 
tout  d'abord  regarder  de  quelles  hypothèses  elle  sort? si  ces  hypo- 
thèses n'impliquent  pas  contradiction  avec  de  gros  phénomènes 
parfaitement  sûrs?  Veut-on  considérer  la  formule  en  litige  comme 
empirique  et  déterminer  le  coefficient  de  la  vitesse  par  l'expé- 
rience ?  Soit;  mais  alors,  pourquoi  faire  ces  beaux  calculs  qui  ne 
riment  à  rien  ? 

»  Tout  le  Mémoire  de  Stokes  sur  le  frottement  intérieur  est 
soumis  aux  mêmes  critiques  ;  admirables  au  point  de  vue  mathé- 
matique, les  solutions  proposées  ne  semblent  pas  mécanique- 
ment défendables.  Ces  questions  sont  à  reprendre  sans  idées  pré- 
conçues et  sans  vouloir  admettre  certaines  solutions  parce  que 
simples. 

»  En  particulier,  la  solution  de  Stokes  pour  le  cylindre  indéfini 
et  les  vibrations  infiniment  petites  a  été  appliquée  par  Tomlinson 
à  des  cylindres  finis  et  à  des  vibrations  finies  dans  des  conditions 
qui  effarent  un  lecteur  ne  mettant  pas  délibérément  la  critique 
dans  sa  poche. 

»  Du  reste,  il  en  est  de  même  en  HydrO(lynami(|ue  pour  quatre- 
vingt-dix-neuf  questions  sur  cent.  » 

Ce  jugement   plongera  dans  la  stupeur  maint  lecteur  qui  s'est 

(')  Paires  362-3();5. 
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laissé  éblouir  par  l'ampleur  et  la  beauté  des  formules,  et  qui  en 
est  venu  à  croire  que  Mathématique  est  sjnonjme  de  Vérité. 
Grande  est  son  illusion.  L'Alj^èbre  garde  avec  une  scrupuleuse 
fidélité  la  vérité  qu'on  lui  confie,  mais  à  ce  qu'on  lui  a  remis,  elle 
n'ajoute  pas  un  atome  de  vérité  nouvelle.  Si  bien  menés  que 
soient  des  calculs,  ils  n'assureront  pas  l'exactitude  des  résultats  si 
les  points  de  départ  sont  faux.  Examinons  donc,  avant  tout,  la 
légitimité  des  points  de  départ.  Or,  en  Science  expérimentale,  il 
n'y  a  qu'une  façon  de  reconnaître  si  des  hypothèses  sont  légi- 
times; c'est  de  comparer  aux  faits  les  conséquences  auxquelles 
elles  mènent.  Qu'une  seule  de  ces  conséquences  soit  en  contradic- 
tion avec  la  réalité,  et  la  cause  est  entendue  ;  les  hypothèses 
s'écroulent,  entraînant  dans  leur  ruine  tout  l'édifice  mathématique 
qu'elles  portaient  ;  et  cela,  lors  même  que  plusieurs  de  leurs  corol- 
laires s'accorderaient  avec  l'expérience. 

Lorsqu'on  soumet  à  l'essai  de  cette  pierre  de  touche  la  mul- 
titude des  théories  qui  constituent  l'Hydrodynamique  et  la  Science 
de  l'Elasticité,  on  est  étonné  du  petit  nombre  des  doctrines  qui 
résistent  à  l'épreuve.  Après  qu'on  a  rejeté  tous  les  problèmes  dont 
la  solution,  en  dépit  de  sa  beauté  algébrique,  est  condamnée  par 
l'expérience,  on  voit  ces  deux  vastes  Sciences  se  réduire  à  un 
mince  résidu,  formé  de  propositions  très  simples,  pour  la  plupart, 
et  très  élémentaires.  On  demeure  alors  comme  épouvanté  de  l'am- 
pleur et  de  la  difficulté  des  questions  que  la  réalité  nous  pose,  du 
petit  nombre  de  solutions  recevables  auxquelles  l'esprit  humain 
est  parvenu  et  de  l'immensité  de  l'effort  qu'il  a  donné  pour  suivre 
des  voies  qui  n'aboutissaient  pas. 

Nous  venons  de  dire  sommairement,  mais,  croyons-nous,  fidè- 
lement, comment  M.  Bonasse  entend  que  se  doivent  nouer  les 
relations  de  la  Science  pure  et  de  la  Science  appliquée.  Ce  qu'il 
en  dit  nous  a  paru  marqué  au  coin  d'un  irréprochable  bon  sens. 
Les  vérités  qu'il  enseigne,  il  les  proclame  avec  la  rude  franchise 
qui  lui  est  coutumière  et  que  beaucoup,  peut-être,  seront  tentés 
de  lui  reprocher.  Eh  !  de  grâce,  excusons-le  s'il  enfle  un  peu  la 
voix  ;  tant  de  gens,  pour  ne  pas  l'entendre,  se  bouchent  les 
oreilles. 

Pierre  Duhem. 
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GRASSMANN  (HeRxMAnn).  —  Gksammeltemathëmatische  indphvsikalische 
Werke.  Drilten  Bandes,  Erster  Teil  :  Théorie  der  Erre  uxd  Flut  und 
Abhandlungex  zur  Mathematischen  Phvsik,  aus  dem  Aachlasse  heraus- 
gegeben  von  Justus  Grassmann  und  Friedrich  Engel.  i  vol.  gr.  in-S", 
i6  fig.  dans  le  texte,  v-353  pages.  Dritten  Bandes,  Zweiter  Teil  :  Grass- 
MAXXS  Leben,  geschildert  von  Friedrich  Engel.  i  vol.  gr.  in-S",  3  fig. 
dans  le  texte,  xiii-4oo  pages.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  191 1. 

Ce  troisième  et  dernier  Tome  des  Œuvres  mathématiques  et 
physiques  de  Grassmann  comprend  deux  Volumes. 

Le  premier  de  ces  Volumes  ne  contient  que  des  Mémoires  iné- 
dits dont  le  plus  important  est  le  travail  sur  la  Théorie  des  marées, 
envoyée  par  Grassmann  en  1840  à  la  Commission  d'examen  pour 
les  Sciences  à  Berlin  en  vue  de  faire  constater  ses  aptitudes  à  un 
poste  de  professeur  plus  important  que  celui  qu'il  occupait  à 
Stettin.  Ce  travail,  composé  quatre  ans  avant  l'apparition  de  la 
[yveinière  A  usdehnungsleh/-e  (ïS/^/^)^  présente  un  intérêt  historique 
important.  Ce  n'est  pas  qu'il  ait  fait  faire  à  la  théorie  des  marées 
des  progrès  remarquables.  Mais  d'abord  il  orienta  définitivement  du 
côté  des  Mathématiques  une  vocation  qui  jusqu'alors  avait  hésité 
entre  la  Science  et  la  Théologie;  ensuite  il  nous  permet  de  saisir 
en  quelque  sorte  sur  le  vif  la  genèse  des  idées  qui  ont  conduit 
Grassmann  à  l'élaboration  de  sa  théorie  des  quantités  exlensives. 
Dans  la  préface  de  VAusdehnungslehre  de  1844?  Grassmann 
s'exprime  lui-même  en  ces  termes  : 

«  Un  travail  sur  la  théorie  des  marées,  que  j'entrepris  ensuite, 
me  ht  nouer  connaissance  avec  la  Mécanique  analytique  de 
Lagrani^c  et  rappela  mon  attention  sur  mes  anciennes  idées  rela- 
tives à  l'Analyse  géométrique.  Grâce  aux  principes  de  cette  nou- 
velle Analyse,  tous  les  développements  de  l'œuvre  de  Lagrange 
prenaient  une  forme  tellement  simple  que  souvent  le  calcul  en 
était  plus  de  dix  fois  abrégé.  Cela  m'encouragea  à  appliquer  aussi 
la  nouvelle  Analyse  à  la  tlu'orie  difficile  des  marées  :  il  y  avait 
f)onr  cela  maintes  notions  nouvelles  à  développer  et  à  introduire 
dans  mon  Analyse...  Et  j'eus  la  joie  de  voir  comment,  grâce  à 
l'Analyse  ainsi  constituée  et  étendue,  les  formules  souvent  très 
compliquées  et  dissymétriques  qui  servaient  de  fondement  à  cette 
théorie  se  Iransformaienl  on  formules  cNln'itionH'nl  sim|tlrs  et 
symétriques.  » 
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Les  notions  et  les  opérations  fondamentales  de  cette  Analyse 
qui  se  trouvent  dans  la  théorie  des  marées  sont  l'addition  et  la 
soustraction  géométrique  des  vecteurs  et  des  aires,  la  multiplica- 
tion géométrique  (extérieure)  des  vecteurs,  la  multiplication 
linéaire  (intérieure)  des  vecteurs,  la  multiplication  des  vecteurs 
par  des  quantités  exponentielles  et  angulaires.  Grassmann  intro- 
duit aussi  accidentellement  une  addition  d'angles  situés  dans  des 
plans  différents,  mais  il  ne  donne  que  des  indications  vagues  sur 
le  calcul  des  angles  dans  l'espace. 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  des  marées  proprement  dite, 
Grassmann  introduit  une  notion  qui  lui  est  personnelle,  celle  du 
moyen  mouvement.  SI  l'on  considère,  pour  simplifier,  un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants,  dont 
les  seconds  membres  soient  des  sommes  d'exponentielles,  la  solu- 
tion moyenne  de  ce  système,  au  sens  de  Grassmann,  serait  la 
solution  particulière  pour  laquelle  les  fonctions  inconnues  sont  de 
la  même  forme  que  les  seconds  membres  :  la  solution  générale 
résulte  alors,  quelles  que  soient  les  condition  initiales,  d'une  ou 
plusieurs  oscillations  autour  de  cette  solution  moyenne.  Dans  la 
théorie  des  marées,  Grassmann  ne  s'occupe  que  du  moyen  mou- 
vement :  il  le  détermine  dans  le  cas  d'une  masse  fluide  sphérique 
avec  ou  sans  noyau  solide,  animée  ou  non  d'un  mouvement  de 
rotation. 

Signalons  encore,  comme  particularité  mathématique  intéres- 
sante, une  démonstration  du  théorème  d'après  lequel  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  en  une  série  de  fonctions  sphériques  n'est 
possible  que  d'une  manière. 

Le  Mémoire  de  Grassmann  est  reproduit  avec  la  réduction  de 
l'auteur  lui-même  sauf  quelques  modifications,  dont  deux  peut-être 
trop  importantes,  ayant  pour  but  de  suppléer  au  manque  de 
rigueur  ou  même  à  l'inexactitude  des  développements  de  Grass- 
mann. 

Outre  te  Mémoire  sur  la  théorie  des  marées,  le  Volume  com- 
prend différentes  Notes  de  Physique  mathématique;  d'abord  trois 
Noies  sur  la  théorie  des  ondulations,  datant  des  années  1846,  i85o 
et  1802;  puis  une  Note  sur  la  propagation  du  son,  de  iSO-;  enfin 
deux  fragments  non  datés  intitulés,  l'un  Hypothèse  der  aus 
—  E  und  —  E  zusammengesetztenAetheratome,  l'autre  Aethe- 
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ratome.  Il  est  assez  curieux  de  trouver  dans  Grassmann  un  pré- 
curseur de  la  théorie  moderne  des  électrons.  Ces  Notes  seront 
lues  avec  intérêt  par  les  physiciens  un  peu  familiarisés  avec  les 
méthodes  de  calcul  de  Grassmann. 

Le  deuxième  Volume  de  ce  dernier  Tome  contient,  outre  la 
biographie  de  Grassmann,  la  bibliographie  de  toutes  ses  publica- 
tions et  une  liste  des  manuscrits  trouvés  dans  sa  succession  et  se 
rapportant  aux  Mathématiques  et  à  la  Physique. 

La  biographie  que  M.  Engel  nous  donne  de  Grassmann  nous 
renseigne  abondamment,  et  d'une  manière  très  attachante^  sur  le 
caractère,  les  goûts,  les  travaux  du  géomètre  si  longtemps 
méconnu  ;  on  trouvera  sur  ses  études,  sur  sa  vie  privée,  sur  sa 
carrière  de  professeur,  sur  ses  relations  avec  les  savants  de  son 
temps,  des  renseignements  peu  connus,  du  moins  des  lecteurs 
français,  et  tout  à  fait  intéressants. 

Hermann  Grassmann  naquit  le  i5  avril  1809  a  Stettin,  et  mourut 
le  26  septembre  18^^  dans  la  même  ville.  La  carrière  de  son  père, 
qui  était  professeur  de  mathématiques,  semblait  le  prédestiner  à 
devenir  mathématicien.  Cependant  il  est  bien  curieux  que  pendant 
les  trois  années  qu'il  passa  à  l'Université  de  Berlin  (ce  sont  les 
seules  années  de  sa  vie  qu'il  n'ait  pas  passées  à  Stettin),  il  ne  suivit 
aucun  cours  de  Mathématiques.  Pendant  les  cinq  premiers  semes- 
tres il  s'était  presque  exclusivement  adonné  aux  études  théolo- 
giques, suivant  en  particulier  les  cours  de  Schleiermacher  qui 
semble  avoir  exercé  sur  lui  une  profonde  influence;  le  sixième 
semestre  avait  été  consacré  à  des  cours  de  psychologie,  d'histoire 
de  la  littérature  grecque  et  d'histoire  de  la  philosophie.  Il  ne  recul 
donc  en  mathématiques  qu'un  enseignement  tout  à  fait  élémentaire 
et  fut  surtout  un  autodidacte,  ce  qui  peut  expliquer  jusqu'à  un 
certain  point  les  qualités  et  les  défauts  qui  empêclièrent  ses 
travaux  d'obtenir  l'accueil  qu'ils  méritaient.  Le  goût  des  mathé- 
matiques ne  lui  \int  donc  qu'assez  lard  et  fut  longtemps  contreba- 
lancé par  son  penchant  pour  la  Théologie.  Bien  qu'il  eût  renoncé 
d'assez  bonne  heure  à  devenir  pasteur,  il  ne  cessa  pas  pendant 
vingt  ans,  de  i85^  jusqu'à  sa  mort,  d'être  à  peu  près  le  seul 
membre  actif  de  la  Société  poméranienne  pour  l'évangélisation  de 
la  Chine.  Le  dernier  écrit  qui  sortit  de  sa  plume,  <pielques 
semaines  avant  sa  mort,  fut  une  brochure  sur  le  déclin  de  la  foi. 
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Grassmann  fut  aussi  un  pliilologue  distingué.  11  avait  commencé 
en  i84()  à  étudier  le  sanscrit;  il  a\ait  publié  en  i<S6o  un  premier 
travail  de  phonétique  comparée.  Mais  c'est  surtout  après  l'insuccès 
de  sa  seconde  Ausdehnungslehre  (i86ij  quil  se  livra  à  des 
recherches  philologiques  importantes.  Il  publia  un  dictionnaire 
des  mots  du  Rig-Veda  (18-0-1875)  et  plus  tard  traduisit  le  Rig^- 
Veda  lui-même  (1876).  Son  nom  reste,  paraît-il,  attaché  à  une  loi 
importante  de  phonétique  comparée  dont  on  lui  doit  la  décou- 
verte. 

Les  Mathématiques  furent  donc  loin  d'absorber  l'activité  intel- 
lectuelle de  Grassmann,  d'autant  plus  qu'il  était  père  de  onze 
enfants  et  que  ses  charges  de  professeur  étaient  assez  lourdes.  Au 
gymnase  de  Stettin,  où  il  avait  succédé  à  son  père  en  i852,  son 
service  était,  vers  la  fin  de  sa  vie.  réglé  ainsi  qu'il  suit  pour  un 
des  semesti'es  (^ celui  d'été)  :  il  devait  l'enseignement  des  Mathé- 
matiques et  de  la  Physique  dans  les  deux  classes  de  première, 
quatre  heures  de  Mathématiques  et  une  de  Physique  en  seconde 
supérieure,  une  heure  d'Histoire  naturelle  et  l'enseignement  reli- 
gieux dans  les  deux  classes  de  troisième  et  l'enseignement  de 
l'allemand  en  troisième  supérieure!  On  doit  du  reste  à  Grassmann 
un  certain  nombre  de  Livres  de  classe,  en  particulier  un  Livre  de 
lectures  allemandes  pour  les  enfants  de  8  à  12  ans,  qui  eut  un 
certain  succès,  puisque  sept  éditions  s'en  succèdent  de  1846 
à  18--.  Les  appréciations  de  son  enseignement,  demandées  par 
M.  Engel  à  quelques-uns  de  ses  élèves,  sont  pleins  de  détails  inté- 
ressants :  on  y  verra  la  méthode  originale  qu'avait  Grassmann 
pour  maintenir  dans  sa  classe  une  discipline  qui  laissait  parfois  à 
désirer. 

Grassmann  ne  put  jamais  obtenir  une  chaire  d'enseignement 
supérieur.  Une  première  demande,  accompagnée  de  l'envoi  de  son 
Ausdehnungslehre  et  de  [\inaîyse  géométrique  i-écemment 
couronnée  par  l'Académie  Jablonowski,  fut  adressée  en  1847  au 
Ministre  de  l'Listruction  publitpie  de  Prusse:  à  la  suite  d'un 
rapport  demandé  à  Kummer,  elle  reçut  un  accueil  poli,  mais 
évasif.  Celte  demande  fut  renouvelée  en  1862,  après  la  publication 
de  la  deuxième  Ausdehnungslehre,  mais    sans  plus  de  succès. 

Enfin  en  1868,  à  l'instigation  de  Grunert.  Grassmann  posa  sa 
Cimdidature  à  une  chaire  de  Mathématiques  vacante  à  la  Facullé 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XXXVII.  (Août  191 3.)  iG 
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de  Philosophie  de  Greifsvvald  par  suite  du  départ  de  Konigsberger 
pour  Heidelberg.  La  Faculté,  qui  avait  à  choisir  entre  Baltzcr, 
Grassmann,  Fuchs,  Dedekind  et  Sch^^arz,  soutenus,  les  deux 
premiers  par  Grunert,  les  trois  derniers  par  Konigsberger,  ne 
présenta  que  Fuchs,  qui  fut  nommé.  Cette  tentative  malheureuse 
ne  fut  pas  renouvelée. 

Ce  qui  est  surtout  intéressant  dans  la  biographie  de  M.  Engel, 
c'est  l'histoire  de  l'accueil  fait  par  le  monde  mathématique  aux 
travaux  de  Grassmann.  La  première  Ausdehnungslelire  (i844) 
avait  été  l'objet,  de  la  part  du  petit  nombre  de  personnes  qui  y 
avaient  prêté  attention,  d'un  jugement  pkitot  sévère  qu'excusaient 
en  partie  les  considérations  philosophiques  quelque  peu  obscures 
et  le  caractère  d'abstraction  qui  voilaient  l'importance  mathéma- 
tique de  Tœuvre.  Mobius  fut  peut-être  le  seul  à  la  juger  avec 
quelque  indulgence,  tout  en  refusant  à  Grassmann  d'en  donner 
un  comjjte  rendu  dans  un  journal  mathématique.  Mobius  fut 
d'ailleurs  en  relations  très  amicales  avec  Grassmann  jus(|u'à  lappa- 
rition  de  la  seconde  Ausdehnungslelire;  c  est  grâce  à  lui  que 
Grassmann  fut  conduit  à  écrire  son  Analyse  géométrique^  qui 
reçut  le  prix  Jablonowski  en  1846.  M.  Engel  donne  de  larges 
extraits  de  la  correspondance  des  deux  géomètres,  très  intéressants 
au  point  de  vue  de  l'histoire  de  la  Géométrie.  La  seconde  Aus- 
dehnungslelire (1861),  où  l'exposition  ne  soulevait  plus  les  objec- 
tions qu'on  pouvait  faire  à  la  première,  eut  cependant  encore 
moins  de  succès,  si  possible,  et  la  quantité  de  découvertes  nou- 
velles qu'elle  contenait  furent,  suivant  l'expression  de  M.  Engel, 
comme  ensevelies  dans  un  tombeau.  Glebsch,  qui  publiait  à  cette 
époque,  dans  le  Journal  de  Crelle,  un  important  Mémoire  sur  le 
problème  fie  Pfall,  était  loin  de  se  douter  que  Grassmann  a^ait 
donné  de  ce  même  problème  une  solution  rigoureuse  plus  complète 
que  la  sienne.  Ce  n'est  que  vers  i8;jo  que  l'attention  de  Lie  fut 
attiré  par  Klein  sur  ces  profondes  recherches  de  Gi'assmann;  on 
187^,  Frobenius,  qui  publiait  à  son  tour  dans  le  Journal  dr 
Crelle  un  important  Mémoire  sur  le  problème  de  l'falï',  en  igno- 
rait encore  l'existence. 

Les  mallu-niaticiens  peu  nombreux  (pii  ont  été  tentés  de  lire  la 
seconde  Ausdehnungslelire  ont  sans  doute  été  reluîtes  par  imr 
exposition  beaucoup  trop  dogmatique,  (pii  ne  faisait  grâce  d  aucun 
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détail.  Ce  fut  Hankel  d'abord,  ce  furent  surtout  Clebscli,  Klein, 
Lie  et  Schlegei  qui,  en  Allemagne,  rendirent  justice  à  Grassmann 
et  montrèrent  l'importance  de  ses  découvertes. 

Maintenant,  grâce  au  zèle  de  M.  Engel  et  de  ses  collaborateurs, 
MM.  Lûroth,  Sludj,  Justus  et  Herniann  Grassmann,  et  Georg 
Sclieffers,  cette  œuvre  est  facilement  accessible  à  tous  les  matbé- 
maticiens.  L  édition  quils  viennent  de  mener  à  terme  est  un  digne 
monument  élevé  à  la  gloire  du  grand  géomètre  allemand. 

E.  Cauta^. 


SCIIRÔDER  (Ernst).  —  Abriss  der  Algebra  der  Logik.  Bearbeitet  im 
Auftrag  der  deutscheii  Matheinatiker  Vereinigung,  von  D"^  EuGtx  .Ml'ller, 
•>  vol.  in-8°,  v-5o  et  vi-109  pages.  Leipzig  B.  G.  Teubner;   1909,  1910. 

N'y  a-t-il  pas  une  sorte  de  cercle  vicieux  à  appliquer  à  la 
recherche  des  règles  de  la  Logique,  le  raisonnement  algébrique, 
c'est-à-dire,  en  définitif,  la  Logique  elle-même?  C'est  là  une  ques- 
tion au  moins  sujette  à  controverses  et,  pour  ma  part,  je  dirais 
volontiers  avec  tel  personnage  de  Thaïs  que,  si  l'intelligence 
humaine  est  étrangère  à  toute  vérité,  elle  ne  peut  arriver  à  con- 
naître sa  propre  erreur.  Henri  Poincaré  a  écrit  d'ailleurs  sur  la 
logistique  des  pages  bien  remarquables  {voir  notamment  Science 
et  Métliocle)  et  qui  ne  sont  |)as  loin,  au  ])oint  de  vue  de  certains 
mathématiciens,  d'en  être  une  condamnation  sans  appel.  Je  m'em- 
presse d'ajouter  qu'il  V  a  logistique  et  logistique  el  \  Algèbre  de  la 
Loiiiqiie^  où  ne  s'introduit  pas  l'infini,  est  moins  critiquable;  il  est 
vrai  qu'elle  a  aussi  moins  de  prétentions;  M.  Couturat  qui  en 
semblait  d'abord  assez  enthousiaste  (')  est  revenu  plus  tard  à  une 
conclusion  moins  optimiste  (-). 

Vprès  Boole,  M.  Ernst  Schroder  fut  en  grande  partie  le  créateur 
de   l'Algèbre   de  la  Logique,    il  l'exposait  partiellement  dans  un 

(')  «  C'est  une  inacliinc  à  penser,  le  Calculai  ratiocmalor  de  Leibniz,  qui 
Hevail  cire  aussi  utile  aux  scieiu  es  déduclives  que  le  télescope  ou  le  microscope 
aux  sciences  d'observation  »  (Huit,  des  Sciences  niathéni.,  igoo,  p.  68). 

(-)  «  On  peut  donc  dire  ()ue  l'.Xlgéhre  de  la  Logique  est  une  Logique  mathé- 
matique, par  sa  foiine  et  par  sa  méthode;  mais  il  ne  faut  pas  la  prendre  pour 
la  Logique  des  Mathématiques  »  {L'Algèbre  de  la  Logique,  collection  Scientia, 
ifjoj.  p.  ,,5  j. 
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premier  fascicule  en  iS^'j  [Def  OperatioiiskreÀs  des  Logikkai- 
kiil)^  puis  dans  un  gros  Traité  en  trois  Tomes  (*  )  [Algebra  der 
Logik);  M.  Mùller,  qui  a  déjà  publié  la  deuxième  Partie  du 
Tome  II  de  l'Algèbre,  s'est  également  chargé  de  )a  rédaction  du 
Précis,  dont  les  deux  fascicules  actuellement  parus  constituent  en 
somme  le  résumé  des  deux  premiers  Tomes  de  l'Algèbre. 

Je  me  contenterai  de  donner  ici  un  aperçu  du  contenu  de  ces 
fascicules,  renvoyant  pour  plus  de  détails  à  l'exposé  développé 
que  M.  Couturat  a  donné  du  Traité  lui-même  (Bull.,  loc.  cit.). 
Après  quelques  indications  sur  les  hypothèses  générales  et  les 
notations  employées  (caractères  français  pour  représenter  les 
concepts,  grecs  pour  les  propositions)  on  trouve  un  Chapitre  sur 
les  hypothèses  et  notations  particulières  du  calcul  —  ou  plutôt  de 
renchaînement  — ■  des  propositions  ou  affirmations.  Ces  hypo- 
thèses sont  groupées  autour  de  la  notion  de  subsumption;  c'est 
une  relation  entre  deux  propositions  que  l'auteur  écrit  : 

et  qu'il  faut  lire  :  La  pioposilion  ou  l  affirmation  a  entraîne 
l' affirmation  fj.  J\l.  Schroder  emploie  aussi  le  symbole  de  la 
multiplication  pour  remplacer  la  locution  et  et  la  notation  |ii  pour 
<lésigner  Taffirmation  contraire  de  |3.  Ces  notations  et  (juelques 
règles  sur  leurs  relations  mutuelles  permettent  d'exprimer  d'une 
façon  abrégée  les  fondements  de  la  théorie  des  concepts,  théorie  à 
laquelle  sont  consacrés  les  Chapitres  II  et  III.  Il  semble  que,  sur 
ce  sujet,  il  v  ait  eu  une  tendance  plus  grande  dans  ce  Précis  que 
dans  rVlgèbre,  à  grouper  les  mérités  fondamentales  dont  les 
autres  se  trouvent  déduites,  ou  pour  employer  un  langage  récent 
et  imagé,  une  plus  grande  tendance  à  axioniatiser  la  Logique. 
(Pour  la  discussion  sur  la  légitimité  d'une  telle  axiomatisation,  je 
renvoie  à  Henri  Poincaré.)  Le  mot  subsumption  est  apj)liqué 
cette  fois  aux  concepts,  de  même  (pio  la  notation 

rt  <  6; 

il  faut  alors  la  lire  :  Jm  classe  a  est  dans  la  classe  h.  {/(Mpialiou 

(')  Le  troisiiiiic  'l'ome  est  pliilôt  de  la  Loi;isli([iu'  proprement  dite  el  est  con- 
sacré à  la  Logique  dex  termes  relatifs  fondée  par  l'iirce  <l  coiilinnée  ilepnis  par 
.MM.  l'eano  et  Hussell. 
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précédente  mise  entre  parenthèses  constitue  une  affirmation;  si 
l'on  veut  bien  se  reporter  aux  notations  déjà  exposées,  on  pourra 
traduire  les  égalités  suivantes,  que  Fauteur  appelle  axiomes  : 

(  I  )  a  <  « 

(•2)  {a<b){b<c)<{a<c) 

(3)  («<6)(6  <«)  =  («  =  6) 

(4-'))  o   C  «         a<i  i-^o 

(6)     {x<a){x<:b)  =  {x    :ab)       (a  <y)  (b  <y)  =  (a -h  b  <y) 

(•;)  {a -^  z)  (a -^- z)  =  ::  =  az -h  az 

L'axiome  (3)  est  une  définition  de  l'égalité  à  partir  de  la  seule 
notion  de  concept;  on  en  déduit,  après  quelques  calculs,  que 
a  =  a.  Celte  définition  de  l'égalité  me  paraît  trop  précise  et  par  le 
fait  trop  générale;  je  crois  savoir  qu'en  mathématiques  au  moins, 
pour  chaque  catégorie  nouvelle  d'êtres,  on  adopte  une  définition 
déterminée  de  l'égalité  ;  il  y  a  même  quelquefois  plusieurs  espèces 
d'égalité  pour  de  mêmes  êtres  et  on  les  appelle  suivant  les  cas 
identité,  équivalence,  équi[)ollence,  congiuence,  etc.;  on  s'arrange 
seulement  pour  que  ces  égalités  vérifient  les  deux  propriétés  qu'on 
noterait  en  langage  logisticien  : 

(a  =  b)  =  (b  =  a),         {a  =  b)  (b  =^  c)  <  {a  =:  c). 

Les  formules  (4),  (j)  et  (6)  sont  les  définitions  de  :  la  classe 
nulle  qui  ne  renfex'me  aucun  concept,  la  classe  i  qui  les  renferme 
tous,  le  produit  ah  de  deux  concepts  formé  des  concepts  com- 
muns aux  classes  a  et  Z>,  la  somme  a  +  b  de  deux  concepts, 
ensemble  des  concepts  des  classes  a  et  b.  La  formule  (7)  est  d'une 
traduction  plus  longue  :  Si  l'on  sait  d'un  objet,  d'une pa/t  que, 
s'il  n'est  pas  dans  la  classe  a,  //  est  sûrement  dans  la  classe  z, 
d'autre  part  que  s'il  est  dans  la  classe  a  il  est  sûrement  dans 
la  classe  z,  ledit  objet  est,  dans  tous  les  cas,  dans  la  classe  z. 
Malgré  la  longueur  de  l'énoncé,  l'évidence  n'est  pas  moindre,  et 
le  symbolisme  ne  paraît  pas  d'un  intérêt  considérable. 

Les  principes  et  calculs  deviennent,  si  l'on  peut  s'exprimer 
ainsi,  encore  plus  évidents  si  les  concepts  ne  sont  qu'au  nombre 
de  deux,  soient  o  et  i .  C'est  le  cas  pour  les  propositions  à  sens 
constant  qui  sont  ou  fausses  ou  vraies,  ce  qu'on  peut  écrire 
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«  dire  que  a  n'est  pas  vrai,  c'est  affirmer  le  contraire  de  a;  dire 
que  a  est  vrai,  c'est  dire  que  a  n'est  pas  faux  ».  Deux  Chapitres 
sont  consacrés  à  ces  concepts  particuliers  et  au  cas  des  proposi- 
tions, un  Chapitre  intermédiaire  complète  ce  qui  avait  été  dit  au 
début  sur  les  propositions  à  sens  variable.  Enfin  trois  derniers 
Chapitres  traitent  des  fondions  de  concepts  et  de  la  résolution 
des  équations  et  inéquations  Logiques.  Après  fonctions  il  faut 
sous-entendre  rationnelles  entières^  la  notion  de  fonction  quel- 
conque n'est  pas  encore  étendue  aux  concepts;  grâce  à  l'égalité 
aa  =  rt,  une  telle  fonction  est  toujours  linéaire, 

f  (x)  =  ax  -f-  bx 

«  Une  classe  fonction  de  x  est  formée  des  concepts  qui  appar- 
tiennent à  la  fois  à  une  classe  ;r  et  à  une  certaine  classe  a  et  de 
ceux  des  concepts  d'une  certaine  classe  b  qui  n'appartiennent  pas 
kx.  »  A  vrai  dire,  cette  notion  me  parait  un  peu  artificielle,  mais 
ce  n'est  probablement  qu'un  manque  d'entraînement.  Les  équa- 
tions ont  aussi  des  propriétés  bien  remarquables  si  on  les  compare 
à  celles  des  équations  algébriques,  et  bien  évidentes  si  l'on  songe  à 
leur  signification.  L'Ouvrage  se  termine  pai'  une  Table  imposante 
de  formules. 

Comme  conclusion  à  cette  anaivse,  il  me  semble  que  le  calcul 
logique  ainsi  constitué  et  appliqué  à  des  concepts  généraux  est 
une  bien  grande  niachine  de  guerre  pour  le  but  à  atteindre.  Certes, 
il  paraît  avantageux  de  remplacer  un  assez  long  énoncé  logique  par 
une  courte  formule,  ce  n'est  toutefois  (pi'une  abréviation  de  travail 
manuel,  l'esprit  ne  voit  pas  plus  la  formule  que  sa  traduction  en 
langage  normal,  il  en  \oit  un  scln-ma  personnel  (géométrique  ou 
arithméli(|ue  ou  même  approprié  aux  circor)stances).  Mais  si  l'on 
applique  ce  calcul  non  plus  à  des  concepts,  mais  à  des  catégories 
bien  définies  d'êtres  plus  ou  moins  mathématicpies,  on  peut 
obtenir,  je  crois,  des  résultats  moins  évidents,  plus  particuliers  et 
plus  intéressants.  L'auteur  cite  l'exemple  des  domaines  d'un  pi. in 
et  des  ensembles  abstraits;  ce  sont  peut  être  encore  des  choses 
bien  générales;  la  théorie  de  la  tli\  isibililé  de  M.  Dedekind  est 
une  application  plus  (rappanle. 

V.  CuÂtklkt. 
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GUILLET(A.).  ^  Pkopriétés  cinhmatiuues  fondamentales  des  Vibrations. 
Conférences  faites  en  igii  aux  candidats  au  Certificat  de  Physic/ue 
générale,  \otes  de  M.  M.  Aubert.  (Cours  et  Conférences  publics  parles 
soins  de  l'Association  des  élèves  et  anciens  élèves  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.)  1  vol.  gr.  in-8.  iv.-4o5  pages.  Paris,  Gaulhitr- 
Villars,  igiS. 

Les  mouvements  vibratoires  ont,  dans  beaucoup  de  branches  de 
la  Physique,  une  importance  capitale.  Aussi  sera-t-on  reconnais- 
sant à  M.  A.  Guillet  d'avoir  publié  les  Conférences  qu'il  a  faites 
en  K)i  I  sur  ce  sujet  aux  candidats  au  Certificat  de  Physique 
générale. 

Le  Livre  est  divisé  eu  deux  Parties  :  la  première  est  consacrée 
aux  propriétés  générales  des  vibrations,  envisagées  en  elles-mêmes, 
en  quelque  sorte  au  seul  point  de  vue  cinématique;  Ja  seconde 
traite  de  plusieurs  applications,  en  particulier  des  mouvements 
ondulatoires  des  milieux  continus. 

Première  Partie.  —  La  formule 
(l)  u  :=  a  sin  wt 

définit,  en  fonction  du  temps  ^,  l'abscisse  u  d  un  point  mobile 
animé  d'un  mouvement  rectiligne  sinusoïdal  simple  d'amplitude  a 

et  de  période—-  Cette   formule   permet    l'étude  analvtique  coni^ 

plète  du  mouvement.  Mais  cette  étude  peut  se  faire  aussi  d'une 
façon  géométri<pie  en  représentant  à  chaque  instant  lélongation 
du  mobile  par  la  projection  d'un  vecteur  tournant  :  1  extrémité 
d'un  tel  vecteur  décrivant,  en  effet,  une  circonférence  d'un  inou\e- 
inent  uniforme,  a  sa  projection  sur  un  diamèlre  de  la  circonférence 
animée  d'un  mouvement  sinusoïdal.  Cette  représentation  est  très 
propre  à  faire  saisir  l'importante  notion  de/>/ia5e  d'un  mouvement 
vibratoire  :  deux  mouvements  sinusoïdaux  de  même  période 
présentent  une  différence  de  phase  ^3  si  leurs  vecteurs  tournants 
représentatifs  font  entre  eux  l'angle  p. 

L'importance  du  mouvement  sinusoïdal  simple  ne  provient  pas 
seulement  de  ce  que  ce  mouvement  intervient  directement  en 
Physique,  mais  aussi  de  ce  que  tout  phénomène  périodique  peut 


2^8  l'KKiM  lÈll  K    PA  inili. 

être  envisagé  comme  la  superposition  de  termes  sinusoïdaux;  An 
point  de  vue  analytique,  cela  revient  à  développer  une  fonction 
périodique  en  fonction  trigonométrique.  M.  Guillet  expose  l;i 
méthode  de  Fourier  pour  le  calcul  des  coefficients  dune  telle 
série. 

Lorsqu'un  phénomène  périodique,  de  période  ï,  est,  pour  un 
observateur,  visible  seulement  à  des  intervalles  de  temps  distants 
de  (T  -i-  s),  î  étant  très  petit,  cet  observateur  croit  voir  le  phéno- 
mène avec  la  période  _         •  C'est  là  le  principe  de  la  méthode 

stroboscopique  utilisée  en  Physique  pour  analyser  un  phénomène 
périodique,  simple  on  complexe,  en  accroissant  fictivement  sa 
période  autant  qu'on  le  veut. 

Après  avoir  traité  du  mouvement  sinusoïdal  simple  l'cprésenlé 
par  la  Ibrmule  (i),  l'Auteur  aborde  l'étude  du  mouvement  sinu- 
soïdal amorti,  régi  par  la  loi 

)v  étant  un  coefficient  positif  ^^\^e\é  fadeur  (/'anwrtisseme/it.  Un 
tel  mouvement  n'est  pas  périodique  :  la  durée  T  ==  — ^  peut 
s'appeler  la  pseudo-période.  Les  élongations  maxima  consécutives, 
soit  de  droite,  soit  de  gauche,  forment  une  progi'ession  géomélrique 
dont  la  raison  e"^'^  s'appelle  le  déeré/nent. 

On  ne  peut  plus  re[)résenler  le  mouvement  (2  )  pnr  la  projection 
d'un  vecteur  tournant  de  longueur  constante;  mais  on  aura  une 
image  géométrique  analogue  en  faisant  mouvoir  l'extiémité  d'un 
vecteur  non  sur  une  circonférence,  mais  sur  une  spirale  loga- 
rithmique. 

L'élongation  u  représentée  parla  formule  (y)  s;ilisf;iit  à  I  équa- 
tion difféicnlielle  du  second  ordre 

/  n  s  d-  u  ^  du        ^ ,  , 

(3)  — --  -f- •>.  A -p  -T- (A--f-to- )M  =  o; 

^    '  dr'-  dt        ^  ' 

si  le  facteur  d'amortissement  A  nesl  pas  nul,  il  liguie  dans  cette 
équation  une  dérivée  d'ordre  impair  :  on  peut  Tinterpréler  en 
disant  qn(;  la  force  rpii  sollicite  le  mobile  (^de  masse  i)  se  compose 
d'une  attraction  — ['/r  -\-  to-)  u  proportionnelle  à  l'élongation,  tl 
d'une  résistance  de  milieu  —  '■  ^•~r'  pi'oportionnellt.'  à  la  \ilesse. 
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L'éqiifilioi)  (.}  )  est  de  la  forme 

d' Il         ,  du         ,  , , 

(4)  'dr-~''''-d-t'^'-"  =  ''       ^^>^-'  = 

son  intégrale  générale  a  se  présente  sous  diverses  formes  suivant 
que  h- —  c-^o.  Lorsque  6- <;  c-  [cas  de  J'équation  (3  )],  u  repré- 
sente lin  mouvement  sinusoïdal  amorti.  Lorsque  ^->c-,  u  se 
présente  sous  forme  d'exponentielles  négatives  et  représente  un 
mouvement  apériodique.  Le  cas  intermédiaire  b  ^=  c  délinit 
Vétat  critique. 

Après  plusieurs  exemples  d'application  de  l'équation  (4)- 
M.  Guillet  étudie  letlet  d'une  impulsion  instantanée  communiquée 
à  un  système  mobile  pouvant  prendre  un  mouvement  sinusoïdal 
amorti,  tel,  par  exemple,  qu'un  galvanomètre  dans  le  cadre  duquel 
on  lance  la  décharge  d'un  condensateur.  Si  le  système  reçoit  une 
petite  impulsion,  toujours  la  même,  à  chaque  passage  par  sa  posi- 
tion d'équilibre  {Méthode  des  répétitions)^  il  se  produira  bientôt 
un  état  de  régime,  dans  lequel  il  v  aura  compensation,  à  chaque 
oscillai  ion,  entre  l'énergie  fournie  par  l'impulsion  el  l'énergie 
absorbée  par  l'amortissement.  Un  pareil  système  soumis,  non 
plus  à  des  impulsions,  mais  à  une  force  perturbatrice  périodique 
finit,  au  bout  de  peu  de  temps,  par  prendre  un  mouvement  de 
même  période  que  la  force  |)erturbatrice  synchronisante . 

La  composition  des  vibrations  est  un  problème  important  en 
Physique.  Plusieurs  vibrations /yrt/r/Z/r-'/e^  sinusoïdales  et  de  même 
période  se  composent  en  une  seule  vibration  unique,  dont  le  vecteur 
tournant  représentatif  s'obtient  en  prenant  la  résultante  géomé- 
trique des  vecteurs  tournants  qui  représentent  les  mouvements 
composants  :  cette  règle  du  polygone  de  Fresnel  comporte  de 
nombreuses  applications.  Citons,  en  Électricité,  la  composition 
des  forces  électromotrices  d'induction;  en  Optique  la  composition 
de  vibrations  d'amplitude  égale  et  dont  les  phases  sont  en  progres- 
sion arithmétique  :  l'étude  de  l'amplitude  résultante,  el  des 
maxinui  et  minima  qu'elle  présente,  lorsque  \arie  la  raison  de  cette 
j)rogression  arithmétique,  conduit  à  la  discussion  d'un  problème 
«pli  se  rencontre  dans  la  théorie  des  réseaux. 

Lorsque  les  mouvements  vibratoires  de  même  j)ériode  qu'il 
s'agit  de  composer  sont,  non  plus  parallèles,  mais  rectangulaires, 
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le  mouvement  résultanl  se  fait  suivant  une  trajectoire  elliptique, 
plus  ou  moins  aplatie  selon  la  différence  de  phase  des  mouvements 
composants.  Une  expérience  classique  de  Lissajous  permet,  en 
faisant  varier  très  lentement  cette  différence  de  phase,  de  voir 
l'elh'pse  trajectoire  se  déformer  t-n  restant  toujours  inscrite  dans 
un  même  rectangle. 

La  théorie  de  la  polarisation  rotatoire  conduit  à  regarder  une 
vibration  sinusoïdale  rectiligne  comme  résultant  de  la  composition 
de  deux  mouvements  circulaires  uniformes  de  même  amplitude  et 
de  sens  inverse  :  si  l'un  des  mouvements  circulaires  composants 
subit  une  variation  de  phase  C3,  la  trajectoire  rectiligne  résultante 

tourne  simplement  dun  angle  —  • 

Si  l'on  imagine  une  hélice  tournant  uniformément  autour  de 
l'axe  O;;  du  cvlindre  de  révolution  sur  lequel  elle  est  enroulée, 
tout  point  de  cette  hélice  a  sa  projection  sur  un  plan  parallèle  à 
1  axe  animée  d'une  vibration  rectiligne  sinusoïdale;  mais  la  phase 
de  cette  vibration  varie  dun  point  à  lautre  de  l'hélice.  On  obtient 
ainsi  une  image  cinématique  très  nette  de  la  propagation  d'une 
vibration  transversale  et  de  la  structure  d'un  rayon  lumineux 
polarisé  rectilignement.    En  deux   points  de  cotes  z   et  ::  +  o,  la 

différence  de  phase  '-^  est  proportionnelle  à  la  différence  de  par- 
cours 0,  qui  reçoit  en  Ojjtique  le  nom  de  différence  de  marche. 
Cette  notion,  et  celle  de  chemins  optiquement  équivalents  dans 
des  milieux  inégalement  réfringents,  permet  d'aborder  l'élude  des 
interférences.  La  question  de  la  différence  de  marche  est  capitale 
dans  cette  branche  de  l'Optique,  puisque  c'est  d'elle  que  résulte 
la  concordance  ou  la  discordance  de  phase,  et  par  suite  les  maxima 
et  minima  de  lumière.  M.  Guillel  en  donne  le  calcul  pour  les  cas 
les  plus  importants  qui  se  rencontrent  dans  l'étude  de  la  diffraction 
et  la  théorie  des  écrans  et  des  réseaux. 

Sfxoîvdk  Pautik.  —  Après  plusieurs  jjages  consacrées  à  la  flexion 
plane  et  aux  vibrations  transversales  d'une  \erge  élastique  encastrée 
à  une  extrémité  (diapason),  et  à  la  torsion  d'un  (il,  l'Vuteur  aborde 
l'étude  des  déformations  et  vibriilions  dun  milieu  élastique 
continu  à  trois  dijnensions.  l'ar  les  métliotles  générales  de  la 
l*h}'si(pie  mathématique,  il  établit  les  trois  é(|ualions  indélinies  aux 
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dérivées  partielles  de  l'équilibre  el  du  jnouveinenl  dun  solide 
élastique.  Ces  équations  prennent  une  forme  relati\enient  simple 
dans  le  cas  dun  milieu  isotrope  ne  possédant  que  deux  coefficients 
d'élasticité  distincts  A  et  y.. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  d'un  milieu  indé- 
fini où  se  propage  un  mouvement  par  ondes  planes^  dans  lequel 
tous  les  points  d'un  même  plan  quelconque  perpendiculaire  à  une 
direction  donnée  ont  à  chaque  instant  un  même  déplacement 
rectiligne  :  si  ce  déplacement  est  normal  au  plan,  l'onde  est  longi- 
tudinale el  se  propage  avec  la  vitesse  4/  '  /'  ')  s'il  est  au  contraire 
parallèle  au  plan,  l'onde  est'dite  transversale  et  sa  vitesse  de  propa- 
gation est  4/^'  0  désignant  la  densité   du  milieu.   Tandis  que   les 

solides  sont  susceptibles  de  donner  ces  tleux  sortes  d'ondes,  les 
fluides  ne  présentent  que  les  premières,  leur  coefficient  d'élasticité 
transversale  u.  étant  nvd. 

Les  ondes  planes  dont  nous  venons  de  parler  el  qui  se  propagent 
avec  une  vitesse  V constante  ne  sont  pas  les  seules  qui  puissent 
prendre  naissance  dans  un  milieu  élastique  indéfini.  On  peut  y 
rencontrer  aussi  des  ondes  planes  harmoniques  stationnai/ eSj 
dont  l'amplitude  u  soit  donnée  en  fonction  de  l'abscisse  x  par  une 
formule  telle  que 

zt  =  6  sin  I  — -   -t-  -Il  \  sin  m  t. 

OÙ  (o,  'l  et  b  sont  des  constantes  arbitraires.  Dans  ce  mouvement, 
il  y  a  des  plans  nodaux    f -^^^ — ^  •!/ =  A-t:  j   où   le   mouvement   est 

constamment  nul.   et  des  plans  ventraux     -^ — ^  '}  ^==  (2  A"  4-  1)  - 

où  l'amplitude  est  maxima.  Une  pareille  onde  slationnaire  peut 
être  regardée  comme  résultant  de  la  superposition  des  deux  sui- 
vantes 

6    .     r      /  .r\         ,         -  I 

■     '-t     L   V      vy     •     -.1.1 

qui  se  propagent  en  sens  inxerse  avec  la  \  ilesse  \  . 
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Ce  sont  de  telles  ondes  stationuaires  qu  on  rencontre  en  Acous- 
tique dans  les  tuvaux  sonores  :  les  constantes  to  et  'l  se  déterminent 
alors  par  les  condilions  aux  exlrémités  :  si  rextréuiilé  d'un  tujau 
est  fermée,  le  mouvement  doit  y  présenter  un  na-ud  (réflexion 
avec  changement  de  signe);  on  a,  au  contraire,  un  ventre  (réflexion 
sans  cJiangement  de  signe)  si  l'extrémité  du  tujau  est  ouverte. 

Soit  une  source  $  émettant  des  vibrations  de  période  T,  qui 
sont  reçues  jMir  un  récepteur  R  (oreille,  fente  d'un  spectro- 
scope,  etc.).  Si  R  et  S  sont  tous  deux  fixes,  le  récepteur  reçoit  par 

seconde  N  =  ;=r  vibrations.  Dans  le  problcine  de  Dôppler,  R  et  S 

sont  mobiles  l'un  par  rapport  à  l'autre.  Si  le  récepteur  R  s'approche 
de  la  source  fixe  S  avec  une  vitesse   }i   (positive  ou  négative);   il 

recevra,   par  seconde,  N  (  i  +  ^\   vibrations;  il   en  recevra  — ^ — 

sî  c'est,  au  contraire,  la  source  S  qui  s'approche  du  récepteur  fixe 
avec  la  même  vitesse  a  :  la  période  subit  donc  une  diminution 
apparente,  qui  n^ est  d'ailleurs  pas  la  même  dans  les  deux  cas, 

à  moins  qu'on  ne  néglige  le  carré  ^  du  rapport  de  la  vitesse   u  à 

la  vitesse  V  de  propagation  des  ondes.  Le  phénomène  de  Doppler 
dépend  donc  théori(|uement,  non  seulement  du  mouvement  relatif 
de  H  par  raj)[)ort  à  S,  conformément  au  principe  de  relativité, 
mais  encore  de  leur  mouvement  absolu  par  rapport  au  milieu  pro- 
pagateur supposé  en  repos. 

L'Ouvrage  se  termine  par  l'exposé  de  la  théorie  générale  des 
ondes  lumineuses  dans  l'hypothèse  de  l'éther  élastique  de  Fresnel. 
Les  équations  de  l'0[)tique  des  milieux  isotropes  sont  identiques 
à  celles  d'un  solide  élastique  pour  lequel  on  aurait  /.-h9.u.=:o 
et  ([ui,  par  suite,  ne  |)ioj)agerait  pas  les  ondes  longitudinales.  Poul- 
ies substances  biiélVingentes,  il  faut  modifier  les  écpialions  en  y 
iniroduisant  trois  c()(,'fticients  caractéristiques  des  propriétés  du 
milieu.  I/Auleur  étudie,  dans  un  tel  milieu,  la  propagation  des 
ondes  planes  :  normalement  à  une  direction  donnée,  deux  ondes 
planes  peuvent  se  |)ropager  avec  des  vitesses  dillérenles.  i^a  sur- 
face enveloppe,  au  bout  de  runité  de  temps,  des  |)lans  d'ontlc  de 
toutes  directions  (pii  sont  |)assés  au  même  instant  par  Torigine  des 
coordonnées  et  la  célèbre  sur/ace  d'onde  de  l''resuel. 
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De  même  que  les  équations  de  TOplique  ont  |)u  se  déduire  de 
celles  de  l'Elasticité  en  y  faisant  A  +  2  |j.  =  o,  ce  qui  permet,  avec 
Fresnel,  de  regarder  l'Optique  comme  étant,  en  quelque  sorte, 
un  Chapitre  de  l'Elasticité,  de  même  on  peut,  avec  Maxwell,  consi- 
dérer aussi  cette  science  comme  un  Chapitre  de  l'Eleclromagné- 
tisme  :  il  suffit,  en  elîet,  d'éliminer  les  trois  composantes  de  la 
force  magnétique  entre  les  six  é(:[uations  du  champ  électromagné- 
tique (les  deux  curls  de  Maxwell  et  de  Hertz)  pour  obtenir,  entre 
les  trois  composantes  de  la  force  électrique,  trois  équations  qui 
ne  sont  autres  que  celles  même  de  l'Optique,  le  pouvoir  inducteur 
et  l'indice  de  réfraction  du  milieu  étant  liés  parla  relation  K^  N-. 
C'est  la  base  fondamentale  de  la  théorie  électromagnéticjue  de  la 
lumière.  H.  Vergae. 


LEWEÎVT  (Lko).  —  KoxFoR.Mi-:  Aiuuluuivg,  lieiaiisi,^egeljen  von  Eugen 
Jahnke,  mit  einem  Beitiag  von  WiLHEL\r  Blasciike,  mit  4o  Abbildungen. 
{Mathewatiscli-pln sikalisclie  Scitriften  fur  liigeiiieiive  und  Sliidierencfe, 
herausgegeben  von  E.  Jahnke;  i/i).  Une  brochure,  in-8",  vi-118  pages. 
Leipzig  unci  Berlin,  B.  G.  Tenbner,  njiv".. 

L'Ouvrage  de  L.  Lewent  forme  le  cptatorzième  Volume  de  la 
Collection  E.  Jahnke,  destinée  surtout  aux  ingénieurs  et  aux  phvsi- 
ciens.  La  tâche  imposée  à  l'Auteur  n'était  pas  sans  difdcullé  :  il 
lui  fallait  exposer,  dans  un  espace  restreint,  la  théorie  générale  de  la 
représentation  conforme,  tout  en  la  rendant  accessible  à  des 
lecteurs  n'ayant  que  des  connaissances  mathématiques  peu  éten- 
dues. Aussi  L.  Lewent  n'a-t-il  pas  cherché  à  dévelop|)er  le  théo- 
rème d'existence  de  Riemann  :  il  s'est  borné  à  en  exposer  quelques 
conséquences,  le  théorème  lui-même  avant  été  admis  sans  démons- 
tration :  méthode  bien  familière  aux  physiciens. 

Dans  les  deux  premiers  Chapitres,  l'Auteur  traite  de  la  re|)ré- 
sentation  géométrique  des  quantités  complexes,  définit  la  re|)résen- 
tation  conforme  et  établit  les  équations  de  Cauchy-Ricmann  pour 
les  fonctions  dune  variable  co"^nplexe.  Le  Chapitre  suivant  ex|)ose 
les  propriétés  les  plus  simples  des  substitutions  linéaires,  étudie 
les  singularités  des  fonctions  analytiques,  et  particidièrement  des 
fonctions  algébriques;  Lewent  montre  comment  cette  théorie 
devient  intuitive  par  iemploi   des   surfaces  de;  Riemann  et   traite 
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des  applications  classiques  :  ir  =  ;^,  iv  =  :;-,  iv  =  y.z  -+-  -^;  il  ter- 
mine en  donnant  quelques  représentations  usuelles  déduites  de 
fonctions  périodiques  élémentaires.  Le  Chapitre  IV  renferme 
l'énoncé  du  théorème  d'existence  de  Riemann,  l'établit  dans  le 
cas  du  cercle  au  moyen  de  l'intégrale  de  Poisson  et  se  termine  par 
l'élude  du  jirincipe  de  Schwarz.  Enfin,  dans  le  Chapitre  V  (rédigé 
par  M.  BJasclike  en  raison  de  la  mort  de  iNI.  Lewenl),  nous 
passons  à  la  représentation  conforme  sur  laire  d'un  triangle,  d'un 
polygone,  et  en  particulier  d'un  rectangle,  avec,  comme  cas  parti- 
culier, la  représentation  classique  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 

R.   Garnier. 


BORDEAUX  (J.).  —  Étude  raisoxnée  de  l'aéroplane  et  Description 
CRITIQUE  DES  MODÈLES  ACTUELS.  Préface  de  M.  Laurent  SéguiiN,  i  vol. 
gr.  iii-8,  vi-497  P^S^s,  avec  iji  figures  et  26  planches.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  igr.'.. 

La  valeur  technique  du  présent  Ouvrage  a  pour  garants  la 
profession  de  l'Auteur,  spécialisé  danslétude  des  brevets  d  inven- 
tion, et  l'autorité  de  M.  Séguin,  le  père  du  moteur  Gnome,  qui 
a  écrit  la  Préface. 

C'est  en  visitant  les  expositions  du  Salon  de  l'Aviation  que 
M.  Bordeaux  s'est  décidé  à  composer  «  un  Livre  qui  dise  ce  que, 
en  somme,  tout  homme  devrait  savoir  sur  la  question  de  l'aéro- 
plane, un  Ouvrage  complet,  théorique  et  pratique  ». 

Il  s'agit  donc  surtout  d'une  œuvre  de  vulgarisation;  mais,  dans 
l'état  actuel  de  nos  connaissances  en  matière  d'aviation,  à  de  bien 
rares  exceptions  jirès,  il  n'y  a  guère  de  différence  entre  les  livres 
|)rétendus  scientifiques  et  les  autres.  Ce  qu'il  faut  surtout  demander 
aux  auteni's,  c'est  un  esj)ril  critique  toujours  en  éveil.  A  cet 
égard,  on  jugera  de  la  tendance  de  AL  Bordeaux  par  son  apho- 
risme :  «  Je  me  méfie  des  ingénieurs,  parce  que  j'ai  vu  qu'ils 
n'appliquent  pas  les  principes  qu'ils  savent,  et  des  empiriques, 
parce  qu'ils  ne  savent  pas  les  principes  qu'il  faut  appliquer.  » 
Cette  méfiance  paraît  légitinir  (piand  on  con;?tale  combien  peu  de 
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temps  a  duré  en  aviation  «  l'association  de  l'ingénieur  qui  a  im;t- 
oiné  l'outil  et  de  l'ouvrier  qui  s'en  sert  ». 

Si  les  mathématiciens  ne  sont  pas  dispensés  par  le  Livre  actuel 
de  méditer  les  travaux  de  Greenliill,  Cisotti,  ...,  sur  l'application 
des  théories  de  Helmholtz  et  KirchholF  aux  courants  aériens,  ceux 
de  Brjan,  Bothezat...,  sur  les  délicats  problèmes  de  la  stabilité 
de  l'équilibre  dynamique  de  l'aéroplane,  ils  ont  du  moins  un 
moyen  rapide  de  s'initier  à  la  manière  dont  les  questions  se  sont 
posées  et  à  la  première  approximation  un  peu  grossière  dont  on 
a  dû  se  contenter  pour  les  résoudre. 

L'Ouvrage  comprend  quatre  Sections  : 
.  La  première  Section  a  pour  objet  la  résistance  de  l'air  au 
mouvement  :  i"  des  plaques  ou  surfaces  cylindriques;  i"  des 
hélices  ou  surfaces  hélicoïdales.  On  y  trouve,  pour  le  premier 
cas,  un  hislorique  complet  des  recherches  expérimentales,  l'étude 
détaillée  des  travaux  les  plus  saillants,  notamment  de  ceux  d'Eiffel, 
et  linlerprétation  empirique  des  résultats;  pour  le  second,  les 
procédés  d'essais  du  Laboratoire  de  Koutchino,  de  ceux  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  du  Parc  de  Clialais-Meudon, 
et  les  tentali\es  de  théorie  de  ^  allier  et  de  Drzewiecki.  La  der- 
nière a,  il  est,  vrai,  été  contestée,  mais  les  vues  de  M.  Sée  n'ont 
été  publiées  qu'après  l'impression  du  Livre  de  M.  Bordeaux. 

La  deuxième  Section,  assez  brève,  intitulée  les  machines  à 
l'oler,  est  consacrée  aux  orthoptères  et  aux  hélicoptères  :  elle 
contient,  avec  la  description  de  quelques  types  d'appareils,  les 
aperçus  théoriques  de  \  allier  et  de  Charles  Renard. 

La  troisième  Section  comprend  l'étude  abstrcdte  de  V aéro- 
plane :  on  y  examine  successivement  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  dans  un  plan  vertical,  puis  les  petits  mouvements  autour  de 
ce  centre  (stabilités  longitudinale  et  transversale),  enfin  le  virage. 
Les  conclusions  donnent  une  base  de  classification  des  appareils. 

La  quatrième  Section^  la  plus  étendue  (elle  comprend  200  pages) 
et  la  plus  originale,  s'occupe  de  la  réalisation  matérielle  des 
aéroplanes.  La  multiplicité  des  détails  techniques  exige  qu'on 
procède  a\ec  ordre.  On  étudie  donc  successivement  :  1"  les  pièces 
rigides  (qualités  des  matériaux  utilisés,  organisation  de  la  carcasse, 
calcul  des  pièces,  disposition  des  ailes);  2"  les  éléments  mobiles 
(organes  de    réglage,   de   conduite    et    de  stabilité,   de    départ  et 


256  PREMIERE   PARTIE. 

d'atterrissage);  3"  le  moteur  (classification,  description  des  types 
caractéristiques  :  Renault,  Esnault-Pelterle,  Gnome...,  indications 
sommaires  sur  l'équililjrage)  ;  4"  les  hélices  (projet,  construction). 

fJn  Appendice  contient  l'indication  de  quelques  idées  récenles 
et  une  conclusion  vibrante  donne  aux  aviateurs  et  aux  construc- 
teurs des  conseils  généraux  très  judicieux. 

Signalons  en  particulier,  dans  la  dernière  Section,  le  souci  de 
l'intluence  des  percussions  et  des  vibrations  causées  par  les  rafales 
sur  la  capacité  de  résistance  à  donner  aux  organes. 

L'encyclopédie  de  M.  Bordeaux  est  remplie  de  schémas  et  de 
graphiques  ingénieux.  D'une  lecture  aisée,  d'une  science  discrète 
et  sûre,  elle  dispense  presque  d'avoir  recours  aux  revues  spéciales. 
Enfin,  en  préchant  au  pilote  téméraire  nue  prudence  éclairée,  et 
en  se  montrant  dur  pour  le  constructeur  commerçant  qui  s'arrête 
à  des  types  d'appareils  qui  ont  volé  sans  chercher  à  les  améliorer, 
TAuleur  pourrait  bien  contribuer  à  réduire  le  tribut  annuel  du 
nouveau  Minotaure. 

A.     BOVLAISGEU. 
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Flammarion  (Camille).  —  Annuaire  astronomique  et  météorologique 
pour  1913,  exposant  l'ensemble  de  tous  les  j^hénomènes  célestes  obser- 
vables pendant  l'année.  In-12,  400  p.,  i3o  ii'^.,  cartes  et  diagramme.  Paris, 
M.  Flammarion,   i  fr.  5o. 

GuiMAHAiis  (B.).  —  Les  Mathématiques  en  Porti(,^'al.  Appendice  JI. 
Gr.  in-8,  107  p.  Paris,  Gautliiei-Villars.  \  IV. 

Jahrbuch  iïber  die  Fortschritle  dcr  .\fatlieni((tik,  Ix'iiiundet  v.  Cari 
Orthmann.  Hrsi;.  v.  Eniil  Lampe.  M.  Bd.  Jalirg.  i<)io.  In  3  lleftcn. 
2.  Heft.  Gr.  in-8,  iv  et  545-7J2  p.  Berlin,  G.  Bein)er.  .S  m. 

Os(;ooD  f  ^^^-l•^).  —  Lekrbuch  der  FunLtionrntheorie.  I.  lîii.  mit  i  ')8  li:;. 
2.  Aufl.  xn-jGf)  |).  \c\v  York,  G.-E.  Stechert  et  Co.  4  «'■  5o. 
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PERRON  (Oskab;.  —  Die  Lkhrk  vos  den  Kettenbkuchen.  {Sammlung 
von  Lehrbachern  aiif  dem  Gebiete  der  matheniatischen  Wissen- 
schaften.  .Mit  einscliluss  ihrer  Anwenclungen.  Bantl  XXXVI.).  1  voi.in-8, 
XII-520  pages,  Leipzig  und   FJeilin,  B.  G.  Teubner,  igiS. 

1.  L'Auteur  s'est  proposé  de  réunir  en  un  seul  Livie  tout  ce  qui 
a  U-ail  aux  fractions  continues.  Son  exposé  tient  en  deux  parties; 
l'une  est  élémentaire  et  arithmétique,  l'autre  contient  ce  qui 
touche  à  la  théorie  des  fonctions.  L'analyse  serrée  qui  va  suivre 
montrera  nettement  rintérèt  et  l'utilité  de  ce  Livre  assez  étendu, 
où  se  révèlent  de  grandes  qualités  de  clarté,  d'ordre  et  de  méthode, 
sur  un  sujet  souvent  difficile  et  délicat. 

2.  Pour  la  fraction  continue  limitée 

h   -^  ^' 


62-r-..  Or, 

'^    br 


l'Auteur  adopte  la  notation  commode 


a 


\bi  \b,        ■    ■  ■     \b„ 

11  indique  la  méthode  pour  former  les  réduites  -7^,  démontre  les 
formules  de  récurrence 

Av=  6vAv-i-f-avÂv-2         ^    .     ^ 
B,,  ^6vBv-,  ^avBv-2  "" 

introduit  avec  Th.  Muir  les  symboles 

^^^^   /a„a„...,a,X              p,,^  ^  ^ /«- «3,  •  •  • ,  «v 
\bo,  bi,  .  .  .,  b.J  \A,,  b-, />v 

donne  des  expressions  de  Av,   Hv,    en    |iarticulicr   au    moyen  des 
/iutl.  des  Sciences  mat/iém.,  1'-  série,  t.  XXXVII.  (Seplcmbrc  njiS.)        17 


258 
continuants, 

b,     - 


Av  = 
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b. 


6,_ 


^v 


B,= 


Il  en  déduit  que 


A, 


b. 


«vl 


I  60         Av-1 
Si  l'on  pose  .rv=  ^>v^v+i  +  «v+i-^'v+2j  '1  en  résulte  que 

et  l'on  en  conclut  des  identités  telles  que 


Bv- 


«1,  «21    •  •  •)  «V+)-I 

60,  6,,  . . .,  6v+),-i 


rt], 


•^o,  61,  ■  ••.  ^-'X-i 


/    a,, rtx_2 

\bo,bi,  .  .  .,  6x_ 


<?).)-i, 


«Xh 


«X-i-2,  .  •.,  «X+v-i 
^X+i)  ^X+2,  •  •  •  1  ^X-t  V    1 


3.  imaginons  maintenant  que  la  fraction  continue  soit  illimitée. 
Si  l'on  a 

la  fraction  continue  est  dite  conver  fiente  ;  si  l'on  a 

,.        i>v 

Il  m   -—  =  o, 

V==c    Av 

la  fraction  est  dite  non  ossenliellenieiil  divergente.  Sinon,  elle 
est  essentiellement  divergente. 

Une  fraction  continue  régulière  est  celle  on  tous  les  o/^  sont 
égaux  à  1.  En  étudiant  les  fractions  continues  régniières  limitées, 
où  les  b  sont  des  nombres  naturels,  (>t  dont  les  réduites  sont  des 
fractions  irréductibles,  on  est  amené  comme  application  h  s'occuper 
de  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'écpialion  /^^  —  <J y  ^=  ''» 
où/?,  ^,  /•  sont  des  nombres  entiers. 

Si,  en  utilisant  la  notation  (^q»  ^1  >  -  •  - 1  ^'/i)  pour  représcnlcr  une 
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fraction  conlinuc  limitée  régulière, 


■i^9 


on  a  aussi 


,  IJi,  bo) 


(^0,  bi, 


A„ 


A„- 


et  (bn,  b,i    i,  ..  .,  io)  = 


B„- 


Les  deux  premières  fractions  continues  (ho,  . .  ..,  b„)  el  (6«,  . . .,  60) 
sont  dites  inverses.  La  fraction  (^q,  ^, ,  60;  . . . ,  ^2?  ^i  5  ^0)  s'appelle 

symétrique. 

P 

Pour  qu'une  fraction   j-   (P>Q>-i)   donne   naissance   à   une 

fraction  continue  symétrique  il  faut  et  il  suffît  que  Q-rbi  soit 
divisible  |)ar  P;  et  l'on  déduit  de  là  que  si  un  nombre  entier  est 
divisible  par  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux,  il  est 
lui-même  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

4.  Les  fractions  continues  régulières  illimitées  sont  convergentes. 
Leur  limite  est  un  nombre  irrationnel  ;  réciproquement,  tout 
nombre  irrationnel  est  développable  en  fraction  continue  régulière 
illimitée. 

Les  réduites  approchent  de  plus  en  plus  de  la  limite  ;„,  en 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  cette  limite.  D'une  façon  plus  pré- 
cise, on  a 


Av- 


Bv- 


< 


Bv_i 


Si  une  fraction  rationnelle  —  est  telle  que 

7  ^ 


;o 


< 


2r 


c'est  une  réduite  de  Cq.  U  en  est  de  même  si 


^r-\ 


(Legendre). 


Ajoutons  que  si  l'on  a 


i„  = 


O  w 


->  tv>i,         |PS  — QR=±i, 


R 


o, 


ô-  et  ^  sont  deux  réduites  consécutives   de  ^^.    Ici   intervient   la 
recherche  des  nombres  rationnels  les  [)lus  simples  qui  approchent 
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le  plus  de  rirratlonnelle  Ço)  et  s'introduit  la  notion  de  nombres 
irrationnels  équivalents.  On  appelle  ainsi  deux  nombres  irra"- 
tionnels  [i,  y,  lels  que 

a'^^  b 

rt,  h^  c,  f/ étant  des  nombres  entiers  lels  que 

ad  —  6c  =  I . 

Deux  nombres  écpiivalents  à  un  troisième  sont  équi\  aïeuls 
entre  eux.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  poui-  que  deux 
nombres  Çq?  '^io  soient  équivalents  est  que  leurs  développements  en 
fraction  continue  aient  les  mêmes  quotients  incomplets  à  partir 
d'un  certain  rang.  Comme  application,  on  démontre  qu'un  nombre 
entier  de  la  forme  a-  -f-  2tb-  où  s'-=  i ,  a  et  b  étant  premiers  entre 
eux,  ne  peut  avoir  que  des  diviseurs  de  la  forme  a-H-2c|3-  (r.,a- 
grange).  Tout  diviseur  impair  d'un  nombre  entier  de  la  forme 
a'--\-Zb'-,  où  a  el  b  sont  premiers  enlre  eux,  est  aussi  de  la 
forme  a-H-  3  j3-. 

o.  On  sait  que  les  fractions  continues  régulières  périodiques 
sont  dites  périodiques  y0«/'<?5,  ou  périodiques  mixtes  suivant  que 
la  période  commence  ou  non  au  premier  (juotieni  incomplet.  Leur 
valeur  est  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coeflicients 
entiers.  C'est  un  nombre  irrationnel  quadratique.  Réciproque- 
ment, toute  irrationnelle  quadratique  se  développe  en  fraction 
continue  régulière  périodique.  Une  irrationnelle  quadratique  est 
dite  réduite  lorsqu'elle  est  plus  grande  que  i,  tandis  que  sa 
conjuguée  (racine  de  la  même  équation  du  deuxième  degré,  à 
coefficients  entiers)  est  com|)rise  enlre  o  et  i.  l  ne  fiaclion  con- 
tinue régulière  périodique  pure  définit   une  irrationnelle   (piadra- 

tique  réduite  et  réciproquement  (Galois).  Si  Ço  ^=  |  ^'05  ^^t^  •••■>  ^^a_i  j 
est  une  fraction  continue  régtdière  périodique  pure  et  si  rjo  est  sa 
conjuguée,  on  a 

Les  fractions  (xjutinues  ri-gulières  de  deux  iirationnelles  qua- 
diati(pi(!S  conjuguées  ont  des  périodes  inverses  l'une  de  l'aulrc. 
En   particulier,   pour  la   lacine  carrée  dun    nondirc  rationnel,  on 
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trouve  une  fraction  continue  régulière  de  la  forme 

[Oo,  bi,b^,,  ....  by,  bi,  i^o]; 

réciproquement,  une  telle  fraction  continue  a  pour  valeur  la  racine 
carrée  d'un  nombre  rationnel  plus  grand  que  i . 

L'étude  des  développements  en  fractions  continues  régulières 
des  racines  carrées  des  nombres  entiers  amène  à  l'équation  de 
Pell.    D    étant    un    nombre    entier,    l'équalion    x- — Dy- zzn  i    est 

•   A 

toujours    résoluble    en  nombres  entiers  :    si  t^^  est  la    réduite   du 

v""'"^  ordre  de  \/iJ,  et  k  le  nombre  des  termes  de  la  période, 
l'ensemble  de  toutes  les  solutions  est  donné  par 

X  =  A„/,_i,  y  =  B„/,_i, 

où  /i  =  1 ,  2,  3,  ...  pour  /{  pair,  «  =  2,  4,  6,  . .  .,  pour  /•"  impair. 
Au  contraire,  l'équation  :r- — ï)y-=z — i  n'est  résoluble  que  si  D 
est  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  premiers  entre 
eux.  Des  trois  équations 

x^ —  Dj'ï  —  —  [  ^         372  —  j)j/!i  =  Oj         X-  —  DjK-  =  —  2, 

l'une  au  moins  est  résoluble  (exception  faite  pour  D  =  2).  Si  le 
non  reste  quadratique  D  est  la  puissance  d'un  nombre  premier 
inqîair,  ou  le  double  d'une  telle  puissance,  une  seule  des  trois  équa- 
tions précédentes  est  résoluble. 

0.  Par  suite  arithmétique  du  m^''"^^  ovdre^  on  entend  une  suite 
telle  que  la  suite  des  m"^'"''^  différences  soit  la  première  qui  ait  tous 
ses  termes  égaux.  Cela  posé,  soit 

?û(o),  tpu(i),  Oo('^),         .-., 

cfi(o),  0|(i),  ÇiC-a),        ..., 


?A-l(o),      <P/,_i(l^      ?A-i(-i),       ■.., 

/\    suites  d'ordres    quelconques;   on    appelle  fvaclioii    continue 
d' Uuiwitz  la  fraction 

[60,  •  .-,  6/(-i,  Vo(o),  <pi(o),  .  . .,  o/,_,(o), 

?o(l),  91(1),    ...,  Cp/,-l(l),9o('i),  «fl(2),    ...,  -fA-lC^),    ...], 

OM,  plus  brièvement, 
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Elle  jouit  de  cette  propriété  que  si 


■',0 


c^o+  d 


où  a,  6,  c,  r/  sont  des  noml)res  rationnels  entiers,  si  ^o  se  déve- 
loppe en  fraction  conlinue  d'Pinrwitz,  il  en  sera  de  même  de  '/^o, 
et  les  ordres  des  suites  arithmétiques  sont  les  mêmes,  abstraclion 
faite  toutefois  des  suites  d'ordre  zéro,  qui  pourraient  exister  dans 
l'une  des  fractions  continue  et  non  dans  l'autre. 

Un  nombre  [^o;>  ^^n  ^25  •••]  =  io  ^st  appelé  nombre  de  Liou- 
ville  quand,  à  chaque  nombre  /?,  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  v  tel  que  Ton  ait 

/^v+i  >  B;'  ; 
^0  est  un  nombre  transcendant.  Si 

«,  ^,  C,  d  étant  des  nombres  entiers,  et  si  Ha  est  un  nombre  de 
Liouville,  Yio  est  aussi  un  nombre  de  Liouville.  M.  Maillet  a  indiqué 
d'autres  fractions  continues  qu'il  appelle  quasi-périodiques .,  et 
qui,  sous  certaines  conditions,  donnent  aussi  des  nombres  trans- 
cendants. 

7.  Enonçons  d'abord  le  théorème  de  convergence  de  Tielze  : 
(piand  les  éléments  de  la  fraction  continue 


.61  |/>2 

sont  des  nombres  réels  quelcoufpies  satisfaisant  aux  conditions 

I  ii\  1  =  1,         ^X  1  I ,         /■'XH-  «X+i  è  I ,         (  X  =  1 ,  2,  3,  .  . .  ), 

on  a 

Bx^  I,  lini  Bx  =  >:, 

)>  =  00 

et  la   fraction   continue  est  convergente.    Sa    \aleur  est  comprise 
entre  ^0  (exclu)  et  />o+«i  (inclus). 
Une  fraction  limil(';c  ou  illimitée 

A         ,         «>    I  ,         ^2 I  , 

I  ^n  I  i>i 
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avec  des  éléments  entiers  est  dite  demi-/'égulière  lovsqu^ elle  satis- 
fait aux  conditions  suivantes  : 

I  av  I  =  I         pour        V  >  I, 
by  =  i,         6v-l-«v+i=;i  pour         v^i. 

Dans  le  cas  où  elle  est  limitée,  et  a,  en  outre  du  terme  du  début, 
au  moins  un  terme,  le  dernier  dénominateur  partiel  est  plus  grand 
que  I  ;    dans  le  cas  où   elle   est  illimitée,    on   a   une   infinité   de 

fois  ^v+  «v+)^2. 

Tout  nombre  réel  ^o  est  développable  d'une  seule  façon  en 
fraction  continue  demi-régulière  (avec  des  numérateurs  partiels  ±  i 
donnés).  Cette  fraction  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  quotients 
incomplets  suivant  que  Ço  e^l  rationnel  ou  irrationnel.  Récipro- 
quement, toute  fraction  continue  demi-régulière  représente  un 
nombre  réel. 

La  fraction  irréductible —7  /?  >  o,   admet  n  développements  en 

fractions  continues  demi-régulières.  Les  réduites  sont  encore  des 
fractions  irréductibles.   On   peut  d'ailleurs  changer   une  fraction 
continue  demi-régulière  en  une  fraction  continue  régulière. 
Une  fraction  continue  demi-régulière 


telle  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  v  on  ait  toujours 

est  dite  périodique,  périodique  pure  si  les  conditions  sont  déjà 
vérifiées  pour  v  =o;  autrement,  périodique  mixte. 

Une  fraction  continue  demi-régulière  périodique  définit  un 
nombre  irrationnel  quadratique.  Réciproquement,  si,  dans  le  dé\e- 
loppement  d'une  irrationnelle  quadratique  en  fraction  continue 
demi-régulière,  la  suite  des  numérateurs  des  quotients  incomplets 
a  été  choisie  périodique,  la  fraction  continue  sera  elle-même  pé- 
riodique. 

On  appelle,  en  parliculier,  réduites  les  fractions  continues  demi- 
régulières  où  tous  les  «V  sont  égaux  à  —  i. 

Par   fraction   continue  demi-régulière  d'après  les  entiers  les 
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plus  proclies  (nach  nâclisten  Ganzen),  on  entend  une  fraction 

telle  (|u'on  ait 

^v  =  2,         ^v  +  «v+i=?-         pour         V  =  I, '2,  3,  . . .); 

le  dernier  dénominateur,  b,,^  s'il  y  en  a  un,  doit  seulement  vérifier 
la  condition  b„^2. 

Parmi  toutes  les  fractions  demi-régulières  en  lesquelles  peut  se 
développer  un  nombre  rationnel,  il  n'y  en  a  pas  qui  ait  des  termes 
moindres  que  celle  d'après  les  entiers  les  plus  pioches.  La  fraction 
continue  d'après  les  entiers  les  plus  proches  relative  à  une  irra- 
tionnelle quadratique  est  toujours  périodique. 

Une  fraction  continue  demi-régulière,  limitée  ou  illimitée 

^-0         "    ' 


est  dite  singulière,  quand,  pour  v  >>  i,  on  a 

Quand,  des  deux  fractions  continues  demi-régidières  limitées 

Oq  -\ r-j 1 j-^ h  ...  H j-^ — •  >  Oy  H j-^i 1 — h- .  .  .  -f-    -7—, —  > 

"         \bi  \bi  I  6.,  I  by-i  I  6v-2  I  bi 

la  première  est  d'après  les  entiers  les  plus  proches,  la  deuxième 
est  singidièie  et  réciproquement,  si  la  première  est  singulière,  la 
deuxième  est  d'après  les  entiers  les  plus  proches. 

Tout  nombre  réel  qui   n'est  pas  équivalent  à   est  égal  à 

une  fraction  continue  singulière  et  à  une  seule  (lluruitz).  Si  l'on 
développe  un  nombre  Ho  en  fraction  continue  d'après  les  entiers 
les  plus  proches,  ou  en  une  fraction   continue  singulière,   cha(|ii(' 

réduite  -r^  est  en  même  temps  une  rt'duite  de  la  fraction   continue 

régulière,  et  l'on  a 

_  AvK  y/rî  —  I  ^ 


■ihi 


Le  dévclop|)emenl  en  fraction  continue  singulière   pour  une  irra- 
tionnelle   (piadratique    est    toujours    périodi(pie.     Si     le     nombre 
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2f)5 


réel  Ço  n'est  ni  un  entier,  ni  Iti  moitié  d'un  nombre  entier,  parmi 
ses  fractions  continues  demi-régulières,  il  y  en  a  une  et  une  seule, 
qu'on  appelle  fraction  continue  diagonale^  pour  laquelle  les 
réduites  sont  rangées  de  telle  façon  que  leurs  dénominateurs  vont 
en  croissant,  et  leur  ensemble  coïncide  avec  l'ensemble  de  toutes 
les  fractions  irréductibles  -pj»  D  >■  o,  telles  que  l'on  ait 


I 

2D^ 


La  fraction  continue  diagonale  dune  irrationnelle  quadratique  est 
périodique. 

8.  Avec  la  partie  relative  à  l'analyse  et  à  la  théorie  des  fonctions, 
nous  abordons  d'abord  les  transformations  des  fractions  con- 
tinues. Quand,  par  exemple,  de  deux  fractions  continues,  limitées 
ou  illimitées, 


b,, 


Co^o 


CuCl^l  I 

I  c\fj\ 


où  les  Cy  représentent  des  nombres  quelconques  difterentsde  zéro, 
l'une  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  deuxième,  et  la 
valeur  de  la  deuxième  s'obtient  en  multipliant  par  Co  la  valeur  de 
la  première.  Si  Co^i,  les  deux  fractions  continues  sont  dites 
équivalentes.  Deux  fraclioiis  continues  équivalentes  ont  les  mêmes 
suites  de  réduites,  et  réciproquement,  si  deux  fractions  continues 
ont  les  mêmes  suites  de  réduites,  elles  sont  équivalentes  pourvu 
que  les  numérateurs  des  quotients  incomplets  diffèrent  de  zéro. 

Si  Ko,  K,,  Ko,  ...,  est  une  suite  de  nombres  quelconque,  limitée 
ou  illimitée,  si  l'on  a,  en  général,  Kv_4  ^  Ky,  il  existe  uue  fraction 
continue  et  une  seule  (en  ne  regardant  pas  comme  distinctes 
deux  fractions  continues  équivalentes)  dont  les  réduites  sont 
précisément  Ko,  K),  Ka,  ... 

D'une  fraction  continue  illimitée 


b. 


bi 


b.2 


Av 


avec  les  réduites  t-^  ,  on  peut  en  déduire  une  autre 


Oq- 


12  I 
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ayant  pour  réel  ni  les 


An,,  A,;^  A„„ 


avec         «0  < /il  <  «2  <•  •  • 


On  dit  que  la  nouvelle  fraction  continue  se  déduit  de  la  première 
par  contraction  (Seidel).  Réciproquement,  la  première  se  déduit 
de  la  deuxième  par  extension. 

9.  D'après  Seidel,  la  série  Co+  c,  +  Co+  . . .  et  la  fraction  con- 
tinue 

<7,  I  «al 

6,1  -h ■ — I -+■ . 

sont  diles  équivalentes  quand  on  a 

A. 


Cy. 


B, 


(V  =  O,   T,  •>.,   .  .  .). 


Ainsi,  la  série 

et  la  fraction  continue 


+  c,  +  .  .  .-4-  Cy-f-.  . .  (Cv  ^  O  pour  V  ^  i) 


«^0 


Cl\ 


l  + 


Cl 


C2 


Cy 
Cv-1 


sont  équivalentes  (Euler  et  Steiii).  On  a  ainsi 


(l  -JrCCy=  I-H 


Pour  ^  •<  1 , 


/■  — 3 


-^  H ^!J 

I  I  \l—X 


X 


-H 


.r| 


log(n-a:)  = 


x\  \  x\ 


4.7- 1 


I  —  X  I  I  37 

9^ 


arclangr  =  — 


I  \'X  —  X  \'\ X  X  I  4  ItX 

x\  I  a?2 1  9^^  I  9,5  a?*  I 


h  |3  — a:-''         |5  — 3a:î        1 7  —  5^:2 

3a:|  4^ 


-h...      (-i<a7^-)-i), 


.1  I  2 -+- r  \Z-\-x  \[\-^x  I  5 -(- a? 

10.    Le  produit  fini  ou  infini  (1  +  "j'o)  (  '  +  "fi  K'  "^  T-)  •  •  •'  *''^"' 
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les  fadeurs  sont  différenls  de  zéro  cL  didérenls  de  i,  est  équivalent 
à  la  fraction  continue 


Ci  I  I  -+-  C4 


cv  =  (  1  +  Tv-i  ) -^-^         (v  =  2,3,4,  ...)• 

Vv-l 


On  trouve  ainsi,  par  exemple, 


sin(-;:.r»_  x\  ni — x)\      ^      i(i-!-.r)|  9.(2 — x') 


1  \x  I  I  —  X         '  \x 

i{'i.-\-  x)\     ^     3  n  —  x)\     ^     3  ('  3  -4-  :r  )  I 
\\  —  X  \x  '         I  I  —  X 

La  transformation  de   Bauer  et  Muir   alioiilil   à    la    proposition 
suivante  :  si  les  deux  fractions  continues  illimitées 

P'o —  ?1  3ti 


I   Pl—  ?2a2  I  îi-2—  p3^3 

^1  I  ^2(1  +  Pi  Pi)  I  «3(1  +  pa^o/'l 

IP.    "^       l?2-?,^2       ^        |S 


.3 


ont  des  éléments  positifs,  7..^,  |jv-.  -v  étant  réels,  et  convergent 
toutes  les  deux,  elles  convergent  vers  la  même  valeur.  On  tire  de 
là,  comme  applications,  des  développements  tels  que 


.   -'^ 


I4A-'  11/.  14/.-  14/.      '  ■•■      2  ^/A 


'(^) 


ou 


/t 


'i'"dt_  i|  ,  i|  ,  4  1  ,  9| 


I  2  //(  —  I  \7.ni  -h  i  I  2  m  -+- 1 

(2m  -i-  I  >  o). 


11.  Nous  passons  aux  critères  de  convergence  ou  de  divergence. 
Voici  d'abord  une  définition  :  une  fraction  continucconvergenle 

/  «il  «^'2   I  /  .        N 

est  dite  convergente  sans  réserves  quand  elle  reste  convergente  si 
l'on  supprime  autant   qu'on  voudra  des  éléments    initiaux,   c'est- 


268  PREMIÈRE   PARTIE, 

à-dire  quand  toutes  les  fractions 

^     ,     a\+\  I  «X+2  I     , 


sont  convergentes.  Autrement,  on  dit  qu'elle  est  convergente  avec 
réserves  (Priiigsheim).  Dans  le  cas  où  elle  est  convergente  sans 
réserves,  sa  valeur  est  différente  de  celles  de  ses  réduites. 

On  réunit  dans  une  même  classe  les  fractions  continues  con- 
vergentes et  les  non  essentiellement  divergentes,  et  on  les  appelle 
fractions  continues  convergentes  dans  le  sens  étendu. 

Si  l'une  des  deux  fractions  continues 

est  convergente  dans  le  sens  étendu,  d'abord,  il  en  est  de  même 
de  l'autre,  et  même  l'une  d'entre  elles  au  moins  sera  convergente 
dans  le  sens  restreint. 

D'après  Broman,  la  fraction  continue 

b  ^  -^  +  f^-^  -^  +  -^4-  -^  +  -^  -+-  ^  -h. 
^         I  o  \bi      '      \o  \b.,  I  ()  \bç,  I  o 

est  toujours  divergente. 

Si  la  série  ^  j  ^v  |  est  convergente,  la  fraction  continue 

,         H         >!         'I 

I  Ol  I  '^2  I  b:i 

est  divergente;  elle  n'est  même  pas  conveigenle  dans  le  sens 
étendu.  Alors,  si  ol>o,  -A-m,  i'"'>oî  iI''i  sont  les  limites  Aov,  Aav+i ,  Bov, 
Bov^i ,  |)Our  V  =  oc,  on  a 

ol.i  111,0— .-l.o'^'ji= '• 

Si  les  nombres  ^, ,  Ao,  ...,  />v,  ...  sont  tous  positifs,  la  condition 
nécessaire  et  sufllsanlfî  ponr  (jue  la  fraction  continue 

/  >l  •!  >1 

j'^i  I '^2  I ''3 

soit  convergente  est  cpie  la  série    7  [b^)  soit  divergente. 
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Si  la  fraction  continue 

,      «1 I  «2 I  «si 

a  tous  ses  éléments  positifs,  la  condition  nécessaire  et  suKisanle 
pour  qu'elle  soit  convergente  est  que  l'une  au  moins  des  deux 
séries 

y  /a,a,...a.,,^,        \  ^  /   a,a,  . . .  a,.,  \ 

.^mi\    cioa'^  .  .  .  a-r,       '  J  .-^  \rt3a5  .  . .  «av+i  / 

V  V 

soit  divergente.  La  fraction   continue   précédente  où  l'on   pourra 

supposer    ftv=o  est    convergente   si   la  série    /  \/     '    '^^  est   di- 

vergente,  etc. 

12.   J'arrive  au  cas  où  les  éléments  sont  réels. 
Si  les  éléments  de  la  fraction  continue 

«1  I     .     «2 1     .     «3 1     . 


|6i  1^0  \b,     '  ••• 

sont  réels  cl  satisfont  aux  inégalités 

6v  =  |<Tv|>o         6vè|«v|  +  i         pour         «v+i  <  o         (v  =  I,  2,  3,  . . .  ), 

l'une  des  deux  conditions  suivantes  suffit  pour  qu'elle  soit  con- 
vergente :  i"  à  partir  d'un  certain  rang  tous  les  «v  sont  négatifs; 
2"  des  trois  séries 

l'une  au  moins  est  divergente. 
Line  fraction  continue 

il       ,       «2I  «3  I,  ,       ^2v|  «2v  +  l!       , 


l>. 


6,  \b,  \b,    ^••-        \b,,  \b,,^, 

est  dite  alternée,  si  l'on  a 

6v  >  o,  rt2v  >  o,  «2V4-1  >  O- 

Supposons  qu'on  ail 
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s'il  j  a  égaillé  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  v,  la  fraction 
continue  est  divergente;  mais  s'il  j  a  inégalité  pour  au  moins  une 
valeur  (impaire)  de  v,  et  si,   pour  abréger,  on  pose 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fraction  continue 
soit  convergente  est  que  Tune  au  moins  des  deux  séries 

-^  V    <^4  Cfi  .  .  .  C2V  /  -'^  \  C3  C.5  .  .  .  C2V+1  / 

V  V 

soit  divergente. 

La  fraction  continue  est  convergente  si  la  série 


est  divergente.  Elle  est  encore  convergente  si 
et  si,  des  deux  séries 


^îv^av+i  —  ^27+1 


l'une  au  moins  est  divergente. 

13.   Relativement   à    l'irralionalilé  de   certaines    fractions   con- 
tinues, mentionnons  (jue  si   les  éléments   de  la   fraction  continue 

illimitée 

«,  I  r/.  I 

sont  des  nombr<'s  rationnels  entiers  qui,  à  partir  il'un  certain 
indice  satisfont  aux  inégalités 

b.,  Z  \  n-,  |.  b.,  ;;  I  «V  I  -+-  I  !>'>"'•         av-+-i  <  o, 

la  fraction  continue  est  convergente,  et  sa  \aleur  est  un  nomlire 
irrationnel,  excepté  (jiiand,  ;"i  partir  (rime  certaine  valeur  de  v,  on 
a  toupnirs 

tty  <1  o>  6v  =r  1  «V  i  -r-  I  . 
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Ainsi 


2| 


1\   ^   ^1 
13  lY 


esl  irrationnel.  (Cesl  \o  nombre  e.) 

l  i.   Voici  un  crilériiiin  de  convergence  dii  à   Pring>lieiin  :  si  les 
éléments  de  la  fraction  continue 

«ij_   ,     «2  [    ,   ^3 1 

satisfont  aux  inégalités  |  6v|  =  | '^^vl  +  '?  la  fraction  continue  est  con- 
vergente, et  sa  valeur  absolue  est  inférieure  ou  égale  à  i.  Dans  le 
cas  des  numérateurs  a^  tous  difTérents  de  zéro,  il  v  a  convergence 
si  l'on  a 


\bi\l\a,\  et  |/,,,|>|av^,|^i  (v  =  -2,  3,4. 


•), 


à  condition  qui!  y  ait  quelque  inégalité. 

La  fraction  continue  avec  éléments  complexes  ([uelconques 


^1 
\b\ 


b. 


«3J 
\b. 


est  convergente  quand  il  existe  une  suite  de   nombres   positifs />, , 
Pii  p-Ai  •  ■  ■  ^els  que  l'on  ait 


Piàt 


6v-i  by 


p>,—  \ 


T^v-i  Pi 


(v  =  2,  3, 


.), 


à  condition  qu'il  y  ait  rpicbpie  inégalité.  En  spécialisani  les 
nombres/>v  on  obtient  des  critériums  de  convergence  reinar([iiables. 
Par  exemple,  il  sera  suffisant,  pour  la  convergence,  qu'on  ait 


I7         (^'^2), 
4 


I  6v     1  6v 

les  a.,^  étant  dilFérents  de  zéro.  Si  Ion  a 


I 
6^ 


62V 


la  fraction  continue 


esl  convergente. 


jL 

\b^ 


\b. 


(V  =  I,2,  3,  ...), 
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La  convergence  d'une  fraction  continue  dont  les  élénienls  sont 
fonctions  d'une  ou  plusieurs  variables  est  dite  iiniforine  lorsque 
ses  réduites,  dans  le  champ  considéré  des  variables,  tendent  uni- 
formément vers  leur  limile,  c'est-à-dire  qu'on  a 


A, 


■hm  -— 


< 


pour 


dans  tout  champ  où  Byrz^  o.  Gela  posé,  tjuand  les  éléments  de  la 
fraction  continue 

«I  I  a-i  I  a-i  I 

sont  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  elle  est 
uniformément  convergente  dans  tout  champ  dans  lequel  les  con- 
ditions suivantes  sont  remplies  : 

I"  I  ^v  lÎL^I  «V  I  -H  I  (v  =  I,  2,  3,  ...), 


la  série 


y<i^ 


1)(,     I    A,    I    —!)...(     |/A;|    ^I) 


est  uniformément  divergente. 

Le  critérium  de  convergence  de  Vleck  et  Jensen  est  le  snixant  : 
Posons  ^v=:  1 />v|  c'^';  s'il  existe  un  nombre  positifs  tel  que  l'on 
ail,  [)our  v  =  i ,  2,  3,  .  . ., 


et,  si  les  nombres  ^v  "e  sont  pas  tous  nuls,  les  rt-duitcs  d'indices 
pairs  de  la  fraction  continue 


\f'2 


tendent  vers  une  limite;  i\  en  est  de  même  de<.  réduites  d'ordre 
impair.  La  fraction  continue  est  convergente  ou  divergente  suivant 
(pie  la  série  2,  \  ^^v|  est  divergente  ou  convergente. 

V 

Si  les  h.j  sont  des  fonctions  d'un  nombre  (pielconque  de  variables, 
et  si    la    s('iic     /   |Av|    est    uniformément    di\ergente,    si     l'une   au 
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moins  des  fonctions  6,,  /?3,  6:5,  ...,  n'est  pas  identiquement  nulle, 
et  si  la  première  qui  ne  s'évanouit  pas  identiquement  reste  dans 
tout  le  domaine  plus  grande  en  valeur  absolue  qu'un  nombre 
positif  convenablement  choisi,  la  fraction  continue  est  unifor- 
mément convergente  dans  le  domaine  envisagé  des  variables. 

Si  les  b,,  sont  des  nombres  réels  non  négatifs;  si,  en  particulier, 
les  6ov+)  ne  s'évanouissent  pas  tous;  si,  en  outre,  la  série  ^ ,  (^v) 
est  divergente,  en  posant 

rr  =  re'?,  r  >•  o         («a  réel), 

la  fraction  continue 

x\  x\      ^      x\ 

est  uniformément  convergente  dans  tout  domaine  tel  qu'on  ait 
o<r^R,         —--^t^o-gr.  —  z         (£>o)         (Stieltjes). 

lo.    Une  fraction  continue 

«il  «al 

60-1-  -r-r-  +  TTr  +••• 
est  dite  périodique  si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  v,  on  a 

k  est  le  nombre  des  termes  de  la  période;  si  v  =  o,  la  fraction  con- 
tinue est  dite  périodique  pure;  sinon,  elle  est  périodique  mixte. 
Pourqu'uiic  fraction  continue  périodique  pure  soit  convergente, 
il   faut    d'abord    que    l'on    ait    Ba^_,^o;    il   faut  ensuite  que  les   , 
racines  X|,  x-y  de  l'équation  du  deuxième  degré 

B/,_i^2_|.  (a/,B/,_2  — A/,_i):r  —  a^A^-2=  o, 
soient  égales  ou  satisfassent  aux  conditions 

I  B/,._i  j:,  +  a/,B/,-2  |  >  |  B/,_iar2+  «^6^-2  |, 
Ax  —  372  B),  ^  o,        X  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  A-  —  2  ; 

la  valeur  de  la  fraction  continue  est  alors  Xi- 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XXXVII.  (Septembre  igiS.)     18 
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Si,  dans  la  fraction  continue 


on  suppose  qu  on  a 


b. 


Lim  av 


«il 
1^1 


6., 


Li  m  èv  =;  b, 


on  dit  que  cette  fraction  continue  est  périodique  à  la  limite. 
Si  «v  ^  o,  quand  les  racines  p,  et  p2  de  l'équation  p-  —  bo — a  =  o 
ont  des  valeurs  absolues  inégales,  la  fraction  continue  périodique 
à  la  limite  est  convergente  au  moins  dans  le  sens  étendu.  Pour  v 
suffisamment  grand,  la  fraction 

,       ,        ,       «v+i I        ,       rtv+2 1        , 


6VH 


6v  +  2 


converge  alors  dans  le  sens  restreint,  et  Ton  a 


Lini  (  /j.j 


<^M-hl   I  «V-F2 


1^. 


où  0)  désigne  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  raciues  p(,  pa- 

De  même,  soient  a,,  a-j,  a^,  ...  et  ^,_,  bo,  ^3,  •■•  deux  séries 
de  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  définies  dans  un 
certain  cbamp,  qui  convergent  d'une  façon  uniforme  vers  deux 
fonctions  limites,  de  sorte  qu'on  ait 

Lim  «V  =  a,         Lim  ^v  =  ^  ', 

V=ao  V=  00 

supposons  qu'il  existe  un  nombre  positif  3/ «<  i,  et  deux  nombres 
positifs,  c  et  C,  tels  que  dans  tout  le  cbamp  on  ail 


c^jPil^G, 


|2?, 


Pi  el  po  désignant  les  racines  de  l'écpialion  p-  —  bp — «  =  0; 
alors,  il  existe  un  nombre  n  tel  que,  pour  y^/t,  la  fraction 
continue 

Wy  H 7—, i 7—. r.  .  . 


soil  uniformément  convergenle  dans  tout  le  domaine. 
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16.    Si   les   nombres  «v,  ^v)  ^^  sont  liés  par  la  relation   récur- 
rente 

X~i  =  ^v^Tv  +  l  -^-  «V+l^V+2  ("^   =  O,    I,   2,  3,    .  .  .), 

et  qu'on  ait,  en  outre, 

av^v  7^  o,         pour  V  ^l, 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  ait 

o-o        ,  a,  I  «2 1 

—  =  60  -+-  -T-, 1-  TT ^  •  •  • 


est  que  la  série 

r  I  I  I 


diverge  de  telle  façon  que  la  valeur  absolue  de  la  somme  de  ses  v 
premiers  ternies  grandisse  avec  v  au  delà  de  toute  limite.  Comme 
exemple  d'application  de  ces  formules  récurrentes,  mentionnons 
qu'en  posant 


«(a,  ())  =  I         et 


I        f^    e~" uP'^ 

1>(^A^)  =  -iTTE-     I         -, du  (S>0), 

1  (?)  Jo        ('"^  "^) 


on  a 


?(^.  3)      ^      ^     •xx\  (P  +  i).r|  (a  +  i)37|  (P  +  2)a7| 

cp(a,fS-M)  ■       |i      "^  |i  "^  |i  ^  |i  ■^•••' 

pour 

^  =  0,         J™  >  o,         a  réel,         a  jz£  o, — i,  —  2,...         (Nielsen). 

17.    Une  fraction  continue  limitée 

n\x\  a^_x\  anx\ 

lorsqu'on   a    a^  ^  o,  représente   une   fonction    rationnelle    de   x. 
Elle  a  un  sens  en  tout  point  du   plan  de  la  variable  complexe  x^ 
excepté  aux  pôles  de  la  fonction  rationnelle. 
A  chaque  fraction  continue  de  la  forme 

aYx\  aix\ 


où   l'on   a  «v  F^  o,   correspond  une  série    i  H- c,  :r  +  CoX- +  . . ., 
qui,   lorsque    la   fraction    continue    est   illimitée,    est   déterminée 
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d'une  façon  univoque  par  ce  fait  que,  pour  chaque  valeur.de  A, 

elle  coïncide  avec  le  développement  de  Tavlor  de  la  réduite  jt-\ — - 

"  o),  (  a-  ) 

jusqu'à  la   puissance   x^-  inclusivement;   les    coefficients  de  x^''^* 

difiereront  nécessairement.  Si  la  fonction  continue   est   limitée  et 

a  n  quotients  incomplets,  la  série  de  Tavlor 


B„(ar) 


I  -T-  CiX  -h  C-iX- 


a  les  propriétés  ci-dessus  pour  K  <i  n. 
Les  deux  fractions  continues 


h 


ûtv  ^  o,  a,^  ^  o,  ne  peuvent  représenter  la  même   fonction  ration- 
nelle que  si  m  =:  /i  et  Oy  =  a'y ,  quel  que  soit  v. 

Une  série  i  +  C)  a;  -H  Co^-  +  ..•  est  dite  semi-normale  quand  il 
lui  correspond  une  fraction  continue  illimitée 

«1.7-  I  «0  37  I 


La   condition  nécessaire   et    suffisante    pour  qu'une    série    soit 
semi-normale  est  que  les  déterminants 


Ci 


Cv+-1 


Cv 
Cv-M 


C2V-1 


et 


Ci 
Ci 


Cv-t-l 


Cv 
Cv-hl 


soient  tous  différents  de  zéro;  alors,  les  coefficients  de  la  fonction 
continue  sont 


«1  =  ?i 


?v+l?v-l 


«2V+1  = 


?v+l  '^v 


(v  =  I,  2,3, ...;. 


Comme  exemple,  si  F(a,  |i,  v,  x)  désigne  la  série  hvpergéomé- 

j     /^             1                   .           F(«i  ?.  Y»  ^)  I        ■    1 

trique  de  (jauss,  Je  rapport  t^-t — ^ — ' — ■ -correspondra  a  la 

^  '  ^'  F(a,  ^-+-  I,  Y  -H  I,  a:)  ' 

fraction  continue 


I-+- 


''  Y 
aix\  02X  \ 


avec 


(  (^  +  y  )  (  Y 
a  9.,  =  —  


I 


v) 


l> 


(Y-i-2v  — ij(Y  -(-'-iv) 


«2V+1  =  — 


(3t-4-v)(Y  — p-t-v) 
(Y-+-'v)(Y-t-''-v-M) 


COMPTES  HENDUS  ET  ANALVSES. 

De  même,  prenons  la  fonction  plus  générale  de  Heine 

,     o  (i  —  e"^)(i  —  e">) 

C_e«a,(,_<,«(a+i))(i_e«fJ)(,_ea(?+i)) 


le  rapport  - 


fi  — e")(i  — e-")(i  —  e»Y)(i  —  e«'Y+»J) 
correspond  t£ 


9 ( a,  3,  v:  if;  a?)  ,        <    i      r 

.  V   '  i-'  I .  /         „^„„^<,..^^(j,.g  a  la   traction  con- 


tinue 


ç(a,  fl  4-  I,  Y  +  I  •  ";  ^) 


ll 


«JV 


«2V+1  — 


(I  —  e"'Y+2v-i;  j  (i  _  e«(YH-2v))' 


—  _   «M(8-^V) 


Le  développement  en  série  de  \/ 1  +  4 ^  correspond  à 

•2  a  .r  I  a  a~  I  «  :r  | 


h 


h 


celui  de  sj \  -{-  ^x  cosa  —  4-2^'  sin-a  à 

cos(  2a)  I 


cos  a 


cos(  2a) 


cosfSa) 


cos(2a) 


C05(  ■?,  a  ) 
cos(3a) 


cos^a) 


cos(3a I 


cos(3x) 


cos(4'2) 


18.   Toute  fraction  conlinue  illimitée  de  la  forme 
A-,.r|  k^_x'^\  As-r- I  k-,x'-\ 


l« 


h 


I  -r-  e^r 


(A-v5^o), 


est  associée  d'une  façon  univoque  à  une  série  i  +  c, ^H-Co^r-H-..., 
de  telle  sorte  que,  pour  loute  valeur  de  ).,  la  série  de  Tavlor  rela- 
tive à  la  réduite  de  a"^'"^  ordre  coïncide  avec  elle  jusqu'au  terme 
c^\x-^  inclusivement.  Elle  sera  dite  fraction  continue  associée 
à  la  série.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
série  i  -\-  c^x  -\-  c-xX-  +  ...  admette  une  fraction  continue  associée 
est  que  les  déterminants  c^v  soient  tous  dilTéients  de  zéro,  si  l'une 
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ou  l'autre  des  fractions  continues  illimitées 

aix  \  a-2X  \  a^x] 


h  |.  |i        ■•••' 

X'i X  I  Ay X-  I  A-3 x^\ 

|i-4-eia-  \\-^eiX  \i^eiX 

converge  uniformément  dans  un  domaine  simplement  connexe  T 
qui  contient  l'origine  à  son  intérieur,  elle  définit  à  l'intérieur  de  T 
une  fonction  analjlique  régulière  (mais  qui  n'est  jamais  ration- 
nelle) qui,  à  l'intérieur  de  chaque  cercle  K  tracé  de  l'origine 
comme  centre,  dans  le  domaine  T  est  aussi  égale  à  la  série  corres- 
pondante à  la  première  fraction  continue  ou  à  la  série  associée  à  la 
deuxième  fraction  continue. 

Comme  applications  de  ce  théorème,  et  d'autres  analogues,  on 
trouve  les  développements  en  fractions  continues  illimitées  de 
fonctions  telles  que 

F(a,  p,  Y,  a-),     log(i-ha"),     log(YZr7.)'      a''c  tangx, 


:»      e^,     tang.r, 


v/i-. 

e'  -+- 1 

A  noter  ceci  :  de  la  convergence  uniforme  d'une  série  on  ne 
peut  pas  conclure  toujours  que  la  fraction  continue  illimitée  cor- 
respondante converge  uniformément. 

19.  Si  ^{x)  est  une  fonction  croissante  dans  l'intervalle  («,  6), 
f{x)  une  fonction  continue  qui  peut  avoir'aussi  des  valeurs  com- 
plexes, la  somme 

n  —  \ 

2/('^v)[<l'(-rvM)-4.(.rv)], 

V  =  n 
OÙ 

a  =  .^0 <  .^'i  <  L'i  < . .  .  <  .^«-1  <  .^',1  =  b,         .rvl  C^^x^,u.^ 
(v  =  o,  I,  2,  ..  .,  /i  —  i), 

diffère  aussi  peu  qu'on  veut  d'une  grandeur  déterminée,  (piclle 
que  soit  la  manière  dont  on  fait  tendre  vers  zéro  les  inter- 
valles (^v)  -a^v+i)-   Celte  grandeur  est  ce  qu'on  nomme  intégrale 

de  SticUjes.  On  la  désigne  par    /   f(.T)d'!^{x). 
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De  même, 

n  —  l 

2'^('^v)[/(.rv+,)-/(Xv)], 
v  =  o 

tend  vers  une  limite  qu'on  désigne  par    /    'l{x)df{x).    L'inté- 
gration  par  parties  donne  la  formule 

f   'b(.r)d/(,r)  =  'l(b)f(b)-^l(a)f(a)-  f   fix)d  <)^{x). 

Si  •i'(^)  et /(a?)  ont  des  dérivées  intégrales  'l' [x) ,  f  ' (x) ^  on  a 

Ç   /(,r)û?^(.r)=  f    f{,r)<l'{x)dx,  f    ^{x)df{x)=  f    'l(x)/'(x)  dx, 

où  les  intégrales  des  membres  de  droite  sont  des  intégrales  ordi- 
naires. 

Si,  dans  l'intervalle  («,  6),  les  fonctions  croissantes  '})(^),  '\i{x) 
pour  toutes  les  valeurs  où  elles  sont  continues,  ainsi  qu'aux 
limites  «,  è,  ne  diffèrent  que  par  une  constante  additive  G,  qui 
pourra  être  nulle,  on  a 

r   /(.r)c?4/if,r)  =   r   f{x)d^,{x). 

Gela  a  lieu  aussi  pour  6  =  +  ce,  a  1=  —  co,  pourvu   que  les  inté- 
grales aient  un  sens. 

Si,  dans  un  intervalle  («,  h\  la  fonction  réelle  continue /(a?) 
n'a  qu'un  nombre  fini  de  zéros  (ou  n'en  a  aucun),  mais  a  toujours 
un  signe  constant,  et  si  la  fonction  croissante  'K^)  a  une 
infinité  de  valeurs    pour  lesquelles  elle    est  croissante,  l'intégrale 

/   f{x)d'l{x)  est  différente  de  zéro  et  a  le  signe  de  f{x).  Gela 
*  « 
est  vrai  pour  Z>  ^  -h  x,  «  =  —  oc. 

Si  'l{x)  dans  l'intervalle  («,  b)  est  une  fonction  croissante  avec 
une  infinité  de  valeurs  où  elle  est  croissante,  si  f{x)  est  une 
fonction  continue  réelle,  et  si  l'on  a 

r'' 

I     f{x)x>'d^(x)  =  o         (/:=  0,1,2, «  — i), 
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il  y  a,  dans  l'intervalle  («,  ^),  au  moins  n  valeurs  dilTérenles  de  x 
pour  lesquelles  y  (.r)  s'annule.  Cela  a  lieu  aussi  pour  a^- — -co, 
b=  ^cc. 

Si  '^{x)  est  une  fonction   croissante    dans    l'intervalle   (a,  6), 

Je  ''  d<l)  (x) 
'     — — —  définit  une  fonction  analytique  régu- 
«     -5  + a; 

lière  pour  toute  valeur  de  z  qui  n'appartient  pas  à  l'inter- 
valle (  —  ^,  —  a);  la  même  chose  a  lieu  pour  a  =  —  ce,  b  =:  -}rcc, 

pourvu  que  l'intégrale    /    d^i^x)  ait  un  sens  pour  ces  limites.  Si  a 

^  a 

et  h  sont  finis,  F(^)  est  régulière  au  point  oo.  Si  la  partie  imagi- 
naire  de  ^  est  négative,  si  r  (^)=  /       —^ — ■ ,  on  a 


'V(g  — o)-l-<}>(^  +  o)  _  t|/(a  — o)-l-^(«-4-o)  ^  j 


Lima     4:    r  F(^)fl^-    , 

0  =  0        ll'-J_f_ir,  J 


a  veut  dire  partie  réelle;  le  chemin  d'intégration   est  rectiligne. 
Quand  '^(x)  est  une  fonction  croissante,  avec   une  infinité  de 
valeurs  où  elle  est  croissante,  et  si  toutes  les  intégrales 


C/i 


.J       (_,,;)^-'rf<V(.r)         (A- =  1,2,  3,...) 


existent,  l'intégrale    /       —^ — -  a   toujours  une  fraction   continue 
associée,  (A), 

\z  -\-  Cl  \z  ^  e.y  \z  -^  e-i  ' 

ki  est  positif;  les  autres  Â'v  sont  négatifs. 

20.  Voici  en  quoi  consiste  le  problème  du  minimum.  Si  f{x) 
est  une  fonction  continue  réelle,  à(x)  une  fonction  croissante 
avec  une  infinité  de  valeurs  |>our  lesquelles  elle  est  croissante,  ces 
fonctions  étant  telles  que  les  intégrales 

f       f^{x)d'\{x),       f       x'^f{x)d'^{x)         (A-  =  i,2,3,  ...), 
existeni,  j)arnii  les  poljnomes  \\t{x)  de  degré  au  pins  égal    à  /?, 
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on  demande  celui  pour  lequel  l'inlégrale 

est  un  minimum.  C'est 

où       '  '/'■.    6st  la   v'^"'"  réduite    de  la  fraction    continue  associée   à 

r^'d<l(x)     ,^  .  .  ,  ,.  I     r       .• 

/        —^ .  Ues  propositions  analogues  ont  lieu  pour  la  traction 

continue  correspondante,  quand  elle  existe. 

21.  La  proposition  de  Markoff  consiste  en  ceci  :  si  'l{x)  est  une 
fonction  croissanle  dans  l'intervalle  fini  (a,  b),  avec  une  infinité 
de  valeurs  où  elle  est  croissante,  alors  la  fraction  continue  associée 

Jr  ''  d'i)  (x) 
-^ ,  pour  toutes   les  valeurs    réelles    ou    com- 
a       " 

plexes  de  5,  en  excluant  celles  de  l'intervalle  ( — b^  — a),  est 
convergente  et  égale  à  l'intégrale.  Un  théorème  analogue  a  lieu 
pour  la  fraction  continue  correspondant  à  l'intégrale. 

Soit  •i<(a7)  une  fonction  constante  pour  .3;  >  o,  avec  une  infinité 
de   valeurs  où   elle  est    croissanle,  telle  que   toutes  les  intégrales 

/a7*~ '  c/'i ( .r )   existent,  de   telle  sorte  que  l'intégrale    /     -^ — - 
admet  toujours  une  fraction  continue  correspondante, 


\b,z  \b._  \b^z  \b,  \b-,z  |6e         ••■' 

avec  des  coefficients   b^  positifs.  Alors,  si  ^(^v)  est  divergente, 

V 

la  fraction    continue  est  convergente  pour  toute  valeur  de  ;  qui 
n'appartient  pas  à  l'axe  des  quantités  réelles  négatives  (y  compris 

zéro)  et  elle  est  égale  à  l'intégrale.  Si   7  (  6v)  est  convergente,   la 

V 

fraction  continue  est  divergente  pour  toute  valeur  de  z  (Stielljes). 
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Gomme  exemples,  citons  les  formules 

_    I  I  a  I  I  I  a  -h-  I  I  2|  a  +  2  I  3  |  a  -H  3  ] 


a>>  o  (:;  est  assujetti  à  ne  pas  être  sur  l'axe  des  quantités  réelles 
négatives,  y  compris  zéro); 


,/: 


M     ,    •!    ,     i|     ,    > 


\biz  \bo  \b^z  \b,     

Bx(s)  a  tous  ses  zéros  réels,  simples  et  non  positifs;  pour  \ 
impair,  Rx(^)  =  o  admet  la  racine  zéro;  elle  ne  l'admet  pas 
quand  À  est  pair.  Si 


=2 


on  a 


Myx>o         et         2^'^'^^-==^ 


/  =  i 


Pour  une  fraction  continue  de  Stielljes,  convergente  dans  un 
domaine  fermé  simplement  connexe  du  plan  des  z  qui  ne  contient 
aucune  portion  de  l'axe  des  quantités  réelles  négatives  (  j  compris 

zéro),  '  "^■'',  converge  uniformément  vers  une  fonction  analytique 
"  B2v(-s)  ^  -^     ^ 

régulière,  Fo(2),  p^''"   — r  converge  uniformément  vers   une  fonc- 
lion  analvtique  régulière  h',  (2). 

Dans  le  cas  où  la  série  ^(^>v)  est  divergente,  on  a 

V 

Fo(.G)=F,(c). 
La    fraction  continue   est   donc  convergente.  Mais   si     7  (/>v)  est 


l|                 1-2  1                22^2  1                32  1                42A-2I 

-T^-- 

\y       \y        \y         \y         \y 

pour  0  <  A-  <  1 ,        J'  >  0. 

Pour  une  fraction  continue  de  Stieltjes 
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convergente,  Fo(^)  et  F,(:;)  sont  deux  fonctions  méromorplies 
partout  différenles  l'une  de  l'autre,  et  la  fractiou  continue  est 
divergente  pour  toute  videur  de  z. 

Pour  toute  fraction  continue  de  Stieltjes  remplissant  les  condi- 
tions ci-dessus,  on  aura 

où  4'o(-2^)  et  '\>i{x)  sont  des  fonctions  croissantes.  Les  deux  inté- 
grales correspondent  à  la  fraction  continue  de  Stieltjes  envisagée. 
La  série  correspondant  à  une  fraction  continue  de  Stieltjes  définit 
la  limite  vers  laquelle  tendent  les  réduites  d'ordre  pair,  ou  d'oi'dre 
impair  sur  toute  demi-droite  issue  de  l'origine  autre  que  le  demi- 
axe  des  quantités  réelles  négatives.  Une  fraction  continue  de 
Stieltjes  a  une  infinité  d'intégrales  correspondantes,  ou   bien  une 

seule,  suivant  que  la  série  7  Çbç,)  est  convergente  ou  divergente; 
quand  ^(^i^)  est  divergente,  la  fraction  continue  est  convergente 

V 

pour  toute  valeur  de  :^  qui  n'appartient  pas  à  Tune  des  quantités 
réelles  négatives,  y  compris  zéro,  et  elle  est  égale  à  l'intégrale 
correspondante. 

23.  J'arrive  aux  Tables  de  Padé.  A  chaque  série 

Co  ^  o,  et  à  chaque  couple  (jjl,  v)  de  la  suite  i ,  2,  3,  ...  correspond 
un  seul  couple  de  polynômes  premiers  entre  eux,  Pjj.^v(^)j  Q{i,v(-^) 
tels  que  P^^  ,,(0)  =  Cq,  Qjx,v(o)=i,  et  qu'il  existe  une  |)uis- 
sance  a?'-,  X  ==  o,  i ,  2,  3,  ...  pour  laquelle  x^^^_^^,{x')  soit  au  plus 
du  v"""*^  degré,  x^Çl^^^i^x)  du  jjl''"""' degré,  tandis  qu'en  même  temps 
dans  la  série  formelle  .Z'^  ['J?(.r)Q(ji.^v(-Z')  —  P(a,v(-^)]  les  puissances 
de  j?  jusqu'à  la  (li.  +  v)''""''  inclusivement,  disparaissent.  On  cons- 
truit une  table  à  double  entrée  dont  les  lignes  et  les  colonnes  sont 
numérotées  o,  i,  2,  3,  ...  La  case  [[jl,  v]  sera  dans  la  ligne  [jl  et  la 

colonne  v.  Dans  cette  case  [u,  vl  est  inscrite  la  fraction  ,^'^' , — -- 

^  .  .       .  U  J  Qix.vCa:-) 

On  obtient  ainsi  les  Tables  de  Padé. 

Dans  la  Table  de  Padé  correspondant  à  la  série  ^i'(^),  les  cases 
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P  (  r^ 

dans  lesquelles  est  la  même  fraclion  irréduclible  r-7 — rformeni un 

_  Q(a7) 

carré;  si  P{x)  est  du  /?'^"'^  degré,  Q(.r)  du  ^'^""^  degré,  et  si  la 
série  $.Q  —  P  commence  par  la  puissance  de  x,  xP'^f'^'"^^  on 
doit  avoir  r^ 0,  et  le  carré  contient  (r  +  i)-  cases, 

[q  +  ri,  p-}-r,),         (/•],  ,0=  o,  I,  ...,/•)■ 

Ici,  /•  peut  être  infini,  ce  qui  signifie  alors  que  ^l'Q  —  P  est  identi- 
quement nul. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fraclion  J''"      { 

de  la  case  [7,/?]  soit  normale  (c'est-à-diie  ne  se  représente  plus 
dans  aucune  case)  est  que  \^q^p{x),  Q,q^p{x)  soient  respectivement 
de  degrés  p  el  q  el  que  ^S .Qç^p(x)  —  P^^p  commence  par  un 
terme  en  xP'^f'^'.  Posons 


Any  — 


Cv 

Cv  +  1 


-V+[J, 


Cv-1 
Cv 


•v+[j.— 1 


Cv  — [J,+  l 


[^,  V  =  o,   I,  2,    ...         ^ 

Cj  =  o,  pour  y  <  o 


La  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  dans  la  Table  de 
Padé  correspondante  la  série  (-S{x)  =  Cq  -{-  CiX  +  c.yX-  -\-  .. .  la 
case  [ij-,  vj  soit  normale,  est  que  les  quatre  détern)inanls  Aj^^y» 
AjA-i,  v+i,  A(j,_)^vî  A[j.^v4-i   soient  différents  de  zéro. 

Une  série  est  dite  normale  quand  toutes  les  fractions  de  la  table 
sont  normales,  donc  toutes  différentes.  Alors  la  Table  de  Padé  est 
dite  normale.  Il  faut,  pour  cela,  que  tous  les  déterminants  A|jiv 
soient  différents  de  zéro. 

24.   Lorsque,  dans  la  Table  de  Padé  correspondant  à  une  série 

^S(x)  =  Co-t-  CiX  ■+-  C-yX^-h.  .  .  , 

parmi  les  fractions  de  la  suite  des  cases 

[o,  a],      [o,  a-H-iJ,      (,,j-t.  ij,      [i,T+-2j, 
[2,(T-i-2j,     [2,a-^3],     [3,cr  +  3|,     ..., 

deux  fractions  consécutives  ne  sont   jamais   identiques,  elles  «ont 
toutes  dillérenles;  on  a  ainsi  les  réduites  de  la  fraction  continue 

r-.  ,.r'T-+-'  I  ai.r  \  a^x  \ 


.-4-  r^./T-h 


I' 


h 


h 
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où  les  «(j.  soiiL  des  constantes  dont  on  donne  l'expression.  Si  7^0, 
on  a  la  fraction  continne  correspondant  à  la  série. 
Si,  parmi  les  fractions  de  la  suite  de  cases 

[0,7],     [i,T  +  .],     [•i,a-^'2],     [3,a  +  3],      ..., 

deux  fractions  consécutives  ne  sont  jamais  identiques,  elles  sont 
toutes  dinrérenlcs  les  unes  des  autres,  et  ce  sont  les  réduites  de  la 
fraction  continue 


Co  -f-  C]  .r  -I-  .  .  .  -\-  Cn-TC^  -t- 


/..r  I  I  -t-  /a.r  |  i  -!-  h-i^ 


OÙ  les  Ap.  et  L^  sont  des  constantes  dont  on  donne  l'expression. 

Réciproquement,  à  chacune  des  fractions  continues  de  la  forme 
précédente  correspond  une  seule  série  ^ï{x)  donnant  lieu  à  la 
proposition  qui  vient  d'être  mentionnée. 

25.  Relativement  à  la  convergence,  on  sait  peu  de  chose.  Voici, 
cependant,  une  importante  proposition  :  la  fonction  F (.2:)  étant 
convergente  dans  le  cercle  |^|^R,  abstraction  faite  de  [o.  pôles 
simples,  a,,  ...,  aj^,  intérieurs  au  cercle,  mais  dont  aucun  n'est 
situé  à  l'origine,  développons  F(:r)  dans  le  domaine  de  l'origine 
par  la  série  de  Taylor;  construisons  la  Table  de  Padé  correspon- 
dante :  les  fractions  de  la  ( pi  +  i )'''"''  ligne  convergent, pour  |a7l<]R, 
vers  F(a;);  elles  convergent  uniformément  vers  F(x)  pour 

l.rllR  — £,         |.r  — ayl^c-         (y  =  i , '2,  .  . . ,  ;^), 

£  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  que  Ton  voudra  (de  Mon- 
lessus  de  Ballore). 

Si  F(.r)  est  une  fonction  méromorphe  avec  un  nombre  infini 
de  pôles,  ai,  ao,  as,  ....  et  soit 

o<  1 7.1 1<  la,  KhsK..., 

si  l'on  construit  la  Table  de  Padé  pour  la  série  dont  la  somme  est 
égale  à  F(.r)  dans  le  domaine  de  l'origine,  en  général,  la  [j.''='"Migne 
des  fractions  de  la  Table  pour  |  -p  |  <  |  otjjil  converge  vers  F  (.r),  en 
ne  supposant  pas  x  en  l'un  des  pôles,  et  diverge  pour  ]  ^  j  >  |  «(x  | 
(de  Montessus  de  Ballore). 

26.  La  fraction  continue  illimitée 


286  PREMIÈRE  PARTIE, 

dont  les  éléments  ont  la  forme 

a,^=  ao  + ai  V -+-...+ a/,  vP         (a,,  ^o), 

est  divergente  pour/?^2<7+  2;  elle  n'est  même  pas  convergente 
dans  le  sens  étendu.  Elle  est,  au  contraire,  convergente,  au  moins 
dans  le  sens  étendu,  dans  l'un  des  trois  cas  suivants  :  1°  quand  on 

a  p <C2q  ;  2"  quand  p  =  icj  el  que  les  nombres  '  ^      , — -  n  appar- 

Vq 

tiennent  pas  à  l'axe  des  quantités  réelles  négatives,  y  compris  zéro; 
3"  quand  p^^iq-\-\  ou  p=.iq-\-i^  qu'en  même  temps  on 
a  ap  >  o  et  que  tous  les  autres  ay,  ^y  sont  réels.  Dans  les  trois 
cas,  la  fraction  continue  est  convergente  si  l'on  supprime  au  début 
un  nombre  suffisant  de  quotients  incomplets,  et  elle  est  même 
alors  convergenle  au  sens  restreint. 

De  telles  fractions  continues  ont  des  rapports  étroits  avec  cer- 
taines équations  différentielles  linéaires.  C'est  en  partant  de  ce 
point  de  vue  que  l'Auteur  trouve  la  valeur  de  la   fiactiou  continue 

a  -\-  b\  rt-4-261  a-T-36| 

I  c -i- a  \c-\-id  |c-T-3a 

Il  donne  ensuite  la  valeur  de  la  fraction 

a-^  b  -\-  c\  rt -4-26  +  4^1  rt-l-36-l-3-c| 


d 


d  -\-  ne  \  d  -\-  "ie 


Quand  tous  les  numérateurs   partiels   sont    dillérents   de   zéro, 
qu'on  a 

ec  5z£  o,         e--f-4c  =  o,         ^b-{-ide — 6^  =  0, 

la  valeur  est  -^,  :;  étant  celle  des  racines  de  l'équation 

cz"^  —  bz  -r-  n  =z  o 

dont  la  partie  léelle  est  la  |)lus  grantlc.  Si  les  parties  réelles  des 
deux  racines  sont  égales,  la  fraction  continue  n'est  convergente 
(jue  si   Técpiation   a  une   racine  double  et  la  valeur  de  la  fraction 

continue  est  toujours  -z.    Dans    tous    les   autres   cas,  la  fraction 

continue  est  divergenle;  elle  n'est  même  pas  convergente  dans  le 
sens  étendu. 
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Mentionnons  encore  la  méthode  de  Gesaro  pour  nionircr  les 
rapports  de  certaines  fractions  continues  avec  les  équations  diffé- 
rentielles. La  formule  de   Pinclierle  se  rapporte  au   même  sujet. 

R.  Le  Vavasseur. 
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théorie,  l^irtant  d'une  notion  nouvelle,  celle  de  fonclion  de  lignes, 
il  a  été  le  premier  amené  à  considérer  une  catégorie  importante  de 
ces  équations;  une  autie  devait  peu  de  temps  après  être  résolue 
par  M.  Fredholm.  Dans  ses  leçons,  professées  à  Rome  en  1910, 
M.  Volterra  a  exposé  ses  travaux  et  ceux  du  savant  suédois  sur 
les  équations  intégrales,  et  commencé  l'exposé  de  ses  tiavaux  plus 
récents  sur  les  équations  intégro-difïerentielles.  Ce  sont  ces  leçons, 
rédigées  en  français  par  MM.  Tomasselti  et  Zarlatti,  qu'il  pré- 
sente aujourd'hui  au  public  ;  quelques  modifications,  et  notamment 
quelques  suppressions  portant  sur  des  questions  qui  seront  traitées 
dans  un  autre  Volume,  ont  été  faites  aux  leçons  de  Rome.  Celte 
rédaction,  claire  et  précise,  fait  connaître  les  idées  fondamentales 
qui  ont  guidé  le  savant  professeur  dans  ses  recherches,  et  montre  la 
helle  unité  de  sonœuvre.  Seule  unerédaction  faited  après  ses  leçons 
pouvait  présenter  ainsi  au  lecteur  la  pensée  même  de  M.  Volterra. 
D'autres  Ouvrages  didactiques  ont  paru  sur  la  même  question  ; 
aucun  sans  doute  ne  peut  donner  une  connaissance  plus  profonde 
des  points  essentiels  de  la  théorie  ni  des"  aperçus  plus  vastes  sur 
ses  applications. 

Le  point  de  départ  des  recherches  de  ^J.  Volterra,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  a  été  la  notion  de  fondions  de  lip:ncs^  ou,  ce 
(pii  revient  au  même,  en  se  plaçant  au  |)oint  de  vue  j)urement 
analytique,   de  fonctions  dépendant  de   toutes  les   valeurs  d'une 

liuU.  des  Sciences  niathéni.,  1°  série,  l.  .WXVII.  (Octobre  igiS.)  19 
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autre  fonction.   C'est  à   ces  fonctions   qu'est  consacré  le  premier 
Chapitre  de  ses  Leçons. 

De  nombreux  exemples  de  pareilles  quantités  avaient  été  depuis 
longtemps  rencontrés  en  Analyse.  Jamais  avant  M.  Volterra  on 
n'avait  étudié  systématiquement  la  dépendance  entre  ces  quantités 
et  la  fonction  dont  elles  dépendent.  Le  savant  professeur  a  été 
guidé  dans  ses  recherches  par  l'analogie  entre  ces  fonctions  et  les 
fonctions  d'un  grand  nombre  de  variables.  La  variation  première 
d'une  fonction  de  n  variables  s'écrit 


^/=2 


df  ^ 


W  est  naturel  de  penser,  si  une  quantité  F|[cp(x)]|  dépend  de 
touies  les  valeurs  que  prend  cp  (:r)  quand  x  varie  de  a  à  6,  que  sa 
variation  première  peut  être  représentée  par  la  formule 

8F|[cp(.r)]|=    r    Y' \{o{x),W\o ':,{%)  d\, 

F'  étant  la  dérivée  de  la  fonction  F.  Ce  résultat  doit  d'ailleurs  être 
démontré,  et  pour  cela  M.  Volterra  a  dû  faire  certaines  hypo- 
thèses. Si,  en  certains  points  exceptionnels^  ces  hypothèses  ne 
sont  pas  vérifiées,  oF  sera  en  général  la  somme  d'une  intégrale  et 
de  termes  dépendant  des  valeurs  de  '~o{x)  et  de  ses  dérivées  en  ces 
points  exceptionnels. 

M.  Volterra  définit  de  même  les  dérivées  des  divers  oidres  et 
obtient  une  formule  qui  généralise  celle  de  Taylor. 

Cette  notion  introduite,  on  peut  raisonner  sur  les  fonctions 
comme  auparavant  on  raisonnait  sur  les  nombres,  et  considérer 
des  équations  fonctionnelles  qui  généralisent  les  écpintions  numé- 
ritpies.  On  sait  que  la  résolution  d'une  équation  nuniéri(|ue  se 
ramène  le  plus  souvent  à  l'inversion  d'une  série  de  Taylor.  Si,  au 
lieu  de  deux  nombres  liés  l'un  à  l'autre,  on  considère  deux 
fonctions  C3(.r)  blu[x)  liées  l'une  à  l'autre,  et  (pi'oii  suppose  'o{:r) 
exprimé  en  fonction  de  ii(x),  sous  forme  d'une  série  analogue  à 
celle  de  Taylor,  la  détermination  de  u (x)  a|)p;iiiiît  comme  ana- 
logue au  probirnic  de  linversion  d'une  fonction  transcendante. 
Ce  dernier  se  ramène  à  l'inversion  de  fonctions  linéaires.  De  même 
la  détermination  de  u(x)  connaissant  Zi(^x)  se  ramène  souvent  à 
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rinversion  d'intégrales  définies  linéaires;  c'est  à  l'étude  de  ce 
dernier  problème,  qui  apparaît  ainsi  comme  fondamental,  que 
sont  consacrés  presque  entièrement  les  Chapitres  IletIJI  du  Livre 
de  M.  Vol  terra. 

Ce  problème  avait  été  résolu  dans  des  cas  particuliers  inté- 
ressants par  Abel  et  Liouville.  M.  Volterra  a  obtenu  un  résultat 
beaucoup  plus  général  en  résolvant  l'équation 


(1) 


^ix)  =  u(x)-h  I      K(x,'OuCz)dl 


qu'on  appelle  actuellement  équation  de  Volterra  de  deuxième 
espèce.  De  même  (pi'une  fonction  dépendant  d'une  autre  fonction 
peut  être  considérée  comme  le  cas  limite  d'une  fonction  dépendant 
d'un  nombre  fini  de  variables,  de  même  l'équation  (1)  peut  être 
considérée  comme  la  limite  d'un  système  d'équations  algébriques 
linéaires.  C'est  par  cette  méthode  que  M.  Volterra  obtient  la 
solution  de  l'équation  (i),  qu'il  justifie  ensuite  par  une  étude 
directe.  Il  montre  aussi  que  cette  solution  peut  aisément  être 
obtenue  par  des  approximations  successives,  ou  bien  par  l'intro- 
duction d'un  paramètre  )>  qui  jnultiplie  l'intégrale,  et  en  cherchant 
à  représenter  u{x)  par  une  série  de  puissances  de  A;  les  séries 
obtenues  sont  toujours  convergentes,  si  la  fonction  K(.r,j-)  est  finie. 
Celte  solution  est  de  la  forme 

et  est  unique.  ]n\erscment,  la  formule  (1)  résout  la  formule  (2), 
considérée  comme  équation  en2)(ic).  Q^Q^\.\(t principe  d' imersion. 
K(.r,  ;)  est  le  noyau  de  Téqualion  (1)  et  S(.r,  ç)  en  est  le  noyau 
résohant.  Les  formules  qui  permettent  d'exprimer  S  connais- 
sant Ksont  les  mêmes  que  les  formules  qui  permettent  d'exprimer  K 
connaissant  S.  Ces  deux  fonctions  sont  liées  par  les  relations 
remarquables 

(3)  \i(a:^'r)^<è(x,l)  =  -  f    ?>(x,z)K{z,\)dz, 

=  -  [     K(x,z)  S(z,l)dz, 
qui  constituent  ie  principe  de  réciprocité. 
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\J équation  de  Vollerra  de  première  e,9/?èce  est  l'équation. 

(4)  cp(^)=  f    K(^,  i)u{i)dl 

Elle  se  ramène  à  l'équation  (i)  et  admet  une  solution  unique 
si  R(^,  x)  ^  o.  Le  cas  où  K(jc,  x)  ^  o  peut  être  résolu  dans  des 
cas  qui  out  été  indiqués  par  M.  Volterra.  Dans  ses  leçons  il 
indique,  pour  la  démonstration  de  ses  théorèmes  sur  ce  sujet, 
une  méthode  très  ingénieuse  due  à  M.  Lalesco,  qui  les  a  déduits 
des  théorèmes  de  Fuchs  sur  les  équations  différentielles  linéaires. 

Le  cas  où  le  noj^au  est  fonction  de  ^  —  ç,  et  certains  cas  où  le 
noyau  devient  infini,  font  l'objet  d'une  étude  spéciale.  Le  même 
Chapitre  contient  aussi  l'étude  de  systèmes  d'équations  de  Vollerra, 
des  équations  où  figurent  des  intégrales  multiples,  et  de  plusieurs 
autres  types  d'équations  généralisant  les  équations  (i)  et  (4)-  Nous 
ne  pouvons  malheureusement  pas,  dans  les  limites  de  ce  compte 
rendu,  donner  une  idée  de  toutes  ces  questions. 

Le  second  des  Chapitres  consacrés  aux  équations  intégrales  a 
pour  objet  principal  l'élude  de  Véquation  de  Fredliobn.  Celte 
équation  s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  la  limite 
d'intégration  x  par  la  valeur  constante  i.  La  solution  de  cette 
équation  est  donnée  en  général  par  une  formide  analogue  à  la  for- 
mule (a),  et  le  noyau  résolvant  S(^,^)  vérifie  une  formule  ana- 
logue à  la  formule  (3);  seulement  les  limites  des  intervalles  d'inté- 
gration sont  toujours  o  et  i. 

Il  y  a  une  difierence  importante  entre  cette  solution  et  celle  de 
ré(|ualion  de  Volterra.  Pour  celle-ci,  le  noyau  résolvant  est  défini 
comme  somme  d'une  série  toujours  convergente.  Pour  l'équation 
de  Fredholm,  le  noyau  est  le  quotient  de  deux  séries.  Le  dénomi- 
nateur est  appelé  déterminant  de  l'équation  intégrale.  Il  peut 
s'annuler,  et  alors  l'expression  de  la  solution,  par  une  formule 
analogue  à  la  formule  (2),  ne  s'applique  plus. 

Dans  ce  cas,  les  circonstances  cpii  se  présentent  sont  analogues 
à  celles  qu'on  rencontre  dans  l'étude  des  systèmes  d'écpiations 
algébri(pies  et  linéaires.  Un  certain  nombre  de  conditions  sont 
imposées  à  la  (onction  '^[x)  pour  que  l'équation  intégrale  admette 
une  sululion  (ce  nombre  dé|)<ii(lant  du  noyau,  cl  étant  loiijouis 
fini),  cl  si  ces  conditions  sont  véiifices,  l'étpiiilion  mt<''gi;dc  ;i(lmct 
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une  infinité  (Je  solutions  dépendant  du  même  nombre  de  para- 
mètres. 

Après  avoir  exposé  ces  résultats  par  la  méthode  synthétique 
qu'avait  adoptée  M.  Fredholm  dans  son  Mémoire,  M.  Volterra 
montre  que  cette  solution  peut  être  obtenue  en  considérant 
l'équation  intégiale  comme  cas  limite  d'un  système  d'équations 
algébriques  linéaires.  C'est  la  conception  qui  l'avait  conduit  à  la 
solution  de  l'équation  (1),  et  qui  conduit  aussi  à  la  solution  de 
l'équation  de  Fredholm.  Mais  la  difierence  essentielle  entre  les 
deux  cas  est  que,  dans  le  cas  de  l'équation  de  Fredholm,  il  faut 
calculer  deux  déterminants,  le  numérateur  et  le  dénominateur  ; 
dans  le  cas  de  l'équation  de  Volterra,  le  dénominateur  est  égal  à 
l'unité.  Cela  explique  la  difierence  essentielle  entre  les  solutions 
des  deux  équations. 

Il  en  résulte  une  difierence  importante  dans  l'application  de  la 
méthode  d'approximations  successives  signalée  plus  haut.  Dans  le 
cas  de  l'équation  de  Fredholm  la  solution  est  une  fonction  méro- 
raorplie  du  paramètre  )..  Par  suite,  la  série  de  ïajlor  qui  conduit 
à  la  solution  a  un  rayon  de  convergence  fini  ;  on  n'obtient  donc 
directement  la  solution  que  dans  le  cas  où  X  est  assez  petit. 

Nous  trouvons  ensuite  l'étude  des  systèmes  d'équations  de 
Fredholm,  du  cas  des  intégrales  multiples  et  du  cas  où  le  noyau 
devient  infini. 

Passant  aux  applications  des  équations  intégrales,  M.  Volterra 
traite  d'abord  la  plus  célèbre,  qui  est  la  résolution  du  problème 
de  Dirichlet  par  la  méthode  de  Fredholm.  Cette  luélhode  consiste 
à  représenter  la  solution  par  un  potentiel  de  double  couche.  La 
densité  de  ce  potentiel  est  définie  par  une  équation  de  Fredholm, 
dont  le  déterminant  n'est  pas  nul. 

D'autres  applications,  relatives  aux  équations  des  vibrations  des 
cordes  et  des  membranes  élastiques,  et  à  celle  des  oscillations  des 
liquides,  montrent  mieux  encore  la  facilité  avec  laquelle  les  équa- 
tions intégrales  conduisent  à  la  solution  des  problèmes  de  physique. 
J^a  jnemière  de  ces  équations  est  traitée  successivement  par  un 
procédé  difierentiel  et  par  un  procédé  intégral.  La  com[)araison 
qu'on  en  lire  est  très  suggestive;  elle  montre  bien  que,  comme  Ta 
dit  M.  Hadamard,  «  l'intégration,  et  non  plus  la  difierentiation, 
a|)paraît  comme  l'élément   simple,   comme  l'outil   le  plus    usuel, 
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parce  que  le  plus  puissanL  et  le  plus  maniable,  du  calcul  intinilé- 
simal  ». 

Le  dernier  Chapitre  commence  par  quelques  résultats  concer- 
nant les  équations  intégro-dîfférentielles.  Ce  sont  des  équations 
analogues  aux  équations  intégrales,  mais  dans  lesquelles  la  fonction 
inconnue  figure  en  outre  par  ses  dérivées.  Ces  équations  se  pré- 
sentent dans  l'étude  des  phénomènes  physiques,  si  l'on  tient 
compte  de  l'influence,  non  seulement  des  phénomènes  immédia- 
tement antérieurs,  mais  encore  de  tous  ceux  qui  l'ont  précédé  ; 
M.  Picard  dit  dans  ce  cas  que  le  phénomène  est  de  nalure  hérédi- 
taire. Tandis  que  les  autres  problèmes  de  physique  conduisent  en 
général  à  des  équations  difl'érentielles  ou  aux  dérivées  partielles, 
ces  phénomènes  conduisent  à  des  équations  intégro-différentielles. 

Le  premier  exemple  traité  est  celui  de  la  torsion  élastique  héré- 
ditaire, qui,  dans  le  cas  dynamique,  conduit  à  une  équation  intégro- 
différentielle.  Celte  équation  se  ramène  à  une  équation  intégrale 
de  Vol  terra. 

Des  circonstances  essentiellement  difl'érentes  se  présentent  dans 
le  cas  de  fonctions  de  plusieurs  variables,  lorsque  des  dérivées  par 
rapport  à  d'autres  variables  que  la  variable  d'intégration  figurent 
dans  l'équation,  u  {x^y^  z,  t)  étant  une  fonction  de  quatre  variables, 
que  nous  désignerons  pour  simplifier  l'écriture  [)ar  «(/),  M.\  olterra 
étudie  l'équation 

qui  est  le  type  des  équations  intcgro-dill'éientielles  cUipliques 
comme  l'équation  de  Laplaceestle  type  des  équations  aux  dérivées 
partielles  elliptiques.  L'étude  de  cette  équation  conduit  à  des  cir- 
constances analogues  à  celles  que  l'on  connaît  pour  les  équations 
aux  dérivées  partielles  du  type  elliptique.  Une  solution  régulière 
est  ih'finie,  dans  un  domaine  S,  si  Ton  connaît,  pour  toutes 
valeurs  de  ^,  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  la  frontière  île  S.  On 
obtient  une  formule  analogue  à  celle  de  Green,  à  condition  île 
calculer  une  intégrale  fondamentale  de  l'équation  adjointe.  Ce 
calcul  est  indi(pié  à  la  (in  du  (jliapitn*  dans  un  cas  particuliir 
comme  application  de  la  lli(''orie  (hrs  (onctions  pcnmitabh's. 
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Deux  fonctions  finies  et  continues,  Vi(x,y)  et  F-2{.r,y)  sonl 
d\les  pernu/ tables,  si  l'on  a 

L'opération  précédente  est  appelée  composition. 

Comme  exemple  de  fondions  permutal)lcs,  M.  Volterra  forme 
tontes  les  fonctions  pennutables  avec  l'unité.  Ces  fonctions  sont 
les  fonctions  de  j'  —  x.  Elles  constituent  le  groupe  du  cycle 
fermé.  Cette  expression  indique  que,  dans  l'étude  de  la  torsion 
élastique  hérédilaite,  si  le  coefficient  d'hérédité  est  fonction  de  la 
différence  t  —  t,  la  torsion  varie  périodiquement  quand  le  couple 
de  torsion  varie  périodiquement.  Donc,  si  l'on  représente  par  une 
courbe  plane  la  relation  entre  la  torsion  et  le  couple,  le  point 
représentatif  décrit  périodiquement  un  cjcle  fermé. 

L'opération  de  composition  peut  être  considérée  comme  ana- 
logue à  la  multiplication.  La  composition  peut  être  représentée 
parle  même  symbole  que  la  multiplication.  Si,  avec  cette  notation, 
on  fait  des  calculs  comme  s'il  s'agissait  de  produits  ordinaires,  les 
opérations  effectuées  seront  toujours  légitimes,  si  les  fonctions  sur 
lesquelles  on  opère  sont  permutables.  Considérons  une  équation 
numérique  transcendante  et  la  formule  qui  en  donne  la  solution 
sous  forme  de  série  de  puissances.  Avec  la  notation  considérée, 
les  mêmes  formules  représenlent  une  équation  intégrale  transcen- 
dante et  sa  solution.  De  même,  à  une  équation  diflerentielle  et  à 
une  série  de  puissances  vérifiant  formellement  cette  équation,  on 
peut  faire  correspondre,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  une 
équation  intégro-dilférentielle  et  une  formule  qui  en  donne  une 
solution. 

On  voit  combien  remarquable  est  cette  théorie,  qui  permet 
d'obtenir  la  résolution  d'une  classe  très  étendue  d'équations  inté- 
grales et  intégro-différentielles.  Il  faut  remar(juer  qu'il  ne  s'agit 
pas  seulement  d'une  solution  formelle,  comme  on  pourrait  être 
tenté  de  le  croire.  En  effet,  à  une  série  de  puissances  ayant  un 
rayon  de  convergence  fini  correspond,  par  le  procédé  qui  vient 
d'être  indiqué,  une  série  dont  la  convergence  est  comparable  à 
celle  de  la  série  qui  représente  e^.  On  peut  donc  dire  que  les  séries 
considérées  sont  toujours  convergentes. 
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Telles  sont  les  principales  questions  traitées  dans  ces  Leçons. 
On  voit  qu'elles  sont  l'exposé  d'un  Chapitre  tout  nouveau  de 
l'Analyse,  dans  lequel  les  résultats  obtenus,  à  l'exception  des 
théorèmes  fondamentaux  de  Fredholm,  sont  tous  dus  à  M.  Volterra. 
L'importance  de  ces  résultats  en  vue  des  applications  ne  peut 
échapper  au  lecteur,  et  l'élégance  des  raisonnements  met  la 
théorie  des  équations  intégrales  et  intégro-différentielles  et  celle 
des  fonctions  permutables  au  niveau  des  plus  belles  théories  de 
l'A-nalyse  classique.  Il  serait  plus  exact  de  dire  qu'elles  sont  dès 
maintenant  classiques.  Aussi  n'est-il  pas  utile  d'insister  plus  lon- 
guement sur  l'importance  de  résultats  que  la  plupart  des  lecteurs 
connaissent  déjà. 

Paul   Lévy. 


PIGART  (Luc).  —  Calcul  des  orbitks  et  des  épiiémérides  {Encyclopédie 
scientifique  du  D"^  Toulouse.  Bibliothèque  d'Astronomie  et  de  Phy- 
sique céleste.  Directeur  :  J.  .Mascart).  i  vol.  in-12,  iv-3o6  pages,  avec 
■23  figures  dans  le  texte.  Paris,  O.  Doin  et  Fils,  igiS. 

M.  Picart,  en  écrivant  ce  Livre  que  lira  d'abord  tout  astronome 
débutant,  a  eu  plutôt  que  le  souci  d'être  complet,  celui  d'être  clair 
et  bref.  Il  s'est  efforcé  d'employer  dans  tout  le  cours  du  Livre  les 
mêmes  notations  et  les  a  choisies  aussi  rapprochées  que  possible 
de  celles  du  Traité  de  M.  Bauschinger  (^Die  Bahnbestimmun g 
der  Rimmels  Kovper;  Leipzig,  Engelmann,  in-4",  1906),  qu'il 
regarde  comme  l  Ouvrage  le  plus  propre  à  guider  le  calculateur,  et 
que  complètent  bien  utilement  les  Tables  du  même  auteur  (7'<7/e//i 
ziir  theoretlschen  Astronomie.  Leipzig,  Engelmann,  1901).  Bien 
que  la  solution  des  divers  problèmes,  dont  l'ensemble  constitue  le 
calcul  des  orbites  et  des  éphéméiides,  soit  surtout  algébrique, 
M.  Picart  n'a  pas  craint  d'employer  fré(pienimenl  des  considé- 
rations géométriques. 

Le  point  de  départ  est  la  loi  de  Newton.  Le  Clia|)itre  I  donne 
la  solution  du  problème  des  deux  corps;  les  formules  relalives 
aux  trois  sortes  d'orbites,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  y  sont 
développées;  l'auleur  donne,  d'après  Gauss,  la  valeur  de  la  con- 
stante /  et  celle  de  son  logarilhme;  il  montre  con)menl  on  la  rend 
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égale  à  l'unité  en  changeant  l'unité  de  temps.  M.  Picart  donne 
divers  procédés  numériques  ou  graphiques  pour  résoudre  1  équa- 
tion de  Kepler;  il  traite  aussi,  d'après  Gauss,  le  cas  d'une  orhile 
voisine  delà  parabole,  distinguant  le  cas  où  l'excentricité  est  moindre 
que  un,  et  celui  où  elle  est  supérieure  à  un.  Le  Chapitre  I  se  ter- 
mine par  la  définition  des  éléments  d'une  orbite  et  les  formules 
pour  le  calcul  d'une  éphéméride  :  M.  Picart  y  donne  ce  qui  con- 
cerne la  date  de  l'opposition  et  la  grandeur  de  la  planète,  et  aussi 
les  corrections  de  précession  et  de  mutation,  de  parallaxe,  d  aber- 
ration. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  au  problème  inverse  :  calcul  des 
éléments  à  l'aide  de  données  héliocentriques.  La  solution  du  pre- 
mier problème,  où  l'on  donne  à  un  instant  donné  la  position  et  la 
vitesse  de  l'astre,  conduit  aux  intégrales  dites  de  Laplace;  l'auteur 
donne  aussi  une  élégante  solution  géométrique  d'après  M.  Darboux. 
Il  traite,  d'après  Gauss,  pour  les  trois  courbes,  de  deux  manières 
pour  l'ellipse,  le  cas  où  l'on  donne  deux  positions  héliocentriques 
et  leurs  dates.  Le  Chapitre  se  termine  par  les  théorèmes  d'Eulerel 
de  Lambert. 

La  détermination  d'une  orbite  d'après  les  observations  est 
l'objet  du  Chapitre  III.  M.  Picart  expose  d'abord  la  méthode  de 
Laplace;  il  parvient,  pour  trouver  les  distances  de  l'astre  au  Soleil 
et  à  la  Terre,  à  deux  équations 


(   I  ~  )  '  A-  =  I  —  IZ  COS  il  -^  Z-, 


dont  la  résolution  est  bien  facilitée  par  des  Tables  donnant  —  en 

'  m 

fonction  de  z  et  à  et  publiées  dans  l'Ouvrage  d'Oppolzer  [Lehr- 
buch  der  Bahnbeslimmungen  der  Conieten  und  Planeten)  et 
avec  plus  d'étendue  dans  celui  de  Klinkerfues-Buckholz.  ^I.  Picart 
discute  géométriquement  le  problème  qui  donne  zéro,  une  ou  deux 
solutions;  il  rappelle  d'autres  discussions  géométriques  de 
Miss  Grâce  Young  dans  le  Tome  LVII  des  Monthly  Notices  et 
de  M.  Charlier  au  Volume  LXXI,  page  120,  du  même  Recueil. 

M.  Picart  expose  ensuite  de  la  façon  la  plus  claire  la  méthode 
de  Gauss  :  il  indique  diverses  formes  données  pour  exprimer  les 
rapports  des  aires  des  triangles  qui  ont  pour  sommets  le  Soleil  et 
deux  des  trois  positions  de  la  planète.  11  se  livre  à  une  discussion 
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minulieuse  sur  les  conditions  de  succès  de  la  métliode  et  indique 
une  modification  introduite  par  Encke. 

Le  Chapitre  IV  contient  une  récapitulation  des  formules  et  un 
exemple  numéricjue  relatif  à  une  planète  dont  les  trois  observa- 
tions sont  séparées  par  des  intervalles  de  ii  et  12  jours.  Les  cal- 
culs sont  faits  avec  sept  décimales;  la  vérification  finale  résultant 
de  deux  valeurs  de  l'anomalie  moyenne  de  l'époque  se  fait  à  o",82 
près. 

Après  quoi  M.  Picart,  dans  le  Chapitre  V,  revient  sur  la  méthode 
de  La|)lace  et  expose  en  quelques  pages  des  perfectionnements 
apportés  récemment  à  cette  méthode  par  H.  Poincaré,  Bruns  et 
Leuschner.  Il  se  borne  à  des  indications  sommaires  sur  des 
méthodes  de  Hansen,  de  Tietjen,  de  Gibbs,  de  Fabricius,  de  Vogel 
et  de  Weiss,  dont  un  exposé  se  trouve  dans  le  Traité  de  Baus- 
clîinger.  Il  mentionne  aussi  des  formules  de  Ebert  plus  précises 
que  celles  de  Gauss,  sans  être  beaucoup  |)lus  com])liquées,  et 
celles  de  Paul  Harzer,  assez  exactes  pour  qu'il  soit  inutile  de  faire 
des  approximations  successives.  M.  Picart  expose  le  principe  de  la 
méthode  d'OppoIzer;  il  donne  une  idée  d'une  méthode  de  Cauchy 
analytiquement  très  simple,  mais  insuffisamment  précise.  Le  Cha- 
pitre se  termine  par  le  rappel  d'une  des  méthodes  de  Lagrange, 
reprise  récemment  par  Charlier,  cpii  a  simplifié  et  coordonné  les 
formules  et  donné  un  exemple  numérique,  et  par  M.  Akesson  qui 
a  donné  aux  formules  une  forme  symétrique. 

()uand  l'orbite  du  corps  céleste  est  voisine  de  l'écliptique,  les 
méthodes  de  Gauss  et  de  Laplace  sont  en  défaut;  M.  Luc  Picart 
en  donne  les  raisons  et  il  y  a  lieu  d'utiliser  cpiatre  observations. 
Ileuvoyant  au  Mémoire  de  Y.  Villarceau  [Ann.  de  VObs.  de 
Paris,  t.  III)  pour  la  méthode  de  Laplace,  M.  Picart  o\j)ose  dans 
le  Chapitre  VI  la  modification  apportée  par  M.  Bauschinger  à  la  j 
méthode  de  Gauss.  Ensuite,  il  s'occupe  dos  orbites  paraboliques.  ' 
Apiès  avoir  indiqué  une  formule  donnée  par  lui  (t.  \V1  du 
lUill.  astr.),  |)ermettant  d'obtenir  la  dislance  géoccntriipic  par 
une  (Mpialion  du  premier  degré,  il  expose,  pour  les  oibiles  p.traho- 
liques,  la  méthode  cpii  |)Orte  le  nom  crOlbci-s,  bien  (pie,  (ra|)rès  un 
Article  de  p'abiicius  [r'//i  licili/if^  zitr  Gcsr/iic/ifc  dcr  Conictcfi- 
problenis  [Âst/\  Nachr.,  n"  !2r)ii()],  la  piiorilc-  a|)|)arl  icnne  sans 
conteste   à    Du    Séjour.  M.    Picart    in(lii|ii('  ici,  (domine  en  d'autres 
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occasions,  où  se  Irouvent,  dans  les  Tiailés  d'Oppolzer  ou  dans  le 
Recueil  de  Tables  de  Bauschinoer,  les  Tables  qui  facilitent  certains 
calculs.  Le  (chapitre  se  termine  par  le  calcul  d'une  orbite  circu- 
laire, problème  qui,  d'après  Tisserand,  peut  n'avoir  pas  de  solu- 
tion; M.  Picnrt  reproduit  une  élégante  démonstration  de 
M.  Bourget  à  cet  égard. 

Les  premiers  éléments  déterminés  d'après  trois  observations  ne 
peuvent  être  très  précis,  en  raison  des  erreurs  des  observations  et 
du  court  intervalle  de  temps  compris  entre  elles.  Gauss,  dans  son 
ouvrage  Theoria  motus  corporiim  cœlestium^  a  bien  donné  une 
application  à  l'orbite  de  Gérés  d'après  trois  observations  séparées 
par  des  intervalles  de  i34  jours  et  1^.6  jours;  mais  un  tel  cas  ne  se 
présente  guère  dans  la  pratique  actuelle. 

On  utilise  ces  éléments  insuffisamment  précis  pour  en  obtenir 
de  plus  exacts  de  façon  à  représenter  le  mieux  possible  les  obser- 
vations ultérieures.  A  cet  efl'et,  on  doit  d'abord  corriger  ces 
observations  des  perturbations  causées  par  les  planètes  princi- 
pales, M.  Picart  se  borne  à  cette  indication,  les  méthodes  de 
calcul  des  perturbations  étant  réservées  pour  un  autre  Volume  de 
V Encyclopédie  scientifique.  Il  expose  d'abord  un  algorithme 
connu  sous  le  nom  de  variation  des  distances  géocentriques  ;  à 
celte  occasion,  il  introduit  la  notion  de  lieux  normaux.  Ensuite, 
M.  Picart  donne,  avec  le  détail  nécessaire,  la  métiiode  de  la  varia- 
tion des  éléments;  après  les  formules  concernant  le  cas  général,  il 
établit  celles  qui  sont  applicables  aux  orbites  presque  parabo- 
liques. Il  donne  une  simplification  notable  due  à  Radau  [Bull, 
astr.,  t.  V  et  XXI). 

Le  Ghapitre  VIIF,  consacré  aux  orbites  des  étoiles  doubles, 
clôture  l'Ouvrage.  M.  Picart  laisse  de  côté  les  mesures  faites  au 
spectroscope,  la  question  aj;int  été  traitée  dans  le  Volume  de  cette 
Gollection  intitulé  :  Spectroscopie  astronomique.  Il  montre  qu'il 
n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  de  la  parallaxe  et  de  la  réfraction, 
que  l'influence  de  la  nulation  peut  être  négligée;  mais  il  donne  la 
formule  qui  permet  de  corriger  de  la  précession  les  angles  de 
position  observés  à  des  dates  diverses.  Il  rappelle  l'introduclion 
par  Villarceau  de  linégalité  de  lumière,  ajoutant  que  les  com|)o- 
sanles  des  svstèmes  binaires  ne  se  sont  pas  montrées  assez  éloi- 
gnées [)Our  qu'il  y  ait  lieu  d'en  tenir  compte.  Après  quoi  M.  Picart 
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expose  la  méthode  graphique  de  Zwiers  (iSgS),  la  aiélliode  semi- 
graphique  de  John  Herschel,  puis  la  mélliode  analytique. 

Les  astronomes  français,  et  sans  doule  aussi  nomhre  d'étran- 
gers^ seront  heureux  d'avoir  ce  petit  Volume,  d'une  rédaction  si 
nette  et  si  claire,  dont  la  lecture  ne  demandera,  même  aux  débu- 
tants, qu'un  petit  nombre  de  jours.  Elle  éveillera  chez  nombre 
d'entre  eux  le  désir  de  connaître  tous  les  travaux  concernant  les 
déterminations  d'orbites  et  facilitera  singulièrement  Fétude  des 
Ouvrages  tels  que  ceux  d'Oppolzer,  de  Bauschingcr,  de  Klinkerfues 
et  des  Mémoires  originaux. 

B.  Baillaud. 


ARCHIMEDIS  opéra  omma  commentarus  Eutocu.  Volumen  IT.  Tierum 
edidit  J.-L.  Heiberg.  Bibliotheca  scriptoruni  grœcoruin  et  roniaiio- 
runi  Teubneriana.  i  vol.  in-12,  \vin-J5î  pages.  Lipsi;v>,  in  irdibus 
B.-G.  Teiibneri,  MDGCCCXIII. 

Ce  Volume  rend  complète  la  savante  édition  des  œuvres  d'Archi- 
mède  qu'a  donnée  M.  J.-L.  Heiberg,  et  qu'il  a  accompagnée  d'une 
traduction  latine  minutieuse.  Les  Ouvrages  qu'il  renferme  sont 
les  suivants  : 

Des  lignes  spirales  (Ilspl   âX'//.o)v)  ; 

De  l'équilibre  des  pians  ou  des  centres  de  gravité   (ITcpt  -wv 

L'Arénaire  {Wa\^J.kr^z)\ 

La  quadrature  de  la  parabole  (TcTpxYcv.^jj.c;  zapaScA?;;)  ; 
Des  corps  flottants  (Ilcpl  iyo'j\}.vn,yi) ] 
Le  Sloniachion  (3^-::[xa-/'.ov)  ; 

La  méthode  relative  aux  propositions  m('cani(pies,  dédiée  à 
Kratostliènc    (Ihpl    twv    i;.r,-/a:v'.-/.(x)v    0£(.)p-/;;j.âT(.)v    -pc;    'EpaTCTOivr.v 

Le  problème  des  bœufs  {Y\pôi\r^\).x  ficwv)  ; 
Enfin  des  fragments  divers. 

J'^n  contcnq)lant  ce  petit  Volume,  Al.  ilclbcrg  doit,  je  pense, 
éprouver  quelque  fierté  de  son  (i-uvre  d'érudit  et  de  chercheur. 
Là  se  tiouvont,  (^n  ellet,  <leu\  Oiiviages  d'  \rcliinuMle  dont  (in  lui 
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doit  la  découverte  :  Le  livre  de  la  méthode,  dédié  à  Eratos- 
lliène,  et  le  texte  grec  du  Traité  des  corps  flottants. 

La  trouvaille  du  premier  de  ces  Ouvrages  excita,  chez  tous  ceux 
{|ui  s'intéressent  à  l'histoire  de  la  pensée  mathématique,  un  très  vif 
mouvement  de  curiosité.  On  eut  hàle  de  traduire  en  diverses 
langues  modernes  ce  monument  de  la  science  hellénique.  Nous 
avions  occasion,  il  y  a  peu  de  tem|)s,  de  citer  dans  ce  Bulletin 
quelques-unes  de  ces  traductions. 

Le  manuscrit  qui  avait  fourni  le  Traité  de  la  méthode  à 
M.  Heiherg  lui  réservait  également  le  texte  grec  du  Traité  des 
corps  flottants.  Ce  texte,  en  efTet,  était  inconnu  jusqu'ici.  Du 
principe  qui  a  illustré  le  nom  d'Archimède,  même  auprès  des 
ignorants,  on  ne  possédait  pas  l'énoncé  original. 

Nos  connaissances,  au  sujet  du  Traité  des  corps  flottants, 
reposaient  tout  entières  sur  une  traduction  latine  dont  Nicolô 
Tartaglia  avait  donné,  en  i5^-,  le  premier  Livre.  A  la  mort  de  ce 
mathématicien,  on  trouva  dans  ses  papiers  la  version  du  second 
Livre,  en  sorte  qu'en  i565,  son  ami  Curtius  Trojanus  édita  les 
deux  Livres  à  Venise.  La  même  année,  à  Bologne,  Frédéric  Com- 
mandin  publiait,  de  ces  mêmes  Livres,  un  texte  lalin  qui  n'était 
f|ue  celui  de  Nicolô  ïarlaglia,  rendu  plus  corret  et  plus  élégant. 

Tartaglia  prétendait,  bien  entendu,  qu'il  avait  traduit  du  grec 
les  deux  Livres  du  Traité  d'Archimède;  mais,  comme  en  tant 
daulres  circonstances,  il  mentait  impudemment. 

En  1884,  Valentin  Rose  découvrait  (' )  au  Vatican  une  traduc- 
tion latine  manuscrite  du  traité  :  De  insidentibus  aciuœ.  Cette 
traduction  était  datée  du  10  décembre  1269.  Rose  j  reconnut 
l'œuvre  de  Guillaume  de  Moerbeke,  l'ami  de  saint  Thomas  d'Aquiii 
(jui,  à  la  demande  de  ce  dernier,  a  traduit  le  commentaire  de 
Simplicius  au  Traité  du  C/e/d'Aristole,  V Elementatio  thcologica 
de  Proclus,  et  nombre  d'autres  écrits  grecs.  Divers  détails  |)er- 
mirent  de  s'assurer  que  le  codex  conservé  au  Vatican  était  le 
manuscrit  autographe  de  Guillaume  de  Moerbeke. 

Or  Valentin  Rose  avança  que  Tartaglia  n'avait  aucunement  tra- 
duit du  grec  son  édition  latine  du  Traité  des  corps  flottants;  il 
I  avait  simplement  tirée  de  la  version  de  Guillaume  de  Moerbeke. 

(')  Valentin  Rose,  Deutsclie  Litteraturzeitung,  i884,  p.  2io-2i3. 
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Par  une  étude  détaillée  des  divers  textes,  M.  Heiberg  était  par- 
venu ('),  il  J  a  déjà  longtemps,  à  confirmer  les  conclusions  de 
Valentin  Rose  ;  de  plus,  il  avait  mis  la  main  sur  le  manuscrit  dont 
Tartaglia  avait  fait  usage;  ce  n'était  pas  l'exemplaire  de  la  Biblio- 
thèque vaticane,  mais  un  autre  exemplaire  conservé  à  Madrid. 

En  dernière  analyse,  donc,  tout  ce  que  nous  connaissions  du 
Trailé  des  corps  flottants  se  réduisait  à  la  traduction  de  Guil- 
laume de  Moerbeke. 

Cette  traduction,  il  est  vrai,  vaut  un  texte  grec;  «  interpre- 
tatio  Guilelmi  de  Moerheka,  quœ,  ciiin  codicis  Grœci  instar 

sit »,  dit  M.  Heiberg.  L'ami  de  saint  Thomas  d'Aquin,  en  effet, 

ne  connaissait  pas  le  dangereux  souci  d'élégance  latine  qui  dictait, 
aux  humanistes  de  la  Renaissance,  leurs  versions  harmonieuses, 
mais  trop  souvent  infidèles.  Son  désir  élait  de  rendre,  avec  une 
exactitude  scrupuleuse,  le  texte  qu'il  avait  sous  les  yeux,  dvàt  son 
mot-à-mot  exact  paraître  serviie  et  barbare.  Si  traduire  c'est 
trahir,  jamais  traducteur  ne  fut  moins  traître.  Aussi  son  rude  latin 
laisse-il  souvent  transparaître  les  phrases  grecques  sur  lesquelles 
il  s'est  exactement  appliqué. 

Repasser  d'une  version  de  Guillaume  de  Moerbeke  au  texte  grec 
qui  l'a  engendrée  est  donc  chose  possible.  On  en  a  eu  des  preuves 
curieuses. 

En  i52(),  les  Aides,  les  célèbres  éditeurs  de  A'cnise,  donnèrent 
la  |jremière  édition  grecque  des  commentaires  de  Simplicius  sur 
le  Traité  du  Ciel  d'Aristole.  Gette  édition,  Pejron  Ta  démontré 
plus  tard,  n'avait  nullement  été  faite  d'après  un  manuscrit  grec; 
elle  élait  une  version  greccpie  de  la  version  latine  que  Guillaume 
de  Moerbeke  avait  faite  pour  saint  Thomas  d'Aquin.  Or,  lorsqu'on 
i865,  Karslen  publia,  jjour  la  première  fois,  le  véritable  texte 
grec  de  Simplicius,  on  put  couslalcr  (piil  dilVérait  fort  peu  de 
celui  que  les  Aides  avaient  imj)rimé. 

Ce  (jue  les  Aides  avaient  lait  |toiir  le  coiumentairc  tle  Simpli- 
cius, M.  Heiberg  eut  l'idée  tle  le  faire  pour  le  Traité  des  corjts 
flottants  à  r(''|)oque  où  le  texte  grec  de  ce  traité  était  inconnu.  En 
1884,  il  donna  à  Paris,  dans  les  mélanges  Graux,  une  reconslilu- 


(')  .1.    I>.   IIkibriig,   Neue  Stuclien  ziir  Arcliimedcs  {Zeilscluifl  fiir  Malhe- 
niati/i   mut  l'hysik,  WXIV"'  Julirf;ang,  \^^\).  Sii|)|)léineiil,  p.  i)- 
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lion  de  ce  texle  grec,  et  celle  reconstilution  avail  clé  oblenue  par 
version  de  la  version  de  Guillaume  de  Moerbeke. 

M.  Heiberg,  d'ailleurs,  n'était  pas  le  premier  qui  eûl  tenté  celle 
restitution. 

En  1828,  dans  deux  manuscrits  du  xyi*^  siècle  conservés  à  la 
Bibliothèque  du  Vatican,  Mai  avail  trouvé  le  texle  grec  d'une 
petite  partie  du  traité  llzpl  hyz'j\j.vn,)v  ;  ce  fragment  contenait  seule- 
ment les  énoncés  des  hj|)otbèses  et  des  huit  premières  |)roposilions 
du  premier  Livre  ;  Mai  publia  ce  fragment  comme  une  relique  du 
lexte  authentique  d'Archimède. 

Or  M.  Heiberg  avait  flairé  depuis  longtemps,  dans  le  fragment 
publié  par  Mai,  non  pas  l'œuvre  d'Archimède,  mais  celle  de  quel- 
que humaniste  de  la  Renaissance  qui  avail  remis  en  grec  le  latin 
de  Guillaume  de  Moerbeke.  Qu'il  eut  deviné  juste,  il  en  a  eu  la 
certitude  lorsqu'il  lui  a  été  donné  de  lire  le  texle  authentique 
d'Arcliimède.  Tout  lecteur,  d'ailleurs,  pourra,  sans  peine,  con- 
trôler la  conclusion  de  M.  Heiberg,  car  le  fragment  publié  par 
Mai  est  reproduit  en  tète  du  Livre  que  nous  venons  d'analyser. 

PlEUUE    DuHEM. 


HVHN  (Hans).  Bericht  ûber  die  Théorie  der  linearen  Integrai.glei- 
chu>;gex.  I  vol.  gr.  iii-8°,  5i  pages.  Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubuer, 
1911. 

11  v  a  évidemment  plus  d'une  façon  de  comprendre  la  rédaction 
d'un  Rapport  sur  l'état  actuel  d'une  théorie  mathématique.  On 
peut  chercher  à  démêler  parmi  les  écrits  et  travaux  sur  la  question 
un  petit  noinbie  de  méthodes  et  d'idées  générales;  montrer 
comment  se  raltachenl  à  ces  idées  les  diflerents  auteurs  et  faire, 
s'il  y  a  lieu,  une  crilique  comparée  des  diverses  méthodes  tant 
d'après  les  conséquences  déjà  obtenues  que  d'après  les  résultats 
qu'on  peut  encore  en  espérer.  On  peut,  au  contraire,  se  borner  à 
exposer  les  faits  acquis  dans  un  ordre  à  peu  près  chronologique 
et  s'attacher  à  citer  le  plus  exactement  possible  les  Mémoires  (jui 
s')  rallachent  en  laissant  au  lecteur  le  soin  d'en  faire  la  comjia- 
raison  et  d'en  estimer  l'importance. 

C'est  la  seconde  façon  de  faire  que  M.  Hahn  semble  avoir 
adoptée  pour  son  Piapporl  sur  les  équations  intégrales  linéaires;  ce 
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n'est  peut-être  pas  sans  quelques  inconvénients  pour  cette  théorie 
nouvelle,  où  le  besoin  d'une  bibliographie  complète  se  fait  moins 
sentir  que  celui  d'une  séparation  nette  et  d'une  comparaison 
soignée  des  diverses  méthodes.  Dans  une  première  Partie  on 
trouve  l'exposé  du  langage  à  peu  près  universellement  adopté  à 
l'heure  actuelle  :  équations  de  première  et  de  deuxième  espèce, 
noyaux,  itération,  etc.;  l'itération  conduit,  pour  l'équation  de 
deuxième  espèce,  au  développement  en  série  de  Neumann  ou,  si 
l'on  préfère,  au  nojau  résolvant.  Dans  la  deuxième  Partie,  on 
trouve  la  propriété  fondamentale  de  Fredholm  sur  l'holomorphie 
du  noyau  résolvant  et  les  démonstrations  de  Fredholm  et  de 
MM.  Goursat  et  Lebesgue.  L'étude  des  pôles  de  celte  fonction  et 
des  solutions  de  l'équation  homogène  est  indiquée  succinctement 
surtout  d'après  les  travaux  de  MM.  Goursat  et  Heyvvood.  Enfin 
dans  la  lioisième  Partie  se  trouve  la  théorie  plus  spéciale  des  équa- 
tions à  noyau  symétrique  et  l'exposition  d'une  partie  des  recher- 
ches de  MM.  Hilbert,  Schmidt  et  leurs  élèves.  11  m'a  paru  que  le 
développement  en  série  de  fonctions  principales  n'avait  pas  été 
exposé  avec  toute  l'ampleur  qu'on  aurait  pu  attendre.  Il  est  vrai 
que  le  Rapport  de  M.  Hahn  n'est  pas  terminé  et  qu'un  deuxième 
Volume  est  en  préparation;  il  contiendra  probablement  en  plus 
des  équations  de  première  espèce  une  théorie  plus  développée  des 
é(pialions  et  de  la  méthode  de  M.  Volterra  ('),  ainsi  que  de  la 
belle  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Picard. 

Dans  un  premier  paragraphe  qualifié  historique,  M.  IJahii 
indique  comment  Neumann  et  avant  lui  Abcl  cl  Liouville  avaient 
rencontré  des  équations  intégrales  linéaires  particulières  dans 
certaines  questions  de  mécanique  et  de  j)hysi(]ue  mathématique. 
Il  me  semble  cpi'il  y  a  là  trop  ou  pas  assez  et  que  dans  ce  Rapport 
sur  les  équations  intégrales,  ou  bleu  il  n'était  pas  nécessaire  de 
faire  mention  des  applications,  ou  bien  il  devait  en  être  lait  une 

énumération  plus  complèle. 

A.  Chàtelet. 


(')  Duns  le  premier  Ctiapilre,  l'auleur  indique  l)ieii  que  l'é(|iiiaioi>  de  l'iidlioliii 
comprend  comme  cas  particulier  l'éqnalion  de  M.  Volterra  lic  deuxième  espèce, 
mais  j'imagine  que  ce  n'est  là  qu'une  indication  et  que  M.  Ilalin  se  réserve  de 
revenir  plus  longuement  sur  ce  sujet. 
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MEIIiMKE  (Flci)OLK).  —  Vorlksuxgen  uuku  F*u.\kt-  lm)  Vektoren- 
RECHNUNG.  In  zwei  Baiiden.  Erster  Band  :  Punktrechnun^.  Erster  Teil- 
band,  mit  laiFiguren  inXext.  (B.  G.  Teubners  Saminlung  von  Lehr- 
biichern  aiif  dern  Gebiete  der  matliematischen  Wissenschaften  mit 
Einschluss  ihrer  Anweiidungen.  Band  xxxvii,  1).  i  vol.  gr.  in-8^, 
vn-394  pages.  Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner,  igiS. 

M.  Mehmke  commence  par  ce  Volume  la  publication  des  leçons 
qu'il  professe  depuis  longtemps  sur  le  Calcul  géométrique.  Ces 
leçons  doivent  comprendre  deux  Tom.es  :  le  premier  sera  consacré 
au  Calcul  ponctuel^  le  deuxième  au  Calcul  vectoriel.  Bien  que 
ce  dernier  calcul  soit  un  cas  particulier  du  premier,  M.  Mehmke, 
pour  plus  de  clarté,  a  préféré  en  donner  une  exposition  indé[)en- 
dante. 

Ce  premier  Volume  du  Tome  I  contient  deux  Parties.  Dans 
l'une  de  ces  Parties  sont  exposés  les  principes  du  Calcul  ponctuel, 
exposition  que  l'auteur  se  propose  de  continuer  dans  le  second 
Volume  qui  doit  paraître.  Dans  l'autre  Partie,  M.  Mehmke,  pour 
familiariser  le  lecteur  avec  l'usage  des  méthodes  étudiées,  fait  un 
exposé  de  Géométrie  projective  à  l'aide  du  Calcul  ponctuel.  Cet 
exposé,  qui  occupe  la  plus  grande  partie  du  Volume,  peut  être 
fort  utile,  car  il  contient  toutes  les  notions  de  Géométrie  projective 
qu'il  est  nécessaire  de  connaître. 

L'Ouvrage  de  M.  Mehmke  est  rédigé  de  façon  à  être  aussi  clair 
et  aussi  complet  que  possible  et  de  manière  à  être  étudié  et  con- 
sulté avec  fruit  par  tous  ceux  qui  veulent  se  mettre  au  courant 
des  méthodes  du  Calcul  géométrique.  Ces  leçons  sont  destinées 
aux  étudiants,  mais  elles  seront  intéressantes  même  pour  ceux  qui 
connaissent  déjà  les  questions  qu'elles  traitent,  car  l'emploi  systé- 
matique de  certaines  notions  telles  que  celles  de  substitutions 
linéaires  et  cVinvr/ria/its  projectifs,  a  permis  d'obtenir  pour 
beaucoup  de  démonstrations  une  extrême  simplicité.  Des  notes 
détaillées  permettent,  pour  chacune  des  théories  exposées,  de  se 
reporter  aux  œuvres  des  mathématiciens  auxquels  est  due  leur 
introduction  et  rendent  facile  l'établissement  d'une  concordance 
entre  les  notations  employées  par  les  divers  auteurs.  A  la  fin  de 
l'Ouvrage  sont  rassemblées  un  assez  grand  nombre  d'applications 
géométriques.  Ces  problèmes  sont  classés  par  Chapitres  de  façon  à 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2°  série,  t.  XXXVII.  (Octobre  igiS.)  20 
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pouvoir  être  étudiés  après  le  Chapitre  correspondant  des  leçons. 
Certains  de  ces  problèmes  sont  entièrement  traités  et  apportent 
des  compléments  aux  théories  exposées,  en  même  temps  qu'ils 
servent  de  guide  pour  résoudre  les  problèmes  dont  la  solution 
n'est  pas  indiquée.  Une  Table  alphabétique  des  matières  permet, 
même  si  l'on  n'a  pas  lu  tout  le  Livre,  de  retrouver  facilement  les 
renseignements  dont  on  peut  avoir  besoin.  Il  est  à  souhaiter  que 
le  soin  avec  lequel  sont  rédigées  les  leçons  de  M.  Mehmke  con- 
tribue à  répandre  l'usage  du  Calcul  géométrique.  La  brièveté  et  la 
simplicité  que  ce  Calcul  permet  de  donner  aux  démonstrations 
engageront  sans  doute  des  lecteurs  à  faire  l'efl'ort  réel,  mais  utile, 
qui  est  nécessaire  pour  ac(juérir  le  maniement  de  cet  instrument 
commode  de  recherche  et  d'exposition. 

Voici  un  compte  rendu  sommaire  des  matières  traitées  dans  ce 
premier  Volume. 

Premier  Livre.  Calcul  ponctuel.  —  Première  Partie.  —  Les 
éléments  qui  figurent  dans  les  calculs  géoinctric|ues  sont  :  les 
nombres,  les  points  qui  sou  des  points-masses,  les  vecteurs  glis- 
sants (Stab),  les  cycles  glissants  (Blatt)  ou  j)arallélogrammes 
orientés,  les  parallélépipèdes  orientés  (Block).  Deux  parallélépi- 
pèdes orientés  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  même  volume  et  même 
sens.  Ces  éléments  sont  les  grandeurs  géométriques  d'ordre  res- 
pectif o,  I,  2,  3,  4-  D'une  définition  générale  de  l'égalité  résultent 
les  propriétés  suivantes  qui  achèveront,  ici,  de  préciser  la  nature 
de  ces  éléments  :  Deux  points  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  même 
position  et  même  masse.  Deux  vecteurs  glissants  sont  égaux,  lors- 
qu'ils sont  situés  sur  la  même  droite  et  ont  même  longueur.  Deux 
cycles  glissants  sont  égaux,  lorsqu'ils  sont  situés  dans  le  même 
plan  et  ont  même  surface.  La  tlélinition  de  l'addition  de  ces  divers 
cléments  et  de  leur  multiplication  ])ar  des  nombres  permet  de 
définir  les  vecteurs,  les  bi  et  les  trivecteurs,  ainsi  (pie  la  dépen- 
dance linéaire  de  points,  droites  et  plans. 

La  deuxième  Partie  du  premier  Livre  est  consacrée  à  la  intilli- 
plicalion  extérieure  des  grandeurs  géométriques.  L'application  du 
principe  de  dualité  conduit  à  deux  espèces  de  multiplications  ;  la 
nuiili|)lication  progressive,  où  l'on  oblicnt  l'or(lr(>  du  produit  en 
faisant  la  somme  des  ordres  des  facteurs  cl  la  imilliplic  alioii  rc'grcs- 
sive  où  cette  somme  doit  être  diininuéc  tic  (piaire  unités.  I^a  uiul- 
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liplication  progressive  correspond  à  la  notion  géomclrique  de 
jonction  :  le  produit  d'un  point  et  d'un  vecteur  glissant  est  un 
cycle  gli>sant,  dont  le  plan  est  celui  déterminé  par  le  point  et  le 
vecteur.  La  multiplication  régressive  correspond  à  la  notion 
d'intersection  :  le  produit  d'un  vecîeur  glissant  et  d'un  cycle 
glissant  est  le  point  d'intersection  du  plan  et  de  la  droite  portant 
respectivement  le  cycle  et  le  vecteur. 

Deuxième  Livre.  Géométrie  projective.  —  Première  Partie. — 
Les  figures  fondamentales  du  premier  ordre  sont  :  i'' les  points 
alignés  sur  une  droite  (Punklreilie)  ;  2°  les  faisceaux  de  droites, 
ensemble  de  droites  passant  par  un  point  et  situées  dans  un  plan  ; 
3"  les  faisceaux  de  plans,  ensemble  de  plans  passant  par  une  même 
droite.  De  la  définition  d'une  correspondance  homographique 
entre  deux  figures  fondamentales,  on  est  naturellement  amené  à 
étudier  la  génération  des  coniqvies,  des  surfaces  réglées  du  second 
ordre,  des  courbes  gauches  du  troisième  ordre  et  à  établir  les 
théorèmes  fondamentaux  relatifs  à  ces  figures  géométriques. 

Deuxième  Partie.  —  Les  figures  foîfdamentales  de  deuxième 
ordre  sont  :  1°  le  plan  (Punktfeld),  ensemble  des  points  et  des 
droites  d'un  plan;  2"  la  gerbe  (Bûndel),  ensemble  de  tous  le  plans 
et  de  toutes  les  droites  passant  par  un  point.  L'unique  figure  fon- 
damentale du  troisième  ordre  est  l'espace,  ensemble  de  tous  les 
points,  droites  et  plans.  La  considération  de  figures  fondamen- 
tales en  correspondance  homographique  conduit  l'auteur  à  l'étude 
des  figures  qu'elles  engendrent  par  la  jonction  ou  l'intersection 
d'éléments  correspondants.  On  étudie  ainsi  la  congruence  formée 
par  les  sécantes  doubles  d'une  cubique,  et  la  congruence  corréla- 
tive, les  surfaces  du  deuxième  et  du  troisième  degré,  le  complexe 
linéaire  et  le  complexe  létraédral. 

Troisième  Partie.  —  Considérant  deux  figures  fondamentales 
iiyant  même  support  (point,  droite  ou  i)lan),  l'auteur  traite  les 
questions  suivantes  :  1°  recherche  des  éléments  coïncidents; 
2"  étude  de  la  correspondance  involutive  et  en  particulier  du  sys- 
lènie  polaire  et  du  système  nul.  L'auteur  rattache  également  à 
celle  partie  les  notions  de  dyade,  de  produit  algébrique^  de 
produit  intérieur.,  les  constructions  relatives  aux  problèmes  du 
premier  et  du  deuxième  degré,  l'étude  des  faisceaux  de  coniques 
^-'t  des  foyers. 
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Quatrième  Partie.  —  Cette  Parlie  est  consacrée  à  l'élude  géné- 
rale des  correspondances  homograjDhiques  à  l'aide  de  représenla- 
tions  symboliques.  Après  avoir  indiqué  les  divers  modes  de  ~ 
représentation  qu'on  peut  adopter,  l'auteur  montre  comment 
on  peut,  à  l'aide  de  ces  symboles,  effectuer  de  véritables  calculs 
et  étudier  les  propriétés  des  correspondances  liomograpliiques.  A 
l'aide  de  cette  méthode  et  de  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires 
de  Weierstrass,  sont  classées  les  différentes  espèces  d'homo- 
graphies. 

H.   DuLAC. 


SÈGUIER  (J.-A.  DE).    —  Théorie  des  groupes  finis.   Eléments    de   la 

THÉORIE     DES    GROUPES     DE    SURSTITUTIONS.     I    voluine    in-8",    \-228    pages. 

Paris,  Gauthier-Villars,  1912. 

Cet  Ouvrage  est  le  deuxième  d'une  série  que  M.  de  Séguier  se 
propose  de  consacrer  à  la  théorie  des  groupes  finis.  Dans  le  pre- 
mier, Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  les  éléments 
du  groupe,  c'est-à-dire  les  opérations  qui  le  constituent,  n'inter- 
venaient que  par  la  lui  de  leur  composition,  indépendamment 
de  leur  nature,  c'est-à-dire  des  objets  auxquels  s'a[)pliquent  ces 
opérations.  Au  fond,  uu  groupe  fini  abstrait  |jeut  être  considéré 
comme  l'ensemble  d'un  nombre  fini  de  symboles  sur  lesquels  on 
a  défini  une  opération,  qu'on  appelle  la  multiplication,  qui  n'est 
pas  nécessairement  conimutative,  mais  (|ui  est  associative,  et  qui 
est  d'autre  part  soumise  à  certaines  restrictions  sur  lesquelles  il  | 
est  inutile  d'insister  ici.  Un  élément  de  groupe  aljstrait  n'a  donc 
qu'une  existence  logique  résultant  des  lois  de  composition,  c'est- 
à-dire  de  multiplication. 

Au  contraire,  l'élément  d'un  grouj^e  de  substitutions  a  une 
existence  en  soi  :  c'est  une  opération  portant  sur  des  objets  déter- 
minés (en  nombre  fini)  tels  que  des  lettres,  des  indices,  etc.,  ei 
|)ar  laquelle  ces  objets  sont  échangés  entre  eux  d'une  ceilainc 
manière.  La  composition  des  substitutions  résulte  de  leur  naturi 
même,  et  la  structure  d'un  groupe  de  substitutions  (c'est-à-dire  l.i 
loi  de  composition  de  ses  éléments)  n'est  plus  seulemcMil  I 
résultat  d'uni*  convention,  mais  est  en  (piehpie  sorte  réalisé  d'uii' 
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manière  concrète.  A  ce  point  de  vue  les  groupes  de  substitutions 
fournissent  un  inslrument  d'analyse  très  puissant  pour  l'étude  des 
groiii)es  abstraits  eux-mêmes,  car  il  existe  une  iniinitc  de  groupes 
de  substitutions  réalisant  la  structure  d'un  groupe  abstrait  donné 
quelconque.  Mais,  dans  la  plupart  des  applications,  l'intérêt  qui 
s'attache  à  l'étude  des  grou{)cs  de  substitutions  tient  à  la  nature 
des  opérations  qui  les  constituent. 

Dans  cet  Ouvrage,  l'auteur  s'est  borné  aux  substitutions  qu'on 
pourrait  appeler  naturelles^  c'est-à-dire  celles  qui  s'appliquent  à 
un  nombre  fini  d'objets.  Comme  il  est  souvent  utile  d'introduire 
entre  ces  objets  un  ordre  multiple,  en  les  assimilant  à  des  points 
dont  les  coordonnées  varient  dans  un  champ  de  Galois,  M.  de 
Séguier  considère  aussi  les  groupes  linéaires  wîoc/MZrti/ei-,  réservant 
à  un  autre  Volume  l'élude  plus  approfondie  de  ces  groupes.  Quant 
aux  groupes  finis  de  substitutions  linéaires  algébriques^  c'est-à-dire 
portant  sur  des  variables  continues,  il  n'en  parle  qu'incidemment, 
laissant  complètement  de  côté  par  exemple  le  problème  si  intéres- 
sant de  la  représentation  des  groupes  finis  abstraits  par  des 
groupes  de  substitutions  linéaires  algébriques. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Chapitres.  Dans  le  Chapitre  I^ 
l'auteur  introduit  les  définitions  fondamentales  et  étudie  la  forme 
canonique  d'une  substitution  linéaire,  puis  la  forme  canonique 
d'un  groupe  ahélien  de  substitutions  linéaires  dans  un  champ 
fini.  Il  expose  ensuite  les  résultats  actuellement  connus  sur  la 
représentation  d'une  substitution  dans  un  champ  de  Galois  [)ar 
une  formule  telle  que 

z'^-f{z) 

où  z  prend  successivement  les  valeurs  des  différents  nombres  du 
corps  de  Galois  et  oùf(z)  est  un  polynôme  entier  en  5. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  aux  théorèmes  généraux  sur  les 
ijroupes  de  substitutions.  L'auteur  introduit  les  notions  de  transi- 
livité  et  de  primitivité,  définit  les  paramètres  de  transilivité  et 
donne  les  propriétés  fondamentales  du  groupe  symétrique  et  du 
groupe  alterné.  Il  démontre  enfin  les  relations  les  plus  impor- 
tantes entre  la  transilivité,  la  classe,  le  degré  et  l'ordre  d'un 
groupe  de  substitutions. 

On  appelle,  comme  on  sait,  degré  d'une  substitution  (ou  d'un 
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groupe)  le  nombre  des  lelLres  efTeclivement  déplacées  |)ar  cette 
substiLulion  (ou  ce  groupe),  classe  d'un  groupe  le  degré  minimum 
des  substilutions  (aulre  que  l'unilé)  du  groupe,  ordre  d'un  groupe 
le  nombre  de  ses  substitutions.  On  dit  enfin  qu'un  groupe  est 
t  fois  transitif,  quand  il  contient  au  moins  une  substitution  rem- 
plaçant t  lettres  arbitrairement  choisies  par  t  autres  lettres  arbi- 
traires, sans  que  la  même  propriété  existe  pour  t  -\~  i  lettres. 

Cela  posé,  soient  N  l'ordre  d'un  groupe  G,   n  son  degré,  c  sa 
classe.  Si  G  est  t  fois  transitif,  on  a 

,  /i  -+-  3 
c^it  —  -x        et         fS — - — , 

à  moins  que  G  ne  contienne  le  groupe  alterné.  Si  G  ne  contient 
aucune  substiuilion  circulaire  de  trois  lettres,  on  a 

¥-^' 
q  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans 


1 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  la  représentation  des  groupes 
abstraits  par  des  groupes  de  substitutions.  Etant  donné  un  grou|u' 
fini  abstrait  G,  à  un  ensemble  fini  de  sous-groupes  de  G  corres- 
pond un  groupe  de  substitutions  isomorphe  à  G;  les  objets 
sur  lesquels  portent  ces  substitutions  étant  les  sous-groupes 
donnés  de  G  et  les  complexes  obtenus  en  mullipb'ant  un  quel- 
conque de  ces  sous-groupes  par  tous  les  éléments  de  G.  On  obtient 
ainsi  toutes  les  représentations  possijjles  de  G  et  ces  représenta- 
tions sont,  suivant  les  cas,  intransitives  ou  transitives,  propres  ou 
impropres. 

L'auteur  étudie  ensuite  le  groupe  adjoint  d'un  groupe  F  de 
substitutions;  c'est  celui  (|ui  est  formé  des  substitutions  échan- 
geables avec  toutes  les  substitutions  de  F.  11  s'occu|)e  enfin  de  lii 
construction  de  groupes  plusieurs  fois  transitifs  cl  donne  les  écpia- 
lions  de  définition  du  groupe  symétrique  et  du  groupe  alterné. 

Dans  le  Chapitre  IV,  l'auteur  s'occupe  |)lus  particulièrement  des 
groupes  dont  la  classe  est  inférieure  d'une  unité  au  degré  et  étudu 
les  groupes  linéaires  à  n  xaiiables  dans  un  chanip  de  Galois  C.,; 
d'ordre  ?:  =  //",  où  p  est  un  nombre  premier.  Il  déteiinine  le> 
facteurs  de  composition  du  groupe  L(/*,  t^)  formé  de  toutes  celles 
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des  sul)slitulions  précédentes  qui  sont  homogènes.  Si  l'on  y 
regarde  les  n  variables  comme  homogènes,  on  a  un  groupe  iso- 
morphe raériédrique    '^(/î,  ~)  qui,  dans  le  cas  de  ii  =  2,  est  un 

groupe  de  substitutions  bomographiques  (  r-,  ^^ ^  )• 

Parmi  les  résultats  indiqués  par  l'auteur,  signalons  les  suivants  : 

Le  groupe  ^(^j/^)  ^^^  ^^  ^^^1  groupe  d'ordre  />(/>"  —  i)  et  de 
degré  p  +  i.  Le  groupe  41(2,  ~)  n'est  représentable  en  moins  de 
-  +  I  symboles  que  si  tz  =  5  :  '^(2,  5)  est  alors  isomorphe  au 
groupe  symétrique  de  cinq  lettres.  Le  sous-groupe  t^)(2,  t:)  formé 
des  substitutions  de  J^(2,  — )  pour  lesquelles  ao  —  j^v  est  un  carré 
(dans  le  champ  Ct^)  est  également  étudié  :  il  n'est  représentable 
en  moins  de  n  +  i  symboles  que  si  —  =  5,  ^,  9  ou  i  i .  Eu  |)arti- 
ciilier  0(2,  9)  est  le  seul  groupe  simple  d'ordre  3Go. 

Le  Cbapitre  V  est  consacré  à  certains  groupes  de  degré  kp, 
p -\- a,  2p-4-a,  en  particulier  aux  groupes  de  Mathieu.  L'auteur 
indique  la  dimension  des  groupes  de  Mathieu  transitifs  d'ordre  y, 
8,  I  I,  12,  23,  24,  47,  5(). 

Ij'Ouvrage  se  termine  par  trois  Notes,  l'une  sur  la  théorie  des 
matrices,  la  seconde  sur  la  théorie  des  équations  algébriques  et  la 
troisième  sur  quelques  propriétés  complémentaires  des  groupes  de 
degré  n  et  de  classe  n  —  i,  déjà  étudiés  au  Cbapitre  IV.  Dans  la 
seconde  Note,  la  plus  importante,  l'auteur  expose  sous  une  forme 
très  condensée  la  principale  application  de  la  théorie  des  substitu- 
tions, à  savoir  la  théorie  des  équations  algébriques  de  Galois; 
signalons  en  particulier  ce  qui  a  trait  à  la  construction  d'équa- 
tions à  coefficients  rationnels  dont  le  groupe  est  symétrique  ou 
alterné. 

Comme  on  le  voit  par  le  rapide  exposé  qui  précède,  l'Ouvrage 
de  M.  de  Séguier  contient  beaucoup  de  choses  sous  un  petit 
volume.  Il  est  seulement  à  regretter  qu'il  exige  du  lecteur  une 
attention  très  soutenue  et  parfois  pénible.  On  fera  bien  de  tenir 
compte  des  corrections,  assez  nombreuses,  qui  se  trouvent  indi- 
quées à  la  fin  du  Volume. 


E.  C 


AUTAN. 
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WIELEITNER  (Heinrich).  —  Gesciiichte  der  Mathematik.  II.  Teil  :  Von 
Gartesius  bis  zur  Wende  des  i8.  Jahrhunderls.  I.  Halfle  :  Arithmetik, 
Algebra^  Analysis.  Bearbeitet  unter  Benutzung  des  Nachiasses  von 
AxTON  von  Bralxmhul  {Satnnilung  Schubert,  t.  LXIII).  i  vol.  petit  in-8", 
viii-25i  pages.  Leipzig,  G.  J.  Gôschen,  191 1. 

La  période  qui  s'étend  depuis  la  fin  du  xvi'^  siècle  jusqu'au 
commencement  du  xix"  siècle  a  vu  naître  et  grandir  les  Mathéma- 
tiques modernes.  C'est  dans  la  seconde  moitié  du  xvi''  siècle  que 
commencèrent  à  se  fixer  les  notations  de  l'Algèbre  actuelle.  C'est 
vers  la  même  époque,  ou  peu  de  temps  après,  que  l'Arithmétique 
el  la  théorie  des  équations  firent  leurs  premiers  grands  progrès  : 
on  étudia  la  résolution  algébrique  des  équations  des  troisième  et  qua- 
trième degrés,  la  séparation  des  racines  et  la  résolution  approxi- 
mative de  celles  de  degré  supérieur.  Les  grands  travaux  de  Fermât 
enrichirent  la  théorie  des  nombres  qui  devait  plus  tard  prendre, 
avec  Euler,  Legendre  et  Gauss,  l'extension  qu'on  sait.  Une  autre 
branche  des  Mathématiques,  cultivée  aux  xvii*^  et  xvm''  siècles, 
l'Analyse  combinatoirc,  fui  appliquée  aux  probabilités  et  à  la  loi 
des  grands  nombres,  que  traduit  le  célèbre  théorème  de  Jacques 
Bernoulli. 

Mais,  de  beaucoup,  la  plus  immense  découverte  de  cette  période 
est  celle  du  Calcul  infinitésimal.  Il  est  juste  de  rendre  hommage 
aux  précurseurs  de  Newton  et  de  Leibniz  :  sans  remonter  juscpi'à 
Archimède,  Cavalieri,  avec  sa  méthode  des  indivisibles,  calcule 
bon  nombre  d'intégrales  définies.  On  sait  la  polémique  passionnée 
et  violente  qui  s'éleva  entre  les  partisans  de  ^Se^vlon,  auteur  de  la 
méthode  des  fluxions,  el  ceux  de  Leibniz,  inventeur  du  calcul 
(liff"éretitiel,  j)olémic|ue  à  laquelle  les  deux  grands  hommes  ne 
restèrent  d'ailleurs  pas  élrangeis.  M.  Wieleilner  passe  rajiidcment 
sur  cette  c|uerellc,  disant  avec  raison  qu'il  préfère  ex|)c)ser  leurs 
découvertes  |)lulôt  cpie  leurs  disputes.  Dimnienscs  travaux  fuient 
consacrés  par  les  successeurs  de  Newton  el  de  Leibniz  à  rétablis- 
sement définitif  du  nouveau  calcul,  ainsi  qu'à  la  ihéorie  des  dé\e- 
loppemenls  en  séries,  et  à  cc-lle  plus  imporlante  encore  des  équa- 
tions difl'érenlielles  et  des  ('(piiilions  aux  tléiivées  pailielles.  lliéo- 
lies  aii\qu(dles  Lagiangt;  joignit  le  calcul  des  \arialions,  dont 
l'importance  devait  s'amplifier  au  cours  du  xix*-'  siècle. 
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Ce  sonl  tontes  ces  matières  que  traite  M.  le  professeur  II.  Wie- 
leitner,  dans  ce  Volume  consacré  au  dévelop|)ement  de  l'Arithmé- 
tique, de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse,  celui  de  la  Géométrie  et  de  la 
Mécanique  devant  faire  l'objet  d'autres  volumes  de  la  même  col- 
lection. En  exposant  l'histoire  de  chaque  découverte,  l'Auteur 
prend  soin  d'en  rappeler  brièvement  les  points  essentiels,  avec 
assez  de  développements  pour  les  remémorer  au  lecteur,  mais 
sans  jamais  tomber  dans  les  longueurs  ou  les  détails  inutiles.  Cet 
Ouvrage  constitue  un  très  intéressant  résumé  d'une  époque  parti- 
culièrement importante  de  l'histoire  des  Sciences. 

H.  Vergne. 
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LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS. 
A  PROPOS  DES  RECHERCHES  RÉCENTES  DE  M.  SUNDMANN; 

Par  m.  Émilk  PICARD. 


I. 

Dès  que  Newton  eût  été  conduit  par  les  lois  de  Kepler  à  poser 
le  principe  de  la  gravitation  universelle,  le  premier  problème  de 
mécanique  qui  s'est  présenté  a  été  la  recherche  du  mouvement 
de  n  points  s'attirant  deux  à  deux  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leurs  dislances.  Pour 
/«  =  2,  le  résultat  est  d'une  admirable  simplicilé;  la  trajectoire 
relative  de  chaque  point  autour  de  l'autre  est  une  section  conique 
dont  celui-ci  occupe  l'un  des  foyers.  A  partir  de  n  =^^,le  problème 
devient  singulièrement  plus  difficile  eta  résistéjiisqu'ici  aux  efforts 
des  plus  grands  mathénuiticiens.  Ce  n'est  |)as  que  des  résultats 
considérables  n'aient  été  obtenus  au  moyen  d'intégrations  appro- 
chées, et  la  Mécanique  céleste  classique  étudie  surtout  ces  inté- 
grations par  approximations  successives,   qui,   dans  presque  tous 
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les  problèmes  usuels,  suffisent  largement  pour  la  prédiction  du 
mouvement  des  astres  du  système  solaire;  mais  ces  solutions 
approchées  ne  peuvent  être  utilisées  que  pendant  un  temps  plus 
ou  moins  long.  x\u  point  de  vue  purement  mathématique,  ce  qui 
aurait  du  prix  pour  les  analystes,  c'est  une  solution  exacte  valable 
pour  toute  valeur  du  temps. 

A  défaut  d'une  solution  applicable  à  Ions  les  cas,  c'est-à-dire 
quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  on  a  cherché  des  solu- 
tions exactes  particulières  du  problème  des  trois  corps.  Ainsi 
Lagrange  a  étudié  le  cas  où  les  dislances  mutuelles  ties  corps  con- 
servent des  rapport  s  constants  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
et  il  a  montré  qu'alors  les  trois  points  sont  toujours  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral,  ou  bien  restent  constamment  en  ligne  droite. 
De  Lagrange  à  Poincaré,  aucune  solution  particulière  intéres- 
sante du  problème  des  trois  corps  n'a  été  signalée,  sauf  toutefois 
dans  un  beau  travail  de  M.  Hill  sur  la  Lune,  qui  a  eu  la  plus  heu- 
reuse influence  sur  les  premières  recherches  de  notre  grand 
compatriote.  Dans  ses  mémorables  travaux  de  Mécanique  céleste. 
Poincaré  a  obtenu  des  solutions  particulières  qui  ont  vivement 
appelé  l'attention,  solutions  remarquables  surtout  par  les 
méthodes  mises  en  œuvre  qui  ont  trouvé  ailleurs  d'importantes 
applications;  je  veux  parler  des  solutions  périodiques  et  des  solu- 
tions qui  leur  sont  asjmptotiques.  A  la  vérité,  Poincaré  n'étudie 
pas  le  cas  général  où  les  masses  des  trois  corps  sont  quelconques. 
Prenons,  |)ar  exemple,  le  cas  où  il  s'est  le  plus  souvent  placé,  dans 
lequel,  un  des  corps  ayant  la  masse /?«),  les  deux  autres  ont  des 
masses  de  la  forme  /»o=:a2a,  mu  =  as  a,  ao  et  as  étant  des  cons- 
tantes fixes  quelconques,  et  u.  une  constante  qui  devra  être  suffi- 
samment petite.  Dans  ces  conditions,  l^oincaré  établit  l'existence 
de  solutions  périodiques  pour  les(]uelles  les  trois  corps  se 
retrouvent  au  bout  d'un  certain  temps  dans  la  même  position 
relative.  Il  démontre  aussi  l'existence  de  solutions  asyniptotiqiics 
dans  lesquelles  les  trajectoires  des  corps,  au  bout  d'un  temps 
suffisamment  long,  se  rapprochent  de  plus  en  plus  des  trajectoires 
correspondant  à  une  solution  périodique.  Certaines  mêmes  do  ces 
solutions  asymptotiques  sont  doublement  asymptotiques,  étant 
très  voisines  pour  t  négatif  et  de  grande  valeur  absolue  d'une 
solution   |>ériodi(|uc,    puis  s  en  éloignant  (piebjue  temps  pour  s'en 
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rapprocher  indéfiniment  quand  /  positif  grandit  indéfiniment;  la 
démonstration  de  l'existence  de  ces  solutions  doublement  asjmp- 
toliques  a  demandé  un  grand  efl'ort  analytique.  Tous  ces  résultats 
supposent  u.  très  petit,  car  les  raisonnements  de  Poincaré  sont  des 
raisonnements  par  continuité,  utilisant  les  circonstances  corres- 
pondant à  a  =  o.  Jusqu'à  présent  on  n'a  pas  démontré  pour  des 
masses  quelconques  l'existence  de  solutions  périodiques  du  pro- 
blème des  trois  corps  en  dehors  des  cas  de  Lagrange,  Cette  exis- 
tence n'est  guère  douteuse,  mais  pour  l'élablir  en  toute  rigueur, 
il  y  aura  probablement  de  sérieuses  dilficultés  à  surmonter  ('). 

Après  l'immense  labeur  de  Poincaré,  il  n'était  guère  tentant 
pour  les  mathématiciens  de  reprendre  l'étude  analj'tique  des 
équations  diiïerentielles  du  problème  des  trois  corps.  Comme 
l'écrivait  Tisserand  dans  le  Tome  IV  de  sa  Mécanique  céleste  : 
«  La  solution  rigoureuse  du  problème  des  trois  corps  n'est  pas 
plus  avancée  aujourd'hui  qu'à  l'époque  de  Lagrange,  et  l'on  peut 
dire  qu'elle  est  manifestement  impossible.  »  Tisserand  pensait 
sans  doute,  en  parlant  de  solution  rigoureuse,  à  des  représen- 
scnta lions  des  coordonnées  des  trois  corps  au  moven  de  dévelop- 
pements en  séries  dont  les  termes  dépendent  du  temps  t  et 
convergentes  pour  toute  valeur  de  t,  ce  qui  n'arrive  pour  aucun 
des  développements  classiques  de  la  Mécanique  céleste.  En  fait, 
la  solution  rigoureuse  peut  être  entendue  d'une  manière  plus 
générale.  Concevons  qu'on  puisse  exprimer  les  neuf  coordonnées 
des  trois  corps  par  des  séries  dont  les  termes  soient  des  fonctions 
d'une  variable  t,  ces  séries  étant  convergentes  pour  t  compris 
entre  —  i  et  +  i  ;  admettons,  d'autre  part,  que  le  temps  t  puisse 
s'exprimer  en  fonction  de  t  par  une  série  convergente  également 
entre  —  i  et  +  i  [soit  /  ^^(7)],  et  cela  de  telle  manière  que  t 
allant  en  croissant  de  — ■  i  à  -|-  i ,  la  fonction  y(T)  varie  également 
toujours  dans  le  même  sens  en  allant  de  — co  à  -\-  00.  On  suppose. 


(')  Au  moins  dans  le  cas  du  plan,  les  notions  introduites  par  Poincaré  dans 
le  Mémoire  publié  peu  de  temps  avant  sa  mort,  dans  les  Rendiconti  del  Circolo 
niateniatico  di  Palerino,  paraissent  devoir  conduire  au  but,  mais  une  discussion 
approfondie  est  encore  nécessaire.  On  sait  qu'un  jeune  géomètre  américain,  M.  Bir- 
kolT,  a  démontré  très  simplement  le  théorème  de  géométrie  que  Poincaré  regardait 
comme  pi'obable,  et  dont,  à  l'avance,  il  avait  esquissé  quelques  applications,  en 
le  supposant  exact. 
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bien  entendu,  que  les  diOférents  termes  des  séries  envisagées 
peuvent  être  obtenus  de  procbe  en  proclie,  quand  les  conditions 
initiales  sont  données.  Avec  ces  divers  développements,  le  pro- 
blème doit  êtie  regardé  comme  résolu  rigourensement,  car  à  une 
valeur  de  t  correspond  manifestement  une  et  une  seule  valeur 
de  T,  ce  qui  permet  de  calculer  les  cordonnées  pour  chaque  valeur 
du  temps. 

IL 

Le  programme  que  nous  venons  d'indiquer  a  élé  rempli  par  un 
aslronome  de  l'Observatoire  d'Helsingfors,  M.  Sundmaon  (-). 
Avant  d'essayer  de  donner  une  idée  du  travail  de  ]\L  Sundmann, 
il  nous  faut  dire  un  mot  d'une  remarque  faite  par  Poincaré  en 
r886,  concernant  d'ailleurs  le  cas  où  les  rapports  des  masses  sont 
quelconques.  Poincaré  avait  indiqué  que,  si  l'on  était  sûr  à 
Tavance  que  la  distance  de  deux  quelconques  des  trois  points 
restera  toujours  supérieure  à  une  limite  déterminée,  on  pourrait 
affirmer  que  les  coordonnées  des  trois  corps  sont  susceptibles 
d'être  développées  pour  toute  valeur  de  t  suivant  les  puissances  de 
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a  étant  une  constante  positive  convenable.  C'est  là  un  résultat 
qui,  au  premier  abord,  paraît  bien  remarquable  (').  Malheureu- 
sement, pour  des  conditions  initiales  données,  on  ne  sait  pas  si  l'on 
se  trouvera  ou  non  dans  les  conditions  supposées,  et  Poincaré 
lui-même,  probablement  après  des  recherches  infructueuses, 
écrivait  :  «  Je  ne  crois  pas  toutefois  qu'on  puisse  tirer  grand  parti 
des  applications  de  celte  méthode  à  la  Mécanique  Céleste.  » 

(-)  Les  points  essentiels  des  rcclierclies  de  M.  Sundninnn  onlété  romniuniqués 
à  la  Société  des  Sciences  de  Finlande,  les  17  décembre  i;)o6  et  18  janvier  1909, 
et  ont  fait  l'objet  de  Notes  parues  dans  les  TomesXXXIV  et  \.\\V  des  Mémoires 
de  cette  Société.  Un  Mémoire  plus  développé  a  paru  dans  le  Tome  \X\\'I  des 
j4cta  nialheniatica  en  191 2. 

(')  On  pourrait  trouver,  pour  le  même  objet,  un  grand  nombre  d'autres  déve- 
loppements, plus  simples  mêmes  que  celui  de  Poincaré.  C'est  un  point  qui  est 
devenu  prcs([ue  évident  depuis  que  l'étude  de  la  méthode  employée  par  Caucliy 
pour  démontrer  l'existence  des  intégrales  des  équations  dilVérentielles  a  élé  appro- 
fondie. On  peut,  cmsultcr  à  ce  sujet  le  Tome  II  de  mon  Traité  d'Analyse 
(pages  3;V>  ri  suivantes)  et  également  le  Tome  III  (pages  2/|y  et  suivantes). 
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Si  les  corps  se  choquent,  le  développement  de  Poincaré  cesse 
d'être  applicable;  mais,  comme  l'a  vu  INl.  Sundmann  en  analysant 
les  diverses  circonstances  susceptibles  de  se  présenter,  on  peut 
utiliser  un  développement  analogue,  après  avoir  remplacé  préala- 
blement le  temps  par  une  autre  variable  indépendante  convena- 
blement choisie. 

Le  point  fondamental  dans  les  recherches  de  M.  Sundmann  réside 
dans  le  théorème  suivant  :  Si  les  constantes  des  aires  ne  sont 
pas  nulles  toutes  les  trois,  on  peut,  les  circonstances  initiales 
étant  données,  indiquer  une  limite  positive  au-dessous  de 
laquelle  les  deux  plus  grandes  distances  entre  les  corps  ne 
descendent  Jamais.  En  particulier,  les  trois  corps  ne  se  choque- 
ront certainement  pas  au  même  instant  si  les  constantes  des  aires 
ne  sont  pas  nulles  toutes  les  trois  ('),  et  c'est  dans  ce  cas  général 
que  se  place  M.  Sundmann  dans  toute  la  suite  de  son  Mémoire. 
Par  contre,  il  peut  arriver  que  deux  des  corps  se  choquent  à  un 
certain  moment,  mais  cette  circonstance,  qui  avait  été  jusqu'ici  la 
pierre  d'achopement  dans  tous  les  travaux  analytiques  concernant 
le  problème  des  trois  corps,  ne  va  être  la  source  d'aucune  difficulté 
grâce  aux  vues  ingénieuses  de  M.  Sundmann  sur  ce  que  Ton  peut 
appeler  le  prolongement  analytique  du  problème  après  le  choc. 
Supposons  que,  pour  t=za,  deux  des  trois  corps  viennent  à  se 
choquer.    On   établit    qu'alors    les    coordonnées    des    trois   corps 

peuvent  se  développer  suivant  les  puissances  de  (t  —  «)*.  Dans 

ces  développements,  pour  t  <<  «,  la  valeur  de  (t  —  «)'  est  néga- 
tive. Ces  séries  permettent  de  définir  le  mouvement  des  trois 
corps  après   le   choc;   on  y  parvient  en  donnant,  dans  ces  mêmes 

développements,  des  valeurs  positives  à  (t  —  a)'^  pour  f^  a.  En 
réalité,  on  fait  ainsi  un  prolongement  analytique  de  la  solution, 
qui  correspondrait  à  donner  pour  un  moment  (t  étant  d'abord 
réel,  voisin  de  a,  et  inférieur  à  a)  des  valeurs  complexes  à  t,  et  à 
faire  tourner  le  point  correspondant  d'un  angle  égal  à  3-  dans  le 
plan  de  la  variable  complexe  t. 


(^)  Dans  une  lettre  à  M.  Mittag-Leffler  du  a  février  18S9,  Weierstrass  énonce 
sans  démonstration  ce  résultat.  Celte  lettre  de  Wcicrsli'ass  a  clé  imprimée 
récemment  dans  les  Acta  nialhenialica  (t.  XX.VV),  posléricuremenl  aux  Notes 
citées  de  M.  Sundmann  dans  les  Acta  Societatis  Fennicœ. 
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Le  temps  t  (redevenu  réel)  eonliniiant  à  croître,  il  peut  y  avoir 
d'autres  cliocs  (mêine  une  infinité),  le  problème  étant  après 
chaque  clioc  prolongé  comme  il  vient  d'être  dit.  C'est  d'ailleurs 
une  conséquence  du  théorème  énoncé  plus  haut  que  les  valeurs  de  t 
correspondant  à  des  chocs  (s'il  y  en  a)  ne  peuvent  avoir  une 
limite  finie.  On  voit  donc  nettement,  d'après  ce  qui  précède,  ce 
qui  arrive  quand  le  temps  t  grandit  indéfiniment  :  la  solution  reste 
holomorphe  tant  qu'aucun  choc  n'a  lieu,  mais  il  peut  arriver  que, 
pour  certaines  valeur  a  de  t,  un  choc  entre  deux  corps  se  produise  ; 
les  coordonnées  sont  alors  susceptibles  d'être  développées  suivant 

les  puissances  de  (/  —  «)'  et  le  problème  peut  être  prolongé 
analjliquement  au  delà  de  /  =  r/. 

Tous  ces  points  établis,  et  la  démonstration  de  plusieurs  d'entre 
eux  a  exigé  une  grande  pénétration,  il  reste  à  faire  un  changement 
de  variable,  grâce  auquel  les  coordonnées  des  trois  corps  ne  ces- 
seront pas  d'être  holomorphcs.  On  y  parvient  en  posant 

dt  =  VdM, 

M  étant  la  nouvelle  variable  (avec  la  condition  t  =■  o  pour  to  =  o). 
On  pose 

r  =  (i  — e""^)  (i-e~"^)  (i-e"^'), 

l  étant  une  constante  positive  convenable,  et  les  /"  désignant  les 
distances  des  trois  points  deux,  à  deux;  on  a 

o^r<i, 

d'où  il  résulte  que  les  variables  w  et  t  varient  dans  le  même  sens, 
et,  quand  t  varie  de  — ce  à  +00,  to  varie  de  — 00  à  -|-oc.  11  est 
facile  maintenant  d'établir  que  les  neuf  coordonnées  sont  des  fonc- 
tions holomorplies  de  to  dans  le  voisinage  de  chaque  valeur  réelle 
(o„  de  cette  variable,  le  rayon  de  convergence  autour  de  Wq  étant 
su|)érieur  à  un  nombre  fixe  indépendant  de  tOy.  11  suffira  alors  de 
poser  [^) 

X  =  — 


(*)  Je  rappelle  que  cette  relation  entre  x  et  w  tranforme  une  bande  du  plan  de 
la  variable  w,  parallèle  à  l'axe  réel  et  ayant  celui-ci  coniine  lifjne  médiane,  dans 
le  cercle  de  rayon  un,  ayant  l'origine  pour  centre,  du  plan  de  la  variable  x. 
Comme  je  l'ai  dit  ()Uis  haut,  l'oincaré  utilisait  cette  transformation. 
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(a  constante  positive  convenable),  et  l'on  |)Ourra  exprimer  les 
neuf  coordonnées  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  T  et  convergentes  entre  —  i  et  +i  ;  t  est,  d'autre  part, 
une  fonction  de  t  susceptible  d'un  développement  de  même  nature, 
et,  quand  t  varie  de  —  i  à  H-  i ,  L  varie  de  —  co  à  -\-ao. 

On  a  donc  bien  la  solution  du  problème  des  trois  corps  sous  la 
forme  que  nous  avons  dite  plus  haut.  Les  circonstances  initiales 
(vitesses  et  positions  des  corps  étant  données),  on  peut  mettre  les 
neuf  coordonnées  et  le  temps  sous  la  forme  de  séries  entières 

A  +  Bt  +  Ct2 -I- . . . 

convergentes  entre  — i  et  +i,  les  coefficients  se  calculant  de 
proche  en  proche  par  des  dérivations  successives,  et  la  fonction 
/(t),  qui  représente  le  temps,  croissant  de  — co  à  +  co  ,  quand 
T  croit  de  —  i  à  +  i . 

111. 

Nous  venons  d'obtenir,  avec  M.  Sundmann,  une  solution  com- 
plète du  problème  des  trois  corps.  Les  analystes,  qui  s'étaient 
antérieurement  occupés  de  ce  problème  ("),  portaient  leur  atten- 
tion sur  les  chocs,  mais  en  considérant  que  le  problème  n'avait  plus 
de  sens  après  un  choc,  ce  qui  est  très  naturel  au  point  de  vue 
physique  (^).  Pour  M.  Sundmann^  au  contraire^  le  problème 
continue  après  le  choc.  En  réalité,  c'est  pour  avoir  poussé  à  fond 
l'idée  du  prolongement  analytique  que  M.  Sundmann  a  pu  obtenir 
une  solution  générale  susceptible  de  comprendre  dans  ses  formules 
les  cas  où  il  y  aurait  des  chocs  en  nombre  (ini  ou  infini. 

(^)  Cilons  particulièrement  à  ce  sujet  M.  Paiiilevé,  à  qui  l'on  doit  la  propo- 
position  importante  retrouvée  d'une  autre  manière  par  M.  Sundmann,  qu'il  y  a 
nécessairement  un  choc  quand  le  mouvement  cesse  d'être  régulier  à  un  inslant 
fini.  On  doit  aussi  à  M.  Lévi  Civila  et  à  M.  Bisconsini  d'intéressantes  recherches 
dans  lesquelles  ils  st;  sont  efforcés  de  trouver  les  relations  entre  les  données  ini- 
tiales nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  choc  se  produise. 

(^)  Il  faut  toutefois  faire  exception  pour  quelques  pages  du  Tome  III  des 
Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  où  Poincaré  parle  incidemment 
de  prolongement  analytique.  On  les  trouvera  dans  le  Chapitre  XXVI,  l'un  des 
plus  beaux  de  ce  célèbre  Ouvi'age,  intitulé  :  Stabilité  à  la  Poisson  (pages  i6S 
et  suivantes). 

Dans  la  lettre  à  M.  Miltag-Leffler,  dont  j'ai  parlé  ci-dessus,  Weicrstrass  dit  un 
mot  des  développements  suivant  les  puissances  de  (  ^  —  ay  ;  il  a  donc  eu  vrai- 
semblablement la  notion  du  prolongement  analytique  d'une  solution  du  problème 
des  trois  corps  après  un  choc. 
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On  demandera  maintenanl  quel  est,  pour  la  Mécanique  céleste 
usuelle,  l'iiTtérét  de  la  solution  précédente.  Rien  n'est  plus  déce- 
vant que  le  métier  de  prophète,  et  je  ne  veux  risquer  tpie  des 
probabilités.  Il  semble  que  Texlrême  généralité  de  l'analyse  de 
M.  Sundmann  est  peu  favorable  à  l'étude  des  cas  classiques  de  la 
Mécanique  céleste,  où  une  masse  est  toujours  prédominante.  11  est 
difficile,  sans  une  étude  approfondie,  de  se  rendre  compte  des 
simplifications  qu'apporterait  cette  hypothèse  dans  les  formules 
de  l'astronome  dHelsingfors;  mais,  en  tous  cas,  ces  formules 
paraissent  impropres  à  mettre  en  évidence  le  caractère  à  peu  près 
périodique  de  tant  de  phénomènes  astronomiques,  que  les  séries 
de  type  trigonomélrique  mettent,  malgré  leur  divergence,  si  bien 
en  évidence.  Il  y  a,  semble-t-il,  encore  moins  à  espérer  en  ce  qui 
concerne  les  questions  de  stabilité,  sauf  peut-être  quand  il  s'agit 
de  ce  que  Poincaré  appelait  la  stabilité  à  la  Poisson. 

Mais  n'insistons  ])as  sur  ces  probabilités  (**)  et  plaçons-nous  au 
point  de  vue  de  l'Analyse  pure,  pensant  seulement  à  l'intégration 
rigoureuse  des  équations  difierenlielles  du  problème  des  trois  corps. 
Nous  pouvons  dire  alors  que  le  Mémoire  de  M.  Sundmann  est  un 
travail  faisant  époque  pour  les  Analystes  et  les  Astronomes  malhé- 
maticiens.  Beaucoup  croyaient  que  le  prol)lème  des  trois  coips  ne 
serait  résolu  que  grâce  à  l'introduction  préalable  de  transcen- 
dantes nouvelles  très  compliquées.  Ce  n'est  pas  un  des  moindres 
étonnements  pour  le  lecteur  que  de  voir  avec  quelle  simplicité,  en 
s'appuyant  seulement  sur  des  résultats  aujourd'hui  classiques  dans 
la  théorie  des  équations  dilTérentielles  ordinaires,  le  savant  finlan- 
dais arrive  à  la  solution  d'un  problème  réputé  si  difficile.  Il  lui  a 
fallu,  il  est  vrai,  une  singulière  finesse  pour  discuter  avec  des 
moyens  aussi  élémentaires,  est-on  tculé  de  dire,  les  diverses  cir- 
constances pouvant  se  présenter.  Ces  constatations  ne  vont  pas 
sans  mélancolie  pour  qui  se  rappelle  l'histoire  esquissée  plus  haut 
du  problème  des  trois  corps;  nous  allons  chercher  (piehpielois 
bien  loin  des  découvertes  qui  sont  à  la  portée  de  noire  mam  et  les 
idées  simples  se  présentent  les  dernières. 

(')  Il  est  d'aulynl  plus  inutile  de  le  faire  que,  en  s'uppuyanl  sur  les  ihéorèiius 
généraux  de  M.  Sundinaiin,  on  peut  trouver  d'autres  développements  que  le  sien 
pour  résoudre  le  problème  des  trois  corps.  C'est  là  une  remarque  analof;ue  ù  celle 
que  je  faisais  plus  liaui  (Note  3)  au  sujet  d'un  développement  de  Poinraré. 
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LEBON(ERNn:sT).  —  Savants  du  jour  :  Gaston  DARBOUX  :  Biographie, 
Bibliographie  analytique  des  Ecrits.  Seconde  édition  entièrement 
refondue,  avec  un  Portrait  en  héliogravure,  i  vol.  in-8  jésus,  papier 
de  Hollande,  iv-96  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  16  juin  igiS. 

En  présentant  cet  Opuscule  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la 
séance  du  aS  juin  191 3,  M.  Emile  Picard,  ancien  Président  de 
l'Académie,  s'est  exprimé  en  ces  termes  : 

«  En  1910,  j'ai  présenté  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  Ernest 
Lebon,  le  Volume  qu'il  consacrait  à  M.  Gaston  Darboux  dans  sa 
Collection  Savants  du  jour.  En  trois  ans,  l'Ouvrage  a  été  épuisé, 
et  je  dépose  aujourd'bui  sur  le  Bureau  la  seconde  édition  de  ce 
Livre.  C'est  une  édition  que,  suivant  l'expression  habituelle,  on 
peut  dire  complétée.,  mais  non  pas  coringée,  car  M.  E.  Lebon 
travaille  avec  un  tel  soin  qu'il  n'y  avait,  pour  ainsi  dire,  aucune 
erreur  ou  omission  à  relever  dans  la  Bibliographie  analytique  des 
Ecrits  de  M.  Darboux  avant  1910;  M.  Lebon  a  cependant  jugé 
utile  d'ajouter  quelques  nouvelles  analyses  de  Mémoires  impor- 
tants, et  il  a  naturellement  donné  des  indications  sur  les  travaux 
variés  publiés  depuis  trois  ans  par  notre  Secrétaire  Perpétuel.  On 
trouvera  aussi,  dans  celte  nouvelle  édition,  l'écho  des  Discours 
prononcés  l'année  dernière  au  Jubilé  de  l'illustre  géomètre,  qui 
ont  permis  à  M.  Ernest  Lebon  de  donner  un  plus  grand  dévelop- 
pement à  la  Notice  si  vivante  placée  au  début  du  Volume.  » 

En  faisant  précéder  les  principales  Sections  de  son  travail  d'ap- 
préciations dues  à  des  savants,  M.  E.  Lebon  y  a  introduit  des 
élémentsqui  font  oublier  la  sécheresse  inévitable  de  suites  analy- 
ti([ues  d'énumération  de  titres  d'Ecrits,  bien  que  les  litres  vagues 
soient  accompagnés  de  sobres  explications. 

C'est  pourquoi  il  est  parvenu  à  composer  unOuvrage  quisoilàla 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XXXVII.  (iNovembre  igiS.)       21 


^ 
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fois  intéressant  pourles  personnes  qui  désirent  connaître,  seulement 
dans  son  ensemble,  l'œuvre  de  M.  Gaston  Darboux,  très  utile  à 
celles  qui  se  livrent  à  des  études  et  des  recherches  dans  le  domaine 
si  étendu  de  l'Analyse  pure  et  de  la  Géométrie  infinitésimale. 

Il  a  signalé  toii<;  les  Ecrits  originaux  et  les  principales  analyses 
dont  ils  ont  été  le  sujet.  Ce  n'est  qu'après  les  avoir  lus  ou  par- 
courus qu'il  a  donné  les  références  et  les  renseignements  qui  s'y 
rapportent. 

Enfin,  il  importe  de  faire  remarquer  que  M.  Gaston  Darboux, 
après  avoir  lu  le  manuscrit,  a  bien  voulu  donner  à  l'Auteur  de 
précieux  conseils  pour  le  classement  des  Mémoires  et  des  Notes,  et 
qu'il  a  aussi  lu  et  approuvé  la  dernière  épreuve  d'imprimerie  de 
cet  Opuscule. 

TABLE    DES    MATIÈRES. 

Section  I.  Biographie.  Notice  sur  M.  Gaston  Darboux,  par  E.  L. 
Grades.  Fonctions.  Titres  honorifiques.  Prix.  Décorations. — Section  II. 
Analyse  mathématique.  Kdi^^ori  de  M.  Garni  lie  Jordan  sur  le  Prix  Petit 
d'Ormoy.  Analyse  pure.  Ouvrage.  Mémoires.  Notes  :  Théorie  des  Fonc- 
tions. Equations  diflérenlielles.  Equations  aux  dérivées  partielles.  — 
Section  III.  Géométrie  supérieure.  Rapport  de  M.  Michel  Chasies  sur 
la  Thèse  de  M.  G.  Darboux.  Rapport  de  M.  Camille  Jordan  sur  le  Prix 
Petit  d'Ormoy.  Analyse  par  Jules  Hou  el  d'un  Ouvrage  de  M.  G.  Darboux. 
Note  par  E.  L.  Géométrie  infinitésimale.  Ouvrages.  Mémoires.  Notes: 
Théorie    des    sj^stèmes    orthogonaux.    Lignes    de    courbure.    Lignes 
asymptotiques.   Lignes  géodésiques.  Surface  à  courbure  totale  cons- 
tante.  Déformation   des  surfaces  du   second    degré.    Surfaces  appli- 
cables.   Représentation    sphérique    des    surfaces.    Surfaces    minima. 
Sujets  divers   de  Géométrie  infinitésimale.  Géométrie  synthétique  et 
analytique.  Ouvrage.  Mémoires.   Notes.    —  Section  IV.  Mécanique 
analytique.  Mécanique  céleste  et  Physique  mathématique.  Analyse 
par   Ph.   Gilbert  de   Notes  de   Mécanique   dues    à   M.   G.    Darboux. 
Mécanique  analytique.  Ouvrage.  Mémoires.  Notes  :  Statique.  Dyna- 
mique   du   point  matériel.    Dynamique   des    systèmes.   Cinématique. 
Systèmes  articulés.  Mécanique   céleste.   Mémoires.   Notes.    Physique 
mathématique.  Mémoires.  Notes.   --  Section  V.  Algèbre.  Mémoires. 
Notes.  —  Section   VI.   Histoire  des  Sciences.  Ouvrages.  Conférence. 
Eloges  et  Notices  historiques.  Discours;  Allocutions.  Discours  nécro- 
logiques. Notices  nécrologiques.  Rapports.  Articles;  Avertissements; 
Présentations.   Analyses  d'UEuvres,  d'Ouvrages  et  de  Mémoires.  — 
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Section  VII.  Publications  diierses.  Mémoires.  Notes  :  Mathématiques. 
Discours.  Rapports.  Enseignement.  Article.  Préfaces.  Présentation. 
Analyses. 


HEATH  (Sir  Thomas). —  Aristarchus  of  Samos,  the  ancient  Copemicus. 
A  HisTORV  OF  Greek  Astronomv  to  Aristarchus  together  with  Aristar- 
CHUSS  Treatise  o\  thk  Sizes  and  Distances  of  the  Sun  and  Moon.  A 
New  Greek  Text  with  Translation  and  Notes,  i  vol.  in-S",  V111-42G  pages. 
Oxford,  Clarendon  Press,  igiS. 

Du  célèbre  Traité  d'Aristarque  de  Samos,  donner  une  nouvelle 
édition,  qui  pûl  satisfaire  les  minutieuses  exigences  de  l'érudition 
moderne;  à  cette  édition,  joindre  une  traduction  anglaise;  tel  est 
l'objet  que  s'était,  tout  d'ai)ord,  proposé  Sir  Tiiomas  Healh.  En 
avant  de  l'ouvrage  |)rojeté,  il  a  souhaité  de  placer  une  introduc- 
tion qui  mît  en  lumière  le  génie  astronomique  d'Aristarque;  ce 
désir  l'a  conduit  à  écrire  l'histoire  de  l'Astronomie  grecque  jusqu'au 
temps  où  vécut  le  savant  Samlen  ;  et  rintrodiiction  a  fini  par  devenir 
plus  volumineuse  que  l'ouvrage  lui-même.  Nous  ne  saurions  trop 
nous  en  féliciter;  Sir  Thomas  Healh  nous  donne,  en  effet,  un 
exposé  systématique  et  complet  de  ce  que  fut  la  Science  des  astres 
chez  les  Hellènes  avant  qu'Hipparque  ne  fît  adopter  le  système  des 
excentriques  et  des  épicycles. 

Avec  une  conscience  scrupuleuse,  Sir  Thomas  Heath  a  tenu 
compte  de  toutes  les  recherches  dont  cette  partie  de  l'histoire  de 
la  Science  avait  été  l'objet;  mais  ce  sont  surtout  les  grands  travaux 
de  Giovanni  Schiaparelli  et  de  Paul  Tanneiy  qui  lui  ont  permis  de 
mènera  bien  son  entreprise;  aussi  ces  travaux  sont-ils,  à  chaque 
instant,  cités  dans  son  Livre. 

Sir  Thomas  Healh  revenditjue,  pour  Arislarque  de  Samos, 
Thonneur  d'avoir,  le  premier,  fait  tourner  la  Terre  et  les  planètes 
autour  du  Soleil;  il  n'admet  donc  pas  qu'Aristarque  ait  été,  en 
cette  heureuse  hypothèse,  précédé  par  Héraclide  du  Pont. 

Les  droits  d'Héraclide  du  Pont  à  être  regardé  comme  l'inventeur 
du  système  héliocentrique  reposent,  on  le  sait,  sur  un  texte  semé 
de  particularités  difficiles  à  interpréter.  Ce  texte  est  un  passage 
des  Météorologiques  de   Posidonius;   il  avait  été  emprunté  à  cet 
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ouvrage  par  Géminus;  Simpliciiis,  à  son  tour,  la  reçu  de  Géminus 
et  nous  la  conservé. 

Selon  la  leçon  que  Diels  a  fait  adopter,  voici  la  traduction  mot 
à  mot  de  ce  texte  : 

«  C'est  pourquoi  quelqu'un,  s'étant  avancé,  dit,  Héraclide  du 
Pont,  que  la  Terre  étant  mue  d'une  certaine  manière  et  le  Soleil 
demeurant  en  repos  d'une  certaine  manière,  il  est  possible  de 
sauver  l'anomalie  autour  du  Soleil  qui  nous  apparaît.  » 

Des  premiers  mots  de  ce  passage,  Paul  Tannery  a  proposé  une 
interprétation;  c'est  cette  interprétation  qu'adopte  Sir  Heath. 

Selon  Paul  Tannery,  les  mois  :  Héraclide  du  Pont  ne  figuraient 
pas  dans  le  texte  primitif  de  Posidonius.  Ces  mots  auraient  été 
ajoutés,  en  marge  d  un  manuscrit,  par  un  lecteur  désireux  de 
désigner  plus  clairement  l'auteur  que  Posidonius  avait  appelé  sim- 
plement :  quelquuji,  -i:.  Puis,  comme  il  est  arrivé  en  tant  de 
circonstances,  un  copiste  aurait  fait  passer  cette  glose  de  la  marge 
dans  le  texte,  où  elle  est  demeurée  depuis  ce  temps. 

S'il  en  est  ainsi,  ce  n'est  plus,  comme  Paul  Tannery  en  fait  la 
remarque,  Posidonius  qui  nous  renseigne  aux  sujet  des  hvpotlièses 
astronomiques  d'Héraclide  du  Pont:  c'est  un  scholiaste  anonyme. 
Si  donc,  avec  G.  Schiaparelli,  on  fait  d'Héraclide  un  précurseur  de 
Copernic,  ce  ne  sera  pas  en  vertu  de  la  grave  autorité  de  Posido- 
nius; ce  sera  sur  la  foi  de  cet  annotateur. 

Or  ce  scholiaste  était-il  bien  informé  des  choses  de  l'Astronomie? 
Nous  l'ignorons,  et  rien  ne  nous  empêche  de  le  nier.  Nous  pour- 
rons, dès  lors,  admettre  avec  Sir  Tliomas  Heath,  que,  par  le  mot  : 
quelqiC un^  -{r,  Posidonius  voulait  désigner  Aristarque  de  Samos; 
que  l'annotateur,  sachant  par  ailleurs  qu'Héraclide  faisait  tourner 
la  Terre  sur  elle-même,  avait  confondu  cette  supposition  avec 
l'hypothèse  du  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil;  qu'il  avait 
alors  mis  en  marge,  en  face  du  mot  Tir.  le  nom  d'Héraclide,  déro- 
bant ainsi  à  Aristarque  la  priorité  <\ç  la  théorie  hélioceutri(pie. 

Par  ces  suppositions,  fait-on  tlisparaîlre  toutes  les  difficultés?  11 
en  reste  une.  G.  Schiaparelli  se  scandalisait  que  Posidonius  eût 
accolé,  au  nom  d'Héraclide  du  Pont,  le  terme,  assez  dédaigneux,  -:(;, 
un  certain.  N'est-il  pas  bien  plus  étonnant  qu'il  se  soit  contenté  de 
ce  petit  mot  pour  désigner,  sans  le  nommer,  Aristarque  de  Samos, 
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illustre  non  seulement  par  ce  qu'Archimède  en  dit  dans  VArénaire, 
mais  aussi  par  son  Ti'aité  Des  grandeurs  et  des  distances  du  Soleil 
et  de  la  Lune? 

Bien  des  raisons,  d'ailleurs,  rendent  vraisemblable  l'attribution 
de  l'hypothèse  héliocentrique  à  Héraclide  du  Pont. 

Nous  savons  d'une  manière  très  certaine  qu'Hëraclide  attribuait 
le  mouvement  diurne  à  la  Terre,  et  non  pas  au  Ciel  étoile. 

Chalcidius  nous  a  appris  qu'il  faisait  circuler  Vénus  autour  du 
Soleil  ;  il  est  sans  doute  qu'il  usât  de  la  même  hypothèse  pour 
rendre  compte  des  mouvements  de  Mercure;  très  vraisemblable- 
ment, selon  G.  Schiaparelli  et  Paul  Tannery,  il  étendait  la  même 
supposition  aux  astres  errants. 

Pour  sauver  les  anomalies  apparentes,  Héraclide  avait  donc  fait 
circuler  les  cinq  planètes  autour  du  Soleil;  il  était  alors  tout  natu- 
rellement conduit  à  conférer  le  même  mouvement  à  la  Terre,  car  il 
regardait  la  Terre  comme  une  planète. 

1^'assimilation  de  la  Terre  à  une  planète  était,  au  temps  d'Héra- 
clide,  une  des  opinions  soutenues  par  les  Pythagoriciens  de  la 
Grande  Grèce,  par  ceux  qui,  à  la  suite  de  Philolaiis,  faisaient  tourner 
la  Terre  autour  du  Foyer  central;  lorsqu'il  expose  leur  doctrine 
aussi  bien  que  lorsqu'il  la  réfute,  Aristote  les  désigne  comme  «  ceux 
qui  font  de  la  Terre  un  des  astres  ».  Héraclide  pouvait  donc,  sans 
se  singulariser,  mettre  la  Terre  au  nombre  des  astres  errants. 

Stobée  nous  apprend,  d'ailleurs,  qu'Héraclide  partageait  entiè- 
rement, à  ce  sujet,  les  convictions  des  philosophes  d'Italie  : 
«  Héraclide  et  les  Pythagoriciens,  dit-il,  prétendent  que  chacun 
des  astres  forme  un  monde,  que  l'air  y  entoure  une  Terre,  et  que 
le  tout  se  trouve  au  sein  de  l'éther  illimité.  Les  mêmes  croyances 
sont  rapportées  dans  les  Hymnes  orphiques,  car  ils  font  un  monde 
de  chacun  des  astres.  » 

Cette  assimilation  s'étendait  également  à  la  Lune,  car  le  même 
Stobée  nous  dit  :  «  Héraclide  et  Ocellus  font  de  la  Lune  une  Terre 
entourée  de  nuages.  » 

Celte  analogie,  admise  par  Héraclide,  entre  la  Terre,  la  Lune  et 
les  planètes  devait,  de  l'explication  qu'il  avait  proposée  pour  l'ano- 
malie planétaire,  le  conduire  tout  naturellement  à  l'adoption  d'une 
Astronomie  héliocentrique.  Elle  nous  révèle,  d'ailleurs,  certaines 
influences  qui  ont  dû  le  seconder  en  ce  passage;  elle  nous  montre 


326  PMIÎMIEUIÎ    PAHTIE. 

que  l'Astronome  du  Pont  acceptait  avec  complaisance  certains 
dogmes  pythagoriciens;  l'exemple  de  la  doctrine  astronomique  de 
Philolaiis  a  pu  laider  en  l'élaboration  de  sa  propre  doctrine;  celle- 
ci,  en  effet,  ne  diffère  de  celle-là  que  par  la  substitution  du  Soleil 
à  cette  EjTl'a  longtemps  hypothétique  et  devenue  clairement  inad- 
missible, et  par  la  suppression  de  la  non  moins  inadmissible 
An  ti  terre. 

Dès  lors,  que  l'attribution  de  l'iiypothèse  héliocentrique  à 
Héraclide  du  Pont  soit  due  à  Posidonius  ou  qu'elle  soit  le  fait  d'un 
annotateur  inconnu,  il  n'en  reste  pas  moins  que  cette  attribution 
présente  une  grande  vraisemblance;  nous  ne  saurions,  coiume 
Sir  Thomas  Heath,  en  faire  bon  marché  et  nous  tenir  pour  entière- 
ment assuré  .de  la  priorité  d'Aristarque  de  Samos. 

Le  Traité  d'Aristarque  de  Samos  Sur  les  grandeurs  et  les 
distances  du  Soleil  et  de  la  Lune  présente  une  étrangeté  qui  a  été 
souvent  remarquée.  Sir  Thomas  Heath  nous  parait  avoir  donné,  de 
cette  étrangeté,  l'explication  la  plus  heureuse. 

Dans  ce  Traité,  Aristarque  attribue  à  la  Lune  et  au  Soleil  un  dia- 
mètre apparent  d'un  quinzième  de  signe  (3o°),  partant  de  2".  Une 
telle  valeur  est,  pour  les  deux  astres,  à  peu  près  quadruple  de  la 
valeur  véritable.  Les  moyens  d'observation  les  plus  grossiers  ne 
sauraient  conduire  à  une  évakiation  à  ce  point  erronée. 

Dans  V Arénaire,  Archimède  décrit  un  instrument  propre  à 
mesurer  les  diamètres  apparents  des  objets  très  éloignés;  il  trouve, 
au  moyen  de  cet  instrument,  que  le  diamètre  apparent  du  Soleil 
est  compris  entre  la  cent-soixante-quatrième  partie  d'un  angle 
droit  (Sa'yà")  et  la  deux-centième  partie  du  même  angle  (i';'); 
cette  affirmation  est  parfaitement  exacte,  puisque  le  diamètre 
apparent  du  Soleil  varie  réellement  entre  32'35",t)  et  3i'3i".  Il  est 
surprenant  que  l'on  ait  pu,  au  temps  d'Archimède,  obtenir  y\n 
résultat  d'une  aussi  satisfaisante  précision  et  qu'Aristarque,  en  lu 
même  détermination,  se  soit  trompé  du  siniple  au  quadruple. 

La  surprise  cgusée  parcette  grave  erreurnugmentc  encore  de  cefait 
qu'au  dire  d'Archimède,  en  VArénaire,  Aristar(|ue  avait  (h'ierniiné 
lui-même,  à  l'aide  d'un  instrument  approprié,  le  diamètre  apparent 
du  Soleil,  et  l'avait  trouvé  égal  à  la  sept-cent-vingticme  partie  de 
l'écliptique,  soit  à  3o'  exactement. 

On   ne   saiirail,   d'ailleurs,    pour  cxplicpicr   l'évalunlion  erronée 


GOMPTIiS   lUÎNDUS    lîT   ANALVSKS.  39.7 

qui  entache  le  Traité  d'Aristarque,  invoquer  quelque  altération 
de  manuscrit,  altération  qui  eût  atteint  même  le  texte  dont  Pappus 
a  fait  usage;  tout  le  calcul  développé  au  cours  du  Traité  suppose 
cette  valeur  inexacte  des  diamètres  apparents. 

La  seule  explication  plausible  que  cette  étrangeté  ait  reçue 
jusqu'ici  nous  paraît  être  celle  de  Sir  Thomas  Heath  ;  la  voici  : 

Archimède  nous  dit  qu'Aristarque  avait  découvert  (t'jp-qv.é-cç) 
que  le  diamètre  apparent  du  Soleil  couvrait  à  peu  près  la  sept-cent- 
vingtième  partie  du  zodiaque.  Cette  expression  nous  donne  à 
penser  que  personne,  avant  Aristarque,  n'avait  mesuré  ce  diamètre 
avec  précision  ;  la  tradition  qui  en  attribue  la  détermination  à 
Thaïes  de  Milet  serait  sans  fondement. 

Or  si  Aristarque  est  le  premier  des  Grecs  cjui  ait  su,  à  l'aide 
d'un  instrument  approprié,  déterminer  l'angle  sous  lequel  nous 
voyons  le  Soleil  ou  la  Lune,  est-il  invraisemblable  d'imaginer  qu'il 
n'avait  pas  encore  fait  cette  mesure  lorsqu'il  écrivait  son  Trailé  sur 
les  grandeurs  et  Les  distances  du  Soleil  et  de  la  Lune?  En  com- 
posant cet  Ouvrage,  il  aurait  usé  d'une  valeur  erronée,  mais 
courante  chez  les  Grecs,  de  ces  diamètres  apparents.  Puis,  son 
œuvre  même  ayant  montré  l'extrême  intérêt  que  présentait  la 
connaissance  exacte  de  ces  diamètres,  il  se  serait  lui-même 
ingénié  à  fournir  cette  connnaissance  aux  astronomes  ;  mais  il  aurait 
amené  l'Astronomie  à  l'accomplissement  de  ce  progrès  trop  tard 
pour  que  ses  propres  calculs  eussent  été  à  même  d'en  bénéficier. 

Du  grand  Ouvrage  de  Sir  Thomas  Heath,  deux  pomts  seulement 
ont,  ici,  retenu  notre  attention;  assurément,  ce  n'est  pas  assez 
pour  juger  une  telle  œuvre;  peut-être,  cependant,  cela  suffira-t-il, 
et  nous  le  souhaitons,  pour  montrer  que  ce  Livre  a  sa  place 
marquée  dans  toutes  nos  bibliothèques  publiques,  connue  dans  la 
bibliothèque  de  quiconque  s'intéresse  à  la  pensée  hellénique. 

Pierre  Duhem. 
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ZORETTl  (Ludovic).  —  Leçons  sur  le  prolongement  analytique,  profes- 
sées au  Collège  de  France.  {Collection  de  Monographies  sur  la  Théorie 
des  Fonctions,  publiée  sous  la  direction  de  M.  Emile  Borel.)  i  vol- 
gr.  in-8",  V1-117  pages.  Paris,  Gauthier-V'illars,  1911. 

M.  Zorelti  s'est  proposé,  daos  cet  Ouvrage,  d'étudier  les  fonc- 
tions analytiques  en  se  servant  presque  exclusivement  de  la  défi- 
nition de  Weierstrass.  Les  résultats  obtenus  ainsi  sont  dune  grande 
généralité,  ce  qui  explique  qu'ils  soient  encore  malheureusement 
assez  rares  :  M.  Zoretli,  se  proposant  d'indiquer  l'état  actuel  de  la 
question,  a  dû,  par  conséquent,  signaler  beaucoup  de  questions 
non  encore  résolues,  ainsi  qu'il  en  avertit  lui-même  dans  l'Intro- 
duction. 

Les  questions  traitées  dans  cet  Ouvrage  se  rapportent  au  domaine 
d'existence  des  fonctions  uniformes  et  à  la  façon  dont  ces  fonctions 
se  comportent  au  voisinage  d'un  point  singulier  5  enfin  aux  fonc- 
tions multiformes.  Les  méthodes  à  employer,  et  aussi  les  résultats 
obtenus,  diffèrent  considérablement  suivantla  nature  de  l'ensemble 
des  points  singuliers,  ce  qui  amène  M.  Zoretti  à  établir  quelques 
propriétés  des  ensembles  de  points  qui  ne  se  trouvent  pas  encore 
dans  les  Traités  classiques,  ainsi  que  l'ont  déjà  fait  les  auteurs  de 
presque  toutes  les  monographies  précédentes. 

Cette  étude  forme  la  matière  du  premier  Chapitre  de  l'Ouvrage. 
Nous  y  rencontrons  d'abord  quelques  propriétés  connues  des 
ensembles  fermés;  puis  s'introduit  la  distinction  des  ensembles 
bien  ou  mal  enchaînés,  les  premiers,  qui  sont  toujours  parfaits,  se 
nommant  aussi  continus.  Si  l'on  décompose  un  continu  en  deux 
ensembles  fermés  ayant  un  |)oint  commun  et  un  seul,  ces  deux 
derniers  ensembles  sont  continus;  la  somme  d'une  infinité  dénom- 
brable  d'ensembles  fermés  dont  aucun  ne  renferme  de  portion 
continue  n'en  renferme  pas  non  plus. 

Les  continus  peuvent,  d'après  M.  Cantor,  se  diviser  en  continus 
linéaires  et  superficiels  ;  les  continus  linéaires  ne  se  confondent 
pas  avec  les  courbes  au  sens  de  M.  .lordan;  un  continu  superficiel 
admet  pour  frontière  des  (-ontinus  linéaires,  à  moins  (ju'il  ne  com- 
prenne tout  le  plan.  Passant  aux  ensembles  partout  discontinus, 
l'auteur  montre  que,  si  a  est  un  point  d'un  tel  ensemble,  on  peut 
l'entourer  d'un  contour  simple,  ne  contenant  aucun  autre  point  de 
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l'ensemble,  et  entièrement  intérieur  à  un  cercle  donné  quelconque 
décentrer;  propriété  qui  nest  pas  du  tout  évidente,  comme  on 
le  voit  par  un  exemple.  Enfin,  lattention  se  porte  sur  les  ensembles 
dépendant  d'un  paramètre  :  pour  que  1  ensemble  limite  dun  con- 
tinu (au  sens  indiqué  plus  haut)  fonction  d'un  paramètre  soit  con- 
tinu, il  suffît  que  cet  ensemble  limite  contienne  au  moins  un  point 
qui  soit  limite  de  tous  les  ensembles  donnés. 

Dans  un  deuxième  Chapitre.  M.  Zoretti  aborde  la  notion  de 
fonction  analytique,  d'après  \\  eierstrass,  et  donne  une  définition 
provisoire  de  Tensemble  singulier,  illustrée  de  quelques  exemples; 
cette  définition  nous  montre  tout  de  suite  que  lensemble  singulier 
d'une  fonction  uniforme  est  fermé,  tandis  qu'il  n'en  est  rien  pour 
une  fonction  multiforme  ;  mais  cette  définition  demande  à  être 
précisée,  ce  que  fait  l'auteur.  Les  fonctions  multiformes  amènent 
à  parler  des  surfaces  de  Kiemann  à  une  infinité  de  feuillets,  notion 
due  à  H.  Poincaré  ;  la  définition  de  ces  surfaces  à  la  manière  clas- 
sique, par  des  coupures,  ollre  une  difficulté  intéressante,  étant 
données  surtout  les  conséquences  obtenues  par  M.  Boutrouxdans 
ses  Leçons  sur  les  fonctions  définies  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre. 

Avec  quelques  conventions  de  langage,  il  existe  toujours  une 
fonction  uniforme  admettant  pour  ensemble  singulier  un  ensemble 
fermé  donné;  la  question  analogue  n'est  pas  résolue  pour  les  fonc- 
tions multiformes,  dont  l'ensemble  singulier  se  compose  vraisem- 
blablement d  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  ;  en 
tout  cas.  il  existe  toujours,  sauf  quelques  restrictions,  une  fonc- 
tion multiforme  admettant  un  tel  ensemble  pour  exemple  singu- 
lier. Après  avoir  classé  les  points  singuliers  d'une  fonction  uni- 
forme suivant  la  nature  de  l'ensemble  singulier  dans  leur  voisinage, 
l'auteur  indique  quelques  extensions  des  notions  précédentes  aux 
fonctions  multiformes,  puis  donne  une  définition  des  coupures  de 
telles-  fonctions,  soit  pour  une  branche,  soit  pour  la  fonction  en 
général,  et  annonce  quelques  résultats  paradoxaux  d'après  lesquels 
une  fonction  multiforme  peut  être  à  domaine  d'existence  borné 
sans  qu'aucune  de  ses  branches  admette  de  coupure.  La  notion  de 
domaine  d'indétermination  permet  de  distinguer  les  points  singu- 
liers «  transcendants  ordinaires  »,  pour  lesquels  le  domaine  d'indé- 
termination est  un  point,   des  points   '<  transcendants  essentiels  ». 
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A  la  suite  de  Poincaré,  qui  a  employé  ce  moyen  dans  sa  démons- 
tration du  théorème  sur  Taniformisation  des  fonctions  analytiques, 
nous  rencontrons  une  généralisation  de  la  notion  de  prolongement 
analytique,  permettant  de  traiter  les  points  critiques  algébriques 
et  les  pôles  comme  des  points  réguliers.  Ce  théorème  de  Poincaré 
pose,  d'ailleurs,  une  question  intéressante.  Si  Ton  se  donne  deux 
fonctions  analytiques  uniformes  quelconques 


la  fonction  multiforme 


que  l'on  en  déduit,  par  élimination  de  /.  peut  être  plus  générale 
que  la  correspondance  définie  par  nos  fonctions  de  /;  cela  arrive 
si,  par  exemple, 


o  = 


ivo 

= 

?  (  'o }, 

*0 

= 

^(?u), 

«1 

= 

■■?(^i), 

-1 

= 

•M^i): 

cette  fonction  étant  à  domaine  d'existence  borné  et  à  valeurs  aussi 
bornées  ;  il  peut  encore  arriver,  si  les  fonctions  'j  et  6  ont  des  cou- 
pures, qu'il  n'existe  pas  de  chemin  permettant  de  passer,  par  pro- 
longement analytique  de  la  fonction  iv  =i  f  (z),  du  point 


ponit 


les  fonctions  o  et  J;,  déterminées  par  Poincaré,  échappent  à  ces 
deux  inconvénients,  et  sont  donc  particulières. 

Quittant  les  généralités  pour  l'étude  des  fonctions  entières,  le 
Chapitre  III  nous  oflTre  dabord  une  intéressante  démonstration  du 
théoième  de  Weierstrass  sur  lindéterniination  à  l'infini  de  ces 
fonctions  ou  lindéterniination  des  fonctions  uniformes  au  voisi- 
nage duii  point  singulier  essentiel  isolé,  démonstration  s'appuvant 
uniquement  sur  la  notion  de  prolongement  analyti(jue  ;  le  théorème 
de  M.  l^card  ne  semble  malheureusement  pas  pouvoir  se  démon- 
trer de  la  même  façon.  Ce  théorème  de  Weierstrass  s'étend  aux 
fonctions  admettant  un  ensemble  d('noml)ral)le  de  p<jints  singuliers 
isolés,  pour  les  points  limites  de  cet  ensemble. 
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Dans  le  Chapitre  IV,  nous  abordons  les  fonctions  présentant  un 
ensemble  parfait  discontinu  de  singularités.  M.  Painlevé  a  étendu 
le  théorème  de  Weierstrass  aux  fonctions  présentant  un  tel 
ensemble  de  points  singuliers  pouvant  de  plus  être  enfermé  dans 
des  contours  dont  la  somme  des  longueurs  est  infiniment  petite  ;  si 
la  somme  des  longueurs  est  finie,  les  points  singuliers  ne  peuvent 
être  transcendants  ordinaires.  Enfin  l'auteur  fait  l'historique  d'un 
essai  d'extension  à  des  cas  plus  généraux,  suggéré  d'abord  par 
M.  Painlevé,  puis  tenté  par  lui-même,  et  qui  était  certainement 
prématuré,  comme  l'a  montré  un  exemple  dû  à  M.  Pompeiu  et 
repris  par  M.  Denjoy. 

M.  Zoretti  étudie  au  Chapitre  V  les  fonctions  à  lignes  singu- 
lières, et  montre  par  quelques  exemples  la  diversité  des  circons- 
tances |)Ossibles  ;  il  signale  la  question  de  savoir  si  une  fonction 
holomorphe  dans  une  aire,  sauf  |)eut-être  sur  une  ligne  intérieure 
à  cette  aire,  et  continue  dans  toute  l'aire,  est  holomorphe  sur  la 
ligne,  question  non  encore  résolue  lorsqu'on  donne  au  mot  «  ligne  » 
son  sens  le  plus  général. 

Enfin,  dans  le  sixième  Chapitre,  M.  Zoretti  étudie  les  fonctions 
multiformes  inverses  de  fonctions  uniformes,  et  montre,  d'après 
M.  Painlevé,  que  si  la  fonction  uniforme  (v^/'(c)  n'a  pas  de 
coupures,  la  fonction  :■  {(v)  n'a  pas  de  points  transcendants  essen- 
tiels. La  notion  de  domaine  d'indétermination  suivant  une  ligne  lui 
permet  de  donner  des  critères  pour  caractériser  diverses  sortes  de 
points  singuliers.  Il  fait  quelques  réserves  sur  les  propositions  don- 
nées par  M.  Boutrouxdans  son  Mémoire  Sur  /es fonctions  inverses 
de  fonctions  entières,  el  s'ip^aXt  quelques  résullsis  de  MM.  Lin- 
deliif,  Miltag-Leffler,  Malmquist,  Phragmen  sur  l'étude  d'une  fonc- 
tion entière  sur  une  ligne. 

En  note  se  trouvent  quelques  exemples  relatifs  aux  coupures  des 
fonctions  uniformes. 

La  difficulté  des  questions  traitées  dans  cet  Ouvrage  tient  à  ce 
que  nous  sommes  dans  le  cas  le  plus  général  :  d'où  un  grand 
nombre  de  circonstances  paradoxales.  M.  Zoretti  a  fait  une  expo- 
sition intéressante  de  cette  théorie,  si  utile  dans  toutes  les  ques- 
tions où  interviennent  les  fonctions  analytiques. 

(i.   GlUAUD. 
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PLA.TRIER  (Lieutenant  Ch.)-  —  Sur  les  mineurs  de  la  fonction  déter- 
minante DE  FreDHOLM  et  sur  LES  SYSTÈMES  d'ÉQUATIONS  INTÉGRALES 
LINÉAIRES.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  pour 
obtenir  le  grade  de  docteur  es  sciences  mathématiques,  soutenue  le 
8  avril  igiS.  i  vol.  in-4,  iii-jB  pages.  Paris,  Gauthier-Viilars,  igiS. 

Le  Mémoire  fondamental  de  Fredholm  paru  en  1900  a  pro- 
voqué un  très  grand  nombre  de  recherches,  dont  quelques-unes 
ont  donné  naissance  à  des  méthodes  qui,  au  premier  abord, 
paraissent  fort  éloignées  de  la  méthode  de  Fredhohn.  En  parti- 
culier, la  théorie  des  nojaux  orthogonaux  a  permis  de  faire  l'étude 
complète  de  la  résolvante  dans  le  domaine  d'un  pôle,  en  n'em- 
pruntant aux  travaux  de  Fredholm  que  le  résultat  essentiel,  qui 
peut  d'ailleurs  s'établir  de  bien  dautres  façons.  Dans  la  première 
Partie  de  son  travail,  M.  Plâtrier  s'est  proposé  de  rattacher  ces 
résultats  aux  propriétés  des  mineurs  de  Fredholm.  Par  une  géné- 
ralisation élégante  d'une  propriété  bien  connue  des  déterminants, 
il  parvient  à  exprimer  un  mineur  d'ordre  quelconque  q  par  un 
déterminantd'ordre  q  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  D(a).  En  combinant  la  lornuile  ainsi  obtenue  avec  la 
théorie  des  nojaux  orthogonaux,  il  montre  aisément  comment  on 
peut  trouver  l'ordre  des  pôles  des  différents  noyaux  canoniques 
relatifs  à  une  valeur  singulière  c,  en  considéi'ant  l'ordre  de  multi- 
plicité du  facteur  À  —  c  dans  les  mineurs  successifs  de  D  ().). 
Complétant  l'analogie  déjà  signalée  par  différents  auteurs  avec  la 
théorie  des  diviseurs  élémentaires,  il  montre  que  les  ordres  des 
pôles  des  résolvantes  canoniques  sont  les  exposants  des  divi- 
seurs élémentaires  de  la  déteiminante. 

L'étude  de  la  partie  principale  de  la  résolvante  dans  le  domaine 
d'un  pôle  a  conduit  à  introduire  certaines  fonctions,  appelées 
Jonctions  principales^  dont  les  fonctions  fondamentales  ne  sont 
(ju'un  cas  particulier.  La  détermination  de  ces  fonctions  exige  la 
résolution  d'un  système  d'équations  intégrales  homogènes  ;  et  ce 
système  se  ramène,  comme  l'a  montré  Fredholm,  à  une  é(|ualion 
unique.  En  développant  les  calculs,  M.  Plâtrier  a  pu  obtenir 
l'expression  explicite  des  fonctions  principales  au  moyen  de  for- 
mations analytiques,  analogues  aux  mineurs  de  Fredholm. 

La  seconde  Partie  du  travail,   la  plus  originale,  est  consacrée  à 
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des  problèmes  tout  différents.  L'Auteur  s'j  est  proposé  de  pour- 
suivre les  recherches  récentes  de  M.  Picard  sur  les  équations 
intégrales  de  troisième  espèce.  Soient  k{x,y)  un  noyau  borné  et 
intégrable^  f{x)  une  fonction  de  même  nature  dans  l'intervalle 
(o,  i),  a  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un,  p  un  nombre 
positif,  E  le  champ  obtenu  en  retranchant  de  l'intervalle  (o,  i) 
l'intervalle  [a —  s,  a  +  r|),  z  et  Tj  étant  deux  nombres  positifs 
très  petits.  L'équation  intégrale 


.,     ,       .     f    K(x.  s)    , 
o{x)  =  f{x)-{-\l      -. r^  ds 


a  une  solution  ^{x,  a;  t,  r, ),  dont  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
lorsque  z  et  'i\  tendent  vers  zéro.  Les  recherches  de  M.  Picard, 
dans  le  cas  particulier  de/?=  i,  avaient  conduit  à  cette  conclusion 
inattendue  que  la  limite  dépend  homographiquement  d'une  cons- 
tante C,  égale  à  la  limite  du  rapport  log  (  -  )  •  Pieprenant  cette 
étude  pour  une  valeur  quelconque  de  /?,  M.  Plâtrier  montre 
d'abord  que  la  résolvante  a  une  limite  parfaitement  déterminée 
lorsque />  est  inférieur  à  un,  pourvu  que  kîx^y)  soit  borné  et 
intégrable.  Dans  ce  cas,  du  reste,  la  solution  de  Fredholm  est 
directement  applicable. 

Si/>  est  supérieur  à  un,  on  doit  supposer  que  A"  ei  f  sont  des 
fonctions  holomorphes.  Pour  trouver  la  limite  de  ^{x,  À;  s,  Tj) 
lorsque  z  et  Tj  tendent  vers  zéro,  il  est  nécessaire  de  connaître  la 
partie  principale  de  chaque  terme  de  la  fraction  qui  représente  la 
solution  donnée  par  la  formule  de  Fredholm.  Si/»  n'est  pas  un 
nombre  entier,  celte  limite  est  bien  déterminée;  mais  si  p  est  un 
nombre  entier,  l'intégration  introduit  un  logarithme  et  la  limite 
dépend    homographiquement    d'un   paramètre  C= /sin  log  (  -  j  , 

comme  dans  le  cas  de  M.  Picard. 

Dans  un  ordre  d'idées  un  peu  analogue,  M.  Plâtrier  étudie 
ensuite  certaines  équations  intégrales  dans  le  domaine  complexe, 
considérées  déjà  dans  un  cas  particulier  par  M.  Lalesco.  Quand 
on  fait  varier  le  chemin  d'intégration,  la  solution  dépend  d"un  ou 
plusieurs  nombres  entiers,  dont  elle  est  une  fonction  rationnelle. 
Tous  ces  résultats  sont  encore  susceptibles  de  généralisations 
étendues,  indiquées  par  l'Auteur  à  la  fin  de  son  travail. 

LaPx. 
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STUDY(E.).  —  VORLESUNGEN  i'BER  AL'SGEWAHLTE  GeGENSTANDE  DER  GEOME- 
TRIE, Zvveites  Heft  :  Kon forme  Abbildang  einfach-zusamnienhàn- 
gender  Bereiche,  herausgegeben  unter  Mitwirkung  von  W.  Blaschke. 
I  vol.  in-8'>,  avec  4^  figureâ,  vu-rj^  pages.  Leipzig  und  Berlin,  B.  G. 
Teubner,   igiS. 

La  représentation  conforme  est  une  question  essenUellement 
géométrique,  elle  l'est  par  son  origine  et  par  son  énoncé;  elle  l'est 
aussi  par  le  nombre  et  l'intérêt  des  questions  de  géométrie,  même 
élémentaire,  qui  s  v  rattachent.  Par  contre,  si  Ton  se  pose  le  pro- 
blème d  une  façon  générale,  il  se  trouve  identique  à  un  des  pro- 
blèmes essentiels   de   l'Anaivse  :   la  détermination  d'une  fonction 

.y 

analytique  par  ses  valeurs  sur  un  contour.  Le  Livre  de  M.  Study 
s'est  ressenti  de  cette  double  parenté;  quoique  consacré,  en  prin- 
cipe, à  un  sujet  de  Géométrie,  il  comporte  toute  une  première 
Partie  purement  analytique,  de  cette  analyse  spéciale  des  tliéo- 
rèmes  d'existence  que  M.  Volterra  appelle  la  Phvsique  mathéma- 
tique de  première  espèce.  Une  deuxième  Partie,  quelques  para- 
graphes exceptés,  a  une  allure  plus  concrète  ;  elle  est  même 
accompagnée  de  figures  qui  ne  sont  pas  seulement  des  schémas. 
Pour  tout  théorème  d'existence,  il  importe  de  bien  préciser  les 
termes  de  renoncé;  un  premier  Chapitre  est  donc  consacré  à  la 
définition  d'un  domaine  d'un  seul  tenant^  simplement  connexe; 
cette  défir)ition  est  même  étendue  aux  domaines  d'une  surface  de 
Riemann.  La  pro[)osition  fondamentale  est  alors  :  on  peut  trouver 
une  transformation  biunivoque,  partout  continue,  et  conforme 
(conservant  les  angles),  qui  fasse  correspondre  aux  points  inté- 
rieurs à  un  domaine  donné,  d'un  seul  tenant  et  simplement 
connexe  :  soit  (A)  la  totalité  des  points  d'une  sphère,  soit  (B) 
l'ensemble  de  ces  points  moins  un,  ou  encore  la  totalité  des  |)oinls 
du  plan  complexe,  soit  enfin  (C)  l'ensemble  des  points  intérieurs 
à  un  cercle  de  rayon  i.  On  sait  qu'il  suffit  pour  cela  de  montrer 
l'existence  d'une  fonction  analytique  w  ^f(z),  définie,  par 
exemple,  dans  le  cas  (C)  pour  |  ^  |  <<  • ,  et  dont  les  valeurs  tv  sont 
tous  les  points  intérieurs  au  domaine  donné.  Le  cas  (\)  se  dis- 
tingue des  deux  autres  par  une  simple  considération  LVanalysis 
situs;  il  suffit  de  chercher  si  le  domaine  est  clos  ou  non  (avec  ou 
siiii'^   (routière).    Le   cas  (13)   est  aussi   distinct  du    cas  (C),    car, 
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d'après  le  théorème  de  Liouville  sur  les  fonctions  entières,  il  est 
impossible  de  faire  la  représentation  conforme  d'un  cercle  sur  la 
totalité  d'un  plan. 

La  démonstration  complète  de  la  proposition  fondamentale 
est  de  date  récente,  elle  a  été  donnée  simultanément  j)ar  H.  Poin- 
caré  (Acta  mathematica^  1907)  6t  M.  P.  Koebe  [GotL.  jYachr., 
190-);  c'est  la  démonstration  de  ce  dernier  qu'a  exposée 
M.  Study  (Chap.  II,  III,  IV ).  La  représentation  conforme, 
dont  l'existence  est  ainsi  démontrée,  nest  valable  que  pour  les 
points  intérieurs  aux  deux  domaines;  on  peut  se  demander  ce 
qu'elle  devient  pour  les  points  des  frontières.  Celte  question  est 
évidemment  liée  à  létude  d'une  série  de  Taylor  sur  son  cercle  de 
convergence;  M.  Study  j  consacre  quatre  Chapitres  et  se  sert 
pour  ce  sujet  de  la  définition  de  l'intégrale  de  M.  Lebesgue  et 
d'un  très  intéressant  théorème  de  M.  Fatou  sur  les  points  singuliers 
du  cercle  de  convergence. 

Plusieurs  Chapitres  (IX  à  XIV)  sont  ensuite  consacrés  à  la 
représentation  conforme  de  polygones  plans,  et  de  domaines  con- 
vexes (au  sens  de  Mmkovvski).  Pour  les  polygones,  la  représenta- 
lion  est  donnée,  dans  le  cas  le  plus  général,  par  les  intégrales  bien 
connues  de  Schwarz  cl  Christoffel;  pour  les  domaines  convexes  la 
démonstration  de  la  loi  d'existence  est  beaucoup  simplifiée.  Une 
liaison  entre  les  deux  cas  est  fournie  par  la  notion  de  la  Stutzivin- 
kel/unction,  correspondance  entre  les  tangentes  aux  frontières 
des  deux  domaines.  Les  discontinuités  de  cette  (onction,  étudiées 
d'après  les  méthodes  de  Stieltjes,  permettent  de  distinguer  entre  les 
domaines  elliptique^  hyperbolique,  parabolique.  Ces  cinq  Cha- 
pitres forment  la  partie  élémentaire  du  Livre;  celle-ci  est  complétée 
par  quelques  exemples  traités  dans  le  dernier  Chapitre  (§  16). 

Deux  Chapitres  (XIV  et  XV)  font  un  peu  exception  au  carac- 
tère élémentaire  de  celle  seconde  Partie.  Quelques-unes  des 
recherches  de  MM.  Landau  et  Caratheodory  sur  les  généralisations 
du  théorème  de  M.  Picard  peuvent  s'interpréter  par  des  propriétés 
de  la  i-eprésentatiou  conforme,  notamment  sur  la  largeur  minimum 
«l'une  surface  convexe,  image  d'un  cercle  (Chap.  XI\  ).  Dans  le 
Chapitre  XV,  M.  Study  expose  comment  M.  Koebe  a  pu  généraliser 
ce  théorème  pour  la  représentation  conforme  de  deux  domaines 
quelconques  (  Verzerrungssalz). 
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L'auteur  n'a  pas  voulu  épuiser  toutes  les  questions  relatives  au 
sujet  traité.  Il  n'v  a  que  quelques  indications  sur  le  cas  des 
domaines  d'une  surface  de  Riemann.  De  nombreuses  applications 
élémentaires  ont  été  également  volontairement  écartées  et  certaines 
démonstrations  ont  été  seulement  esquissées  avec  des  renvois  au 
Traité  d'Osgood,  Lehrbuch  der  F unktionentheorie . 

J'ai  vu  avec  plaisir  que  dans  ce  Traité,  sur  une  question  assez 
étendue,  il  n'y  avait  pas,  omme  dans  d'autres  Livres  similaires, 
abus  de  théorèmes;  simplement  19  énoncés,  convenablement 
choisis  et  bien  mis  en  évidence  typographiquement,  il  me  semble 
que  pour  le  lecteur  c'est  un  gros  avantage;  je  ne  veux  pas  dire, 
bien  entendu,  que  ce  soit  là  le  seul  mérite  du  Livre;  le  nom  de 
l'auteur  n'est-il  pas  à  lui   seul   un  sûr  garant  de  l'excellence  de 

l'œuvre? 

A.  ChÀtelet. 


BOURLET  (Carlo).  —  Cours  de  Mathématiqies.  Éléments  d' Analyse 
et  de  Géométrie  analytique,  à  l'usage  des  élèves  architectes  et 
ingénieurs.  Deuxième  édition,  entièrement  refondue.  Un  vol.  in-8, 
vi-252  pages.  Paris.  Gauthier-Viliars,  1913. 

Les  quatre  premiers  Chapitres  de  cet  Ouvrage  contiennent  le 
développement  complet  du  programme  des  Eléments  d^ Analyse 
et  de  Géométrie  analytique  dont  la  connaissance  est  exigée  des 
candidats  à  l'Ecole  nationale  des  Beaux-Arts,  Section  d'Archi- 
tecture. 

Le  Chapitre  V  traite  des  rudiments  du  Calcul  intégral  qui 
servent  d'introduction  au  Cours  de  Théorie  de  la  Résistance  des 
matériaux,  que  M.  Carlo  Bourlet,  dont  la  Science  déplore  la  perle 
si  prématurée,  professait  à  l'Ecole  des  Beaux-Arts. 

La  lecture  du  Chapitre  VI  (Notions  de  Géométrie  analytique  à 
trois  dimensions)  pourra  être  très  utile  aux  architectes  désireux 
de  compléter  leur  éducation  mathématique. 

Le  Volume  de  M.  Carlo  Bourlel  constitue  un  ensemble  homo- 
gène des  principales  notions  de  Alathéniatiqucs  supérieures  indis- 
pensables aux  élèves  ingénieuis  de  toutes  catégories. 

E...  L. 
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R  V.MSH^Y  (A.  S.).  —  A  Trkatisk  on  HydrO-mechanics  (Hydromechanics 
by  W.-H.  Besant  aiid  A. -S.  Ramsey).  Part  II,  Hvdkodvnamics,  i  vol, 
iii-S.  \iii-36o  pages.  London,  W.-H.  Bell  and  Sons,  igiS. 

Henri  I\)iiicaré  a  cent  :  «  Les  Français  trnilent  la  Mécanique 
comme  une  science  niathcmalique  ;  les  Anglais  la  Iraitent  comme 
une  science  expérimentale.  »  Tandis  que  nombre  de  Français 
sefl'orcenl  à  rendre  à  la  Mécanique  son  caractère  de  science 
plivsique,  les  Anglais  auraient-ils  pris  la  fâcheuse  détermination 
de  la  rendre  purement  mathématique?  L'Ouvrage  que  nous  avons 
sous  les  veux  pourrait  le  faire  craindre. 

Si  l'on  souhaite  un  Li\re  où  les  théories  purement  mathématiques 
auxquelles  donne  lieu  IH  vdrodynamicjue  élémentaire  soient 
exposées  avec  précision,  avec  clarté,  avec  élégance  ;  si  l'on  désire 
une  ample  collection  de  j)rol)lèmes  à  laide  desquels  l'élève  puisse 
s'exercer  aux  jeux  algébriques  que  suggèrent  ces  théories,  on  trou- 
vera tout  cela  dans  \ Ilydrodynamics  de  M.  A. -S.  Ramsej.  Le 
déclarer  n'est  pas  faire  de  ce  L.ivre  un  mince  éloge;  il  n'est  |)as 
donné  à  tout  le  monde  de  |)résenter  ces  doctrines  sous  une  forme 
aussi  aisée. 

En  revanche,  il  ne  faut  point  demander  à  ce  traité  les  aperçus 
qui  seraient  surtout  capables  d'intéresser  les  physiciens. 

L'un  des  titres  de  gloire  des  maîtres  de  la  Science  britannique, 
des  Stokes,  des  Lord  Kelvin,  des  P. -G.  Tait,  des  Lord  Ravleigh, 
est  d'avoir  insisté  sur  le  rôle  essentiel  que  les  actions  de  viscosité 
jouent  dans  toute  la  Mécanique,  mais,  particulièremenl,  dans  la 
Mécanique  des  fluides.  Or,  l'auteur  se  borne  à  dire  que,  pour  ne 
pas  introduire  de  complications  dans  un  exposé  élémentaire  de 
1  Hydrodynamique,  il  est  nécessaire  de  faire  abstraction  de  ces 
forces.  Encore  que  cette  affirmation  soit  incontestable,  peut-être 
la  trouvera- t-on  un  peu  sommaire. 

Le  choix  de  la  relation  supplémentaire  qui  établit  une  équation 
entre  la  pression,  la  densité  et  la  température,  est  une  (pieslion 
de  l'Iivsique  dont  la  solution  inilue  grandement  sur  toute  la  marche 
du  proI)lème  hydrodynamique.  Se  contentera-t-on  de  la  brève 
indication  que  nous  donne  le  n"  23? 

A  négliger  ainsi  les  discussions  de  principes  qui  ressorlissent  à 
la  l'Iivsique,   ne  risque-t-on  pas,   bien  souvent,   de  consacrer  ses 

liull.  des  Sciences  mtitliém.,  2'  série,  t.  WXVII.  (Novembre  191'^.)         22 
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efforts  à  résoudre  des  problèmes  qui  ne  sont  mécaniques  que  |»ar 
le  nom,  car  ils  ne  corresjaondent  à  aucun  mouvement  réel  ? 

Au  Chapitre  Vl,  par  exemple,  l'auteur  traite  du  réi^iinc  per- 
manent d'un  courant  liquide  qui  rencontre  un  obstacle.  Fort 
justement,  il  montre  que  les  vitesses  ne  peuvent,  en  général,  être 
distribuées  d'une  manière  continue  au  sein  de  la  masse  fluide; 
celle-ci  doit  être  divisée  par  des  surfaces  de  glissement;  sinon,  on 
pourrait  être  conduit  à  des  résultats  absurdes,  tels  que  des  valeurs 
négatives  de  la  pression. 

Au  Chapitre  suivant,  l'auteur  étudie  le  mouvement  d'un  solide 
dans  un  liquide.  Complètement  oublieux  de  ce  que  lui  a  a|)pris 
l'étude  de  la  rencontre  d'un  jet  liquide  avec  un  obstacle,  il  suppose 
que  la  distribution  des  vitesses  est  continue  dans  toute  la  masse 
liquide  ;  cette  supposition  lui  parait  tellement  naturelle  et  forcée 
qu'il  ne  l'énonce  même  pas. 

11  traite,  tout  d'abord,  le  cas  où  le  solide  mii  dans  le  licpiide  esl 
une  sphère.  11  parvient  naturellement  (p.  i  55)  au  célèl)re  paradoxe 
de  Dalembert  :  «  Si  la  sphère  se  meut  avec  une  vitesse  uniforme. . . 
la  résistance  au  mouvement  sera  égale  à  zéro.  Cela  est  contraire  à 
l'expérience  ;  les  liquides  qui  se  rencontrent  dans  la  nature  ne  sont 
donc  pas  des  fluides  parfaits.  »  Il  montre,  en  outre,  que  si  la 
vitesse  dont  la  sphère  est  animée  surpasse  une  certaine  limite,  la 
pression  prend,  au  sein  du  liquide,  des  \aleurs  négatives. 

Il  est  donc  prouvé  que  l'hjpolhèse  de  la  continuité  des  vitesses, 
sur  laquelle  toute  cette  analyse  est  fondée,  conduit  à  des  résultais 
inadmissibles;  pour  un  physicien  la  cause  est  entendue;  il  est 
inutile  de  poursuivre  plus  longtemps  les  conséquences  tie  celle 
hypothèse  ;  il  faut  reprendre  sur  nouveaux  frais  la  théorie  du  mou-  i  • 
vement  d'un  solide  dans  un  li([ui(le,  en  admettant  que  la  vitesse  f* 
de  ce  dernier  peut  être  discontinue  le  long  de  certaines  surfaces. 

Ce  n'est  pas  ce  que  fait  M.  Ramsey.  A  partir  des  mêmes  prin-    jL 
cipes  qui   lui  ont  servi   à  traiter  le  mouvement  de  la  sphère,  il 
étudie   le    mouvement  d'autres    solides,   (^e  sont    assurémeiil    d' 
beaux  problèmes  de  Mathémati<pu's  (pTil   ii'soul   ainsi,   cl   il    hs 
résout  avec  une  grande  élégance;    nuiis  ce  ne  sont  plus  (pie  pro-    »u 
blêmes  d'Algèbre,   dont  on   sait  d'avance   qu'ils  ne  peu\ent  avoir   W 
aucun  sens  physique.   On  dira  peut  t'ire  (pie  le  gé(uuèlre  est  jiicii 
libre  de  tiaiter  ces  problèmes  exerciiiitioiiis  ^/ad//;  il   esl  vrai, 
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mais  à  la  condition  de  ne  les  point  donner  comme  problèmes 
d'Hjdrodjnamiqiic,  de  Mécanique;  car,  ce  faisant,  il  induit  eu 
erreur  le  physicien  qui  accepterait  ses  solutions  sans  discuter  les 
principes  d'où  elles  sont  issues. 

Si  M.  Piamsej  suit,  en  l'étude  de  rHjdrodynamique,  celle 
méthode  de  géomètre  insoucieux  des  réalités  physiques,  ce  n'est 
pas,  cependant,  qu'il  ait  trop  fréquenté  les  auteurs  français.  C'est 
bien  rarement  qu'il  cite  ces  derniers,  même  les  plus  grands.  Si 
Newton  est  cité  (p.  33 1)  comme  auteur  d'une  formule  inexacte  de 
la  vitesse  du  son,  le  nom  de  Laplace  ne  se  trouve  pas  auprès  de  la 
formule  exacte.  Poisson  est  cité  une  seule  fois,  à  propos  de  la 
propagation  des  ondes  planes  d'amplitude  finie.  Il  est  d'autres 
noms,  celui  de  M.  Boussinesq  par  exemple,  qu'on  chercherait  en 
vain  en  ce  traité  d'Hydrodynamique. 

En  dépit  de  ces  quelques  critiques,  reconnaissons  que  cet 
Ouvrage  rendra  de  grands  services  à  ceux  qui  y  chercheront  ce 
que  l'auteur  a  voulu  y  mettre  :  Des  problèmes  d'Algèbre  énoncés 
dans  le  langage  de  l'Hydrodynamique. 

PlERUE  DuHEM. 


GUICM.VKD  (G.).  —  Pkoulèmes  de  Mécvniqle  et  Cours  de  Cinéma- 
tique. Conférences  faite  en  1912  aux  candidats  au  Ceitificat  de  Méca- 
nique rationnelle.  Rédaction  de  IMM.  Dautrv  et  Desciiamps.  {Cours  et 
Conférences  delà  Sorboniie,  publiés  par  l'Association  générale  des 
Etudiants  de  Paris.)  i  vol.  grand  in-S",  iv-i56  pages.  Paris,  A.  Her- 
rnaun  et  fils,   1918. 

MM.  Daulry  et  Deschamps  ont  rédigé  dans  ce  Livre  les  Confé- 
rences faites  en  191  2  j)ar  M.  C.  Guichard  aux  candidats  au  Certi- 
ficat de  Mécanique  rationnelle.  La  première  Partie  de  l'Ouvrage 
(Chapitres  1  à  IV)  est  consacrée  à  l'exposé  de  problèmes  et  exer- 
cices sur  l'ensemble  tout  entier  du  Cours  de  Mécanique  ration- 
nelle. La  seconde  Partie  (Chapitres  V  et  \  1)  e^t  un  Coui^s  de  Ciné- 
matique. 

Il  est  indispensable  à  l'étudiant  qui  veut  posséder  àfond  un  Cours 
comme  celui  du  (Certificat  de  Mécanique,  de  s'être  exercé  sur  de 
nombreux  exemples  :  on  n'a  bien  couij)ris  \ei  ihéorèmes  généraux 
que  lors(|u'on  sait  les  appliquer  à  des  cas  particuliers.  D'où  l'intérêt 
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qui  s'attache  aux  recueils  de  problèuies  sur  les  cours  classiques. 
Les  problèmes  traités  par  M.  Guichard  se  reconimatulent  tanl  par 
leur  intérêt  propre  et  leur  variété  que  par  la  nouveauté  de  certains 
d'entre  eux. 

M.  C.  Guicliard  commence,  dans  le  Chapitre  1,  par  des  pro- 
blèmes simples  relatifs  à  la  Cinématique  plane  :  l'élude  du  mouve- 
ment d'un  plau  sur  un  plan,  les  propriétés  du  centre  ir)slantané, 
de  la  base  et  de  la  roulette,  dans  certains  cas  particuliers,  sont 
fécondes  en  exercices  intéressants,  non  seidement  au  point  de  vue 
mécanique,  mais  aussi  au  point  de  vue  géométrique.  Viennent 
ensuite,  dans  le  Chapitre  II,  la  cinématique  du  corps  solide,  soit 
mobile  autour  d'un  point  fixe,  soit  dans  son  mouvement  général, 
et  l'étude  du  mouvement  d'un  trièdre  dont  le  sommet  décrit  une 
courbe  gauche,  ses  trois  arêtes  étant  respectivement  la  tangente,  la 
normale  principale  et  la  binormale. 

La  djnamique  du  point  et  la  géométrie  des  masses  fournissent, 
dans  le  Chapitre  111,  des  exercices  plus  variés  :  détermination  de 
courbes  telles  qu  un  point  se  déplaçant  sur  elles  satisfasse  à  cer- 
taines conditions;  mouvement  d'un  projectile  avec  résistance  de 
milieu  proportionnelle  à  la  vitesse;  mouvement  d'un  point  soumis 
à  certaines  forces  données,  telles  qu'une  force  centrale  fonction 
particulière  de  la  distance.  La  géométrie  des  masses,  l'étude  du 
centre  de  gravité  et  des  moments  d'inertie  donnent  lien  à  un  pro- 
blème utile  en  résistance  des  matériaux.  Signalons  aussi  larec  heiche 
du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  chaînette,  et  celle  du  moment 
d'inertie  d'un  tétraèdre  régulier  par  rapport  à  une  de  ses  arêtes. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  des  problèmes  concernant  la 
Dynami([ue  des  systèmes,  et  dont  [)lusieurs  ont  été  proposés  aux 
examens  dans  différentes  Facultés.  Dans  ce  Chapitre,  rAuteiir 
utilise  fréquemment,  à  côt(''  des  théorèmes  élémentaires  généraux, 
la  méthode  des  équations  de  Lagrange.  Disons  aussi  que,  pour  ne 
négliger  aucune  application  importante,  il  traite  quelques  pro- 
blèmes relatifs  à  l'écjuilibre  des  systèmes  avec  (ils,  et  à  l'eirel  d'une 
percussion. 

Les  deux  derniers  Chapitres  du  Livre  forment  un  Cours  d<!  Ciné- 
mali(pie  g<-nérale,  (pic  M.  (^.  (îiiichard  divise  en  trois  |)aiiies  :  ciné- 
mat  i(|iic  (In  point,  cinématique  du  corps  solide  et  tlu-oric  des 
mouvements  lelatils. 
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La  cinémalique  du  point  repose  essenliellemenl  sur  la  considé- 
ration des  deux  vecteurs  vitesse  et  accélération.  L'Auteur  com- 
mence par  éludier  la  vitesse  et  donne  le  calcul  de  ses  projections 
en  coordonnées  cartésiennes  et  en  coordonnées  polaires.  Il  passe 
ensuite  à  l'accélération  qu'il  définit  au  moyen  de  l'Iiodograplie  :  il 
en  détermine  les  composantes  tangentielle  et  centripète,  d'abord 
géométriquement,  ptiis  analjtiquement  au  moyen  des  formules  de 
Serret-Frenet.  11  donne  les  projections  de  l'accélération  en  coor- 
données polaires,  et  termine  en  définissant  les  accélérations  d'ordre 
supérieur. 

Après  la  cinématique  du  point,  vient  celle  du  corps  solide  ou 
système  invariable.  On  trouvera,  tout  d'abord,  l'étude  des  trois 
mouvements  simples  fondamentaux  :  translation,  rotation  et  mou- 
vement hélicoïdal,  avec  la  détermination,  dans  chaque  cas,  des 
vitesses  des  différents  points  du  corps.  Vient  ensuite  l'étude  com- 
plète et  détaillée,  tant  au  point  de  vue  géométrique  qu'au  point  de 
vue  analytique,  du  mouvement  dun  plan  sur  un  plan,  avec  toutes 
les  propriétés  du  centre  instantané  de  rotation  et  des  deux  courbes, 
base  et  roulette,  dont  le  roulement  Tune  sur  l'autre  peut  servir  à 
définir  le  mouvement.  Cette  théorie  est  riche  en  applications  géo- 
métriques :  M.  C.  Guichard  propose,  comme  exemples,  l'étude  des 
conchoïdes,  podaires,  dévelopjiantes  et  développées,  cycloïdes  et 
épicvcloïdes.  11  termine  l'exposé  du  mouvement  d'un  plan  sur 
un  plan  par  la  détermination  du  cercle  des  inflexions^  lieu  des 
points  du  plan  mobile  pour  lesquels  la  composante  normale  de 
l'accélération  est  nulle. 

11  passe  ensuite  au  mouvement  d'un  corps  solide  ayant  un  point 
fixe,  et  le  ramène  au  roulement  de  deux  cônes  l'un  sur  l'autre  ; 
et,  enfin,  au  mouvement  le  plus  général  d'un  solide,  qui  peut 
être  considéré  à  chaque  instant,  au  point  de  vue  des  vitesses, 
comme  un  mouvement  hélicoïdal,  et  dont  on  a  une  représentation 
géométrique  en  imaginant  une  surface  réglée  liée  au  solide,  et  qui 
roule  en  glissant  sur  une  surface  réglée  fixe  à  laquelle  elle  est  tan- 
gente tout  le  long  d'une  génératrice,  qui  est  l'axe  instantané  du 
mouvement  hélicoïdal. 

Pour  achever  la  Cinématique,  il  reste  à  étudier  les  changements 
du  système  de  comparaison,  c'est-à-dire  la  théorie  des  mouvements 
relatifs  et  la  composition  des  mouvements.  Tandis  (pie  la  conq)o- 
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sition  des  vitesses  se  fait  par  la  règle  simple  du  parallélogramme, 
celle  des  accélérations  exige  lintervention  du  \ecteiir  complémen- 
taire de  Coriolis.  Enfin,  une  Iranslalion  étant  équivalente,  au  point 
de  vue  des  vitesses,  à  un  couple  de  deux  rotations,  la  composition 
d'un  nombre  quelconque  de  rotations  et  de  translations  se  fait 
comme  celle  d'un  système  de  forces. 

La  rédaction  du  texte  de  l'Ouvrage,  un  peu  trop  hâtive  peut-être 
par  endroits,  rend  bien  [)artout,  néanmoins,  je  le  crois,  la  pensée 
de  TAuteur.  Etudianis  et  répétiteurs  trouveront,  avec  satisfaction, 
dans  ce  Livre,  un  guide  jirécieux  pour  la  [^réparation  aux  examens. 

H.  Vergzne. 


WIEXER  (H.)  uiul  TREUTLEIN  (P.).  —  Vkrzrichms  von  Sammluncen 
MATiUîMATisciiKR  -MoDELLi;.  Fïir  Hochschulcn,  luiliere  Lohranslallen  und 
fechnische  Fachsclnileii.  Zweite  Ausgabe,  mit  6  Tafeln.  i  vol.  gr.  in-8, 
64  pages,  Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teiibner,  1912. 

M.  P.  Treutlein,  dans  V Avant-Propos  du  Mémoire  de  M.  H. 
Wiener,  relatif  à  la  Collection  dos  modèles  malliématiqucs  qui  lui 
sont  dus  et  qui  ont  été  con>truits  par  M.  I*.  Treutlein,  expose  cpie 
ces  modèles  ont  été  construits,  depuis  plus  de  trente  ans,  pour  les 
besoins  de  renseignement  et  qu'un  grand  nombre  de  professeurs 
les  ont  employés  avec  succès  dans  leurs  cours.  Les  premiers 
modèles  de  ^L  H.  ^\  iener.  qui  furent  exécutés  et  utilisés  par 
M.  P.  Treutlein,  conviennent  à  renseignement  dans  les  Univer- 
sités. M.  P.  Treutlein,  dans  une  Conférence  qu'il  fit  en  octobre  1909 
à  Gœttingue  devant  M.  Félix  Klein,  a  obtenu  la  pleine  approba- 
tion de  ce  géomètre  et  des  nombreux  auditeurs  de  ses  explications. 
Il  eut  le  même  succès  lorsqu'il  fit,  en  août  1910,  à  Bruxelles,  sa 
(Conférence  sur  l'enseignenuînt  de  la  Géométrie  par  les  yeux. 
A  présent  qu'il  est  hors  de  doute  cpic  m;iitres  et  élèves  reconnais- 
sent que  les  modèles  matliénuitiques  sont  un  précieux  secours  pour 
l'enseignement  à  tous  les  degrés,  M.  l*.  Treutlein  a  bien  fait  do  so 
décider  à  compléter  sa  Collection  par  une  série  de  nouveaux 
modèles  (pie  M.  H.  Wiener  lui  offrait  pour  celte  Colbn^lion. 

Le  Mémoire  de  M.  IL  \\  iener  doit  servir  de  conq)l(''nienl  aux 
modèles;  il  sert  d'éclaircissement  à  l'inqiortante  et  abondante  utili- 
sation de  la  mt'tliodc  intuitive  dans  renseignemeni  mal  li('in;il  kjim^  ; 
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i!  peut  être  utile  pour  guider   dans  le   maniement  des  modèles  et 
dans  la  manicre  méthodique  de  s'en  servir. 

Le  Catalogue  des  Collections  de  Modèles  ma  ihé  ma  tiques,  pour 
les  Universités,  les  Etablissements  d'enseignement  supérieur  et  les 
Ecoles  professionnelles  d'enseignement  lecliniquc,  est  une  seconde 
édition  qui  diffèi'e  de  la  première  par  une  étendue  plus  grande  et 
par  une  destination  plus  large.  Il  existe  maintenant  une  Collection 
en  i8  séries  de  plus  de  200  modèles;  de  plus,  la  Collection  de 
M.  H.  ^^  iener  se  continue  en  4  nouvelles  séries  de  49  modèles 
qui  traitent,  en  dehors  des  courbes  géométriques  du  troisième 
ordre,  différents  genres  de  systèmes  articulés  relatifs  à  la  cinéma- 
tique de  l'espace. 

L'Editeur  informe  qu'une  extension  de  l'entreprise  est  projetée 
et  souhaite  que  des  spécialistes  collaborent  à  son  travail.  Il  indique 
que  les  modèles  qu'il  désire  devraient  servir  plus  à  l'enseignement 
qu'à  des  recherches  particulières;  qu'ils  devraient  former  des  séries 
comprenant  des  groupes  complets  de  figures  géométriques  et  des 
principes  mathématiques,  et  non  être  composés  de  pièces  séparées 
se  rapportant  à  divers  domaines. 

L'élève  que  l'on  initie  aux  abstractions  mathématiques  et  géo- 
métriques doit  être  constamment  renvoyé  à  la  perception  du 
monde  extérieur,  à  l'observation  des  objets  matériels  et  aux  phé- 
nomènes qui  se  produisent  entre  eux.  Dès  l'âge  de  10  à  11  ans,  on 
doit  lui  donner  un  enseignement  géométrique  pratique  pour  déve- 
lopper en  lui  peu  à  peu  la  faculté  d'abstraction  qui  lui  permettra 
de  traiter  rigoureusement  les  choses  mathématiques  et  le  rendra 
capable,  s'il  continue  ses  éludes,  de  jtosséder  la  science  mathéma- 
tique nécessaire  dans  la  vie. 

Si  l'emploi  des  modèles  est  non  seulement  utile,  mais  nécessaire, 
pour  les  grands  élèves  des  Universités,  il  l'est,  à  plus  forte  raison, 
pour  les  jeunes  écoliers  de  l'enseignement  secondaire.  De  même 
que  le  maître  doit  arriver  à  devenir  inutile  aux  élèves,  leurs  études 
terminées,  de  même  les  modèles  doivent  devenir  inutiles  et  dispa- 
raître successivement  du  début  à  la  fin  des  études. 

Le  maître  ne  doit  pas  négliger  de  faire  construire,  sous  sa  dlrec- 
lion,  par  ses  élèves  eux-mêmes,  certains  corps  géométriques 
simples;  mais  il  y  aurait  une  perte  regrettable  de  temps  à  leur  faire 
construire  les  modèles  compliqués. 
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Le  Catalogue  contient  une  courte  description  de  toutes  les  séries 
et  pièces,  avec  lexposé  des  motifs  du  genre  choisi  pour  rexécution 
de  chaque  pièce. 

Parmi  les  modèles  de  la  Collection,  citons  : 

Des  modèles  pour  l'enseignement  du  Calcul  et  du-  Système 
métrique,  de  la  Géométrie,  soit  plane,  soit  dans  l'espace; 

Des  modèles  des  sections  planes  du  cxliiuire  et  du  cône  circu- 
laires; 

Des  modèles  de  quadrilatères  articulés,  de  polyèdres  aiticulés  en 
fer-blanc  et  en  papier; 

Des  modèles  en  fil  pour  les  singularités  des  courbes  géomé- 
triques ; 

Des  modèles  en  fil  mélallicjue  des  surfaces  du  second  ordre  repré- 
sentées i^ar  des  sections  principales  et  par  des  sections  circulaires. 

En.  L.  cl  Em.  E. 


SAINTE-LA.GUË  (A.).  —  Notions  fondamentales  i>e  MAiiiKMAriorES. 
Introduction  au  Cours  de  Mathématiques  générales  :  Arithmétique^ 
Algèbre^  Trigonométrie,  Géométrie,  Cinématique,  Tables  numé- 
riques. Avec  Préface  de  G.  Kl«mgs.  Un  vol.  in-8,  vn-ji.4  pages.  Paris, 
A.  Hermann  et  fils.  igii. 

L'esprit  dans  lequel  a  été  conçu  le  présent  Ouvrage,  la  manière 
dont  son  exécution  a  été  conduite,  plairont  à  ceux  qui  ont  le  souci 
de  voir  la  Mathématicjue  continuer  à  servir  de  base  au  développe- 
ment de  nos  connaissances.  Ce  développement  est  tel  aujourd'hui, 
surtout  dans  le  domaine  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique,  il  excite 
tellement  les  aspirations  et  les  ambitions  de  notre  moderne  jeu- 
nesse qu'on  aurait  grand  tort  de  ne  point  se  préoccuper  de  consti- 
tuer un  enseignement  des  Mathématicpies  plus  adapté  aux  exigences 
pratiques. 

Disons  tout  de  suite  cpie  ce  (pii  doit  caractériser  un  tel  enseigne- 
ment ce  sont  moins  ses  j)rogrammes  que  sa  méthode.  Un  enseigne- 
ment abstrait,  dogmatique,  qui  ne  montre  les  choses  (pie  sous  leurs 
formes  logicpies  est  pratitpicmenl  inopérant.  Au  contraire,  r('veil 
de  l'intuition,  l'examen  direct  des  choses,  le  recouis  occasionnel  à 
l'expérience    sont    éminemment    propres  à    j)ri'|Kirer  h's  esprits  à 
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traiter  iTiallu'mali(|iiemenl  les  contingences,  sans  exclure  le  souci 
d'une  correcte  a|i|)lication  du  raisonnement. 

Un  enseignenient  de  ce  genre  est  devenu  nécessaire;  il  doit  ètie 
l'œuvre  de  nos  meilleurs  maîtres,  car  leur  savoir  et  leur  expé- 
rience les  garantiront  mieux  que  d'autres  des  solécismes  malliéma- 
li(|ues,  de  l'a  peu  près  et  de  l'inijnécision.  Car  la  précision  est  au 
moins  aussi  nécessaire  à  celui  qui  veut  faire  aboutir  une  formule 
à  un  résultat  numéri(pie  qu'à  celui  qui  se  contente  d'y  voir-  un 
résultat  logique. 

Nous  devons  donc  louer  hautement  M.  Sainte-Laguë  d'avoir 
entrepris  cette  tâche.  Sous  le  nom  de  Mathématiques  généiales^ 
ona  constitué  en  France,  depuis  quelques  années,  un  programme 
d'enseignement  qui,  j^ratiqué  bien  entendu  dans  le  sens  que  nous 
venons  d'indiquer,  peut  et  doit  rendre  les  plus  grands  services. 
Mais,  pour  beaucoup,  les  lacunes  de  leur  savoir  concernent  des 
matières  plus  élémentaires  que  celles  de  cet  enseignement,  déjà 
relevé.  Le  présent  Livre  leur  oftVira  le  moyen  de  comblei-  ces 
lacunes,  de  consolider  leurs  connaissances  élémentaires  et  les  ini- 
tiera à  des  formes  de  pensées,  à  des  modes  de  conception  qui  les 
rapprocheront  eux-mêmes  des  applications. 

Nous  nous  reprocherions  de  ne  pas  attirer  spécialement  l'atten- 
tion sur  les  exercices  dont  certains  sont  très  originalement  posés  : 
leur  choix  judicieux  est  de  nature  à  concourir  le  plus  utilement  nu 
but  général  de  l'Ouvrage.  G.  Roenigs. 
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DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 
PROCÉDANT  SUIVANT  LES  INVERSES  DE  POLYNOMES  DONNÉS 

Par  m.  Pai  l  An'F^t.I,. 


L  Dans  leurs  recheiches  sur  l'attraction  mutuelle  de  deux 
sphères  électrisées,  ou  d'une  sphère  et  d'un  plan,  MM.  A.  Guillet 
et  M.  Auberi  {C.  R.  Acad.  Se,  t.  Loo,  191?.,  p.  i3(j,  204,  708 
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et  820;  t.  lo7,  1913,  p.  36-),  ont  renconlré  des  développements 
procédant  suivani  les  inverses  de  certains  poljnomes  analogues 
aux  fondions  sphéricjues,  poljnonies  qu'ils  nomment  élcctro- 
sphériques  [loc.  cit.^  p.  820). 

Dans  le  cas  fondamental,  sphère  et  plan  (/oc.  c//.,  p.  i3c)),  s'in- 
troduisent les  poljnomes  U„  ayant  pour  fonction  génératrice 

■■Zz"V„{u); 


1  —  -iiiz  -\- 


la  capacité  commune  des  deux  armatures  en  présence  est,  à   un 
fadeur  près,  donnée  par  la  série 


I  I  I 


et  la  force  F,  appliquée  au  conducteur  spliériqne,  est,  à  un  fadeur 
près,  représentée  par  la  dérivée  de  cette  série 


^  du 

(     I 

n  —  \ 

Il  se  pose  ainsi  une  question  d'analjse  que  j'ai  déjà  étudiée 
sommairement  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  l^ Aca- 
démie des  Sciences  {l.  157,  1910,  p.  5)  et  au  sujet  de  laquelle 
je  voudrais  donner  ici  quelques  compléments. 

II.  Soient  Vq(x),  P,  (:r),  . . .,  P„(x),  .  . .  des  polynômes  don/tés, 
de  degrés  marqués  par  Tindice,  dans  lesquels  le  coeflicicnt  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  est  supposé  égal  à  l'unité.  Cetle  hypo- 
thèse n'a  rien  d'essentiel,  car  si  l'on  donnait  des  jiolynomes  X„ 
dans  lesquels  le  coefficient  de  x"  sérail  une  constante  A,,,  dilférenle 
de  zéro,  il  suffirait  de  faire,  dans  ce  qui  suil, 

Siq)|)osons  également  (pie,  x  désignant  une  \;ni;d)U'  com- 
plexe, 

X  ■=  x'  -\-  i  x" , 

les    racines    du    |M)l\iiiime     l'„(.r)   soient,    pour    toutes    h'S    vah'urs 
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de  /2,  représentées   sur  le  plan   complexe  par  des  points  situés  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  déterminé  R. 

Soit,  d'autre  part,  y  (.r)  une  fonction  donnée,  régidière  à  l'exté- 
rieur de  ce  cercle,  c'esl-à-dire  développalde  en  série  de  la  forme 

(>)  /(■r)  =  Co+^+^+...-+-^+.... 

X  x-  X" 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  |:r|>-Pi. 

Le  problème  est  de  développery(^)  sous  la  forme  suivante  : 

Al  A,  A„ 


(2)  f(x)  =  Ao- 


Pi(x)        Po(a7j       ■■■       P,i(a") 


les  A„  étant  des  coefficients  indépendants  de  x. 

En  supposant  le  développement  possible  pour  les  valeurs  de  .r, 
dont  le  module  surpasse  un  nombre  déterminé  R',  supérieur  ou 
égal  à  R,  on  peut,  comme  je  l'ai  montré,  déterminer  les  coeffi- 
cients Av,  de  proche  en  proche,  par  des  équations  linéaires,  en 
remarquant  que  le  dévelopj)ement  de  la  difterence 

A.=/(.)-A„-pA^^-...-^, 

suivant    les    puissances   positives   de  -»  commence   par   un  terme 

i 
en -• 

En  particulier,  si  l'on  applique  la  méthode  générale  au  dévelop- 
pement de  la  fonction 

/(x)=  — !— , 

x—y 

pour 

|jk1<R,         |.r|>R'^R. 

ou  trouve  que  ce  développement  est  de  la  forme 


^—r  i'l{-P)  f^2(^)  I'h(^)  ■         ' 

où  les  numérateurs  (),,_!  (>')  sont  des  polvnomes,  de  degrés  n  —  i 
en  y,  dans  lesquels  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y 
est  l'unité.  Les  dérivées  successives  de  ce  développement  |)ar  rap- 
[)ort  d  y  donneront  les  développements  analogues  de 

I  I  I 
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m.  C'est  ail  sujet  de  ce  développements),  qiii  est  fondamental 
à  cause  de  la  formule  de  Caiicliy,  que  je  vais  présenter  quehpies 
remarques  permeltant  de  calculer  directement  le  polynôme  Q„, 
à  l'aide  des  fonctions  symétriques  des  racines  des  polynômes  P„. 

Prenons  d'abord  le  cas  particulier  où  les  polvnomes  P„  ont,  cpiel 
que  soit  /?,  toutes  leurs  racines  égales: 


On  au I ait  alors 

(4) 


P„(.v)  =  (x-1„)". 

,     Qi(r)     ,        ,    Qn-^(.r) 


x—y        T  —  ki     '    (x  —  X.,)'       "'       {x  —  \n)" 

Si,  dans  cette  identité,  on  fait  i'=r  A,,  on  voit  que  tous  les  |^oly- 
nomes  Qi  (j^),  •  • -,  Q«-i  (j)'),  •■•  s'annulent.  De  même  en  pre- 
nant la  dérivée  par  rapporta  y,  des  deux  membres,  et  faisant  ->'=  Ao, 
on  \  oit  que  toutes  les  dérivées  premières  des  Q  s'annulent,  sauf  CV^ , 
qui  est  une  constante.  En  général,  en  prenant  la  dérivée  d'ordre  v 
par  rapport  à  jj-,  puis  faisant  y  =)vv_|_i,  on  \oit  que  toutes  les  déri- 
vées d'oi-dre  v  des  polvnomes  Q  s'annnient,  sauf  Q;^'  qui  est  une 
constante  1.2.  .  .  .  v. 
On  a  donc 

(5)  Qiv.().,^,)  =  o 


Si  V  >> /?,  cette  dérivée  est  nulle  identicpiement,  mais  en  écri- 
vant qu'elle  est  nulle  pour 

V  =  o ,  I ,  ? .   .  .  . ,  n  —  1 , 

on  a  n  équations  linéaires  qui  déterminent  les  n  coefficients  du 
polynôme  Q„.  Ces  é(|ualions  sont  toujours  résolubles,  cai-  la  der- 
nière ne  contient  (piinu*  inconnue,  la  précédenic  deux,  la  préci'-- 
dente  trois,  etc. 

I\  .  I.e  polvnome  (^),/ e^t  alors  déterniinc  pir  l.i  icsidiilKni  d'une 
sorte  de  problème  spécial  dinlerjjolal  ion,  dans  lc(|ucl  on  donne 
les  valeurs  d'un  polynôme  et  de  ses  (b'rnées  siiccessis  es  pour  des 
valeurs  données  de  la  variable. 
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Supposons    iiuunleiiaiit    que   le   poljnome    l*v(^)   ait,  quel  que 
soit  V,  toutes  ses  racines  distinctes  et  éyales  à 

>'v,l,       >v,?,       •..,      ><v,v. 

Décomposons  -; en  fractions  simples,  et  soil 


(0) 


Lv. 


I.v,. 


y^{x)        j;  —  Av.i        a-  — Xv.2 
Dans  le  développement  snp[)osé 

faisons  successivement 


X  /,v,v 


j  =  >v.v; 


puis  niulti|)lions  les  développements  obtenus  par  Lv,),  Lv,2î  •••■> 
Lv,v  et  ajouions-les  de  lacon  à   réaliser,  dans  le  premier  membre, 
la  combinaison  (G). 
Nous  obtiendrons 


(7)       77 


J _    y    Ly.l   Q,.(>-v.l)  -T-   U.2  Q„<  >.v.2^  -l-...-h   Lv.v  Q„(  Xy.v) 


v(  ■î'  ) 


|^,  ^ii-ï-,1 


Mais  alors,  dans  le  second  membre,  tous  les  coefticients  doivent 
être  nuls,  excepté  celui  du  terme  pour  lequel 


//  -i-  1  — ■  V, 


On    a   ainsi    les    équations    suivantes,    où   nous   supposerons    n 
donné  : 

(8)  Lv.i  Q«(>.v,i)  +  Lv.2  Q«(>-/,2)  +.  •  .-^  Lv,v  Q«(Xv.v)  =  o 


V  /:  rt  4-  I  ; 

la  quantité  (8)  est,  au  contraire,  égale  à  i  pour  v  =  /t  +  i . 

Ces  sommes  (8),  en  nondjre  infini,  sont  identiquement  nulles 
pour  V  >>  /?  -h  I ,  en  vertu  des  relations  élémenlaires  (())  (pii  existent 
entre    les  résidus   Lv,t,  Lv,2?  •••?  Lv,v  et  les  racines   Av,),  Av,o,  ..., 
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Mais  pour 

V  <  rt  -H  1  (v  =  I,  2,  .  .  .,  n), 

les  relations  (8)  fournissent  /?  éi|ualions  linéaires  pour  calculer 
les  n  coefficients  qui  figurent  dans  ^^n{y)- 

Ces  écpialions  peuvent  encore  être  résolues,  car  elles  présentent 
aussi  celte  circonstance  que  chacune  d'elles  contient  une  inconnue 
de  plus  que  la  suivante.  Cela  résulte  des  relations 

(9)  Lv,,  X,^.,  +  Lv,2À.^,2-^. . .+  Lv,v<v  =  o 

pour 

/>  =  O,    I,    -2,     ...,    (V  —  2), 

(\u\  s'obliennent  irnuiédiatement,  comme  il  est  connu,  en  déve- 
loppant les  deux  membres  de  l'identité  (6)  suivant  les  puissances 
positives  de-»  Au  coniraire,  la  quantité  (9)  est  égale  à  i,  pour 
p  =  y  —  i. 

On  pourrait  traiter  de  même  le  cas  général  où  le  poljnome  P^ 
aurait  des  racines  mulli[)les  en  nond^re  (pielconque. 
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Veranlasst  duich  die  internationale  Unterrichtskommission.  Hrsg.  v. 
F.  Klein.)  In-8,  vi-i'.8  p.  Leipzig,  B.-G.  Teubnei.  4  •"• 

Annales  de  l'Observatoire  de  Paris.  Observations  1906.  In-4"  (ji-aa), 
viii-Oj-io4-86-4-i 43-90-83  p.  l'aris,  Gantliier-Villars.  4o  fr. 

Annales  du  Bureau  central  météorologique  de  France.  Mémoires. 
Année  1908.  In-4  (33-'2">),  M-177  P-  avec  fig.  Paris,  Gant  liier-\  illars.   i  i  fr. 

Berichte  u.  Mitteilungen,  veranlasst  durch  die  internationale  ma- 
thematische  Untsrrichtskommission.  T.  VHI.  Gr.  in-8,  p.  129-186  avec 
I  portrait.  Leipzig,  B.-G.  Tenbner.  i  m.  Go. 

BiGoiRD.AX  (G.).  —  Observations  de  nébuleuses  et  d'amas  stellaires. 
T.  III,  2*  partie.  Observations  dillerenliclles  XII  h.  o  m.  —  XIV  h.  o  ni. 
In-4  (3i-22),  iv-119  p.  Paris,  Ganthier-\'illars.  ij  fr. 

Bourlkt(C.).  —  Cours  de  Mathématiques.  Eléments  d'Analyse  et 
de  Géométrie  analytique  éi  l'usage  des  élèves  architectes  et  ingénieurs. 
2'  édit.  ln-8,  vi-25o  p.  avec  101   tig.  l'aris,  Gautluer-Villars.  8  fr. 

l'ABRV  (K.).  —  Problèmes  et  exercices  de  Mal/ir/na tiques  générales. 
2*'  édit.  ln-8,  5oo  p.  Paris,  A.  Hermann  et  fils.   10  fr. 
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FiusciiACK  (Jolis.  )•  —  Die  mathematischen  Grundlagen  der  Lande- 
sauf  nalime  II.  Karlo graphie  des  E/dsphâroids.  In-8,  \ii-i<c2  p.  avec 
23  iig.  Stuttgart,  K.  Wittwer.  7  m.  5o;  relié,  8  ni.  4o. 

Amodeo  (F.).  —  Lezioni  di  Genmetria  proiettiva  dottate  nella  R. 
Università  di  Napoli.  Iii-S,  xv-5o6  p.  Napoli,  L.  Pierro.   12  L. 

Calureha  (F.).  —  Trattalo  dei  determiiianli.  In-8,  2J5  p.  Palenno, 
Virzi.  7  L. 

Gaprilli  (A.).  —  Nuove  J'orinale  d'inlegiazione.  vii-178  p.  Livoriio, 
S.  Belforte  et  G'^  4  L. 

lÏATTON  (J.-L.-S.).  —  The  principlcs  nf  projective  geometry  applied 
to  tlie  straiglit  Une  and  co/iic.  g,  ')o-(j,-2Î,  376  p.  Cambridge,  Univ.  Press. 
10  s.  6  d. 

Jahrhuch  iiber  die  Fovtschrille  der  Matlieinatik,  begriiiidet  v.  ha/l 
Ortliiiiaiii»  11.  Fe/.  Millier.  Jiii  N'erein  m.  andeicii  Mathenialilvern  u.  iiiilcr 
besond.  MilwirUg  v.  Alb.  Wangerin  u.  Erich  Salkowski  sowie  der  lier- 
liner  matiiemat.  Gesellscliafl  hrsg.  v.  Emil  Lampe.  -41.  Bd.  Jalirg.  1910. 
3.  (  Scliluss)  Ileft.  gr.  in-8,  i,\\i\  et  p.  7")3-i  1)7.  P>ei  lin,  G.  Heinier.  17  m.  jo. 

PicART  (Luc).  —  Calcul  des  orbites  et  des  éphcmérides.  320  p.  avec 
22  fig.  Paris,  O.  Doin  et  fils,  j  fr. 

Sitzungsberichie  der  lleidelberger  Akadeniie  der  \V issensehaften. 
Stiltung  lleinrich  Lanz.  Matiicniatiscli-nalurw  isseiischafiiiche  Klasse. 
Jalirg.  1912.  Bd.  III  A.  INlallieniatisch-physiUalisclie  Wissonscliaften. 
Gr.  in-8.  Ileidelbcrg,  Cari  Wintei'.  17  m.  10. 

Noos  (A.).  —  Ueber  das  Wesen  der  Matliematik.  Rede,  eiweiterl  u. 
m.  Aninerkgn.  verselien.  2.,  sorgfiiltig  durcligeseli.  u.  verin.  Auil.  Gr.  iii-8, 
IV- 123  p.   Leipzig,  B.-G.  Teubner.  4  "i 

llii.iiiiRT  (Dav.).  —  Wissenschaft  u.  Uypotliese.  Neue  Aud.  Vil  :  Grun- 
dlagen der  Géométrie.  A.,  durcli  Zu'^iit/.e  u.  Lileratiirliitiweise  v.  iieuem 
verm.  u.  m.  7  Anliiingcn  verseli.  Aufl.  I11-8,  vi-2j8  p.  avec  de  nombreuses 
figures.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  Relié,  6  m. 

Pl.vn(;k  (I\Ia\.).  —  Leçons  de  Thermodynamique.,  aiec  une  conférence 
sur  le  théorème  de  Nernst  et  Vhypothèse  des  Quanta,  trad.  par  /?.  Che- 
vassus.  In-8,  viil-320  p.  i'aris,  A.  Ilermann  et  fils.   12  fr. 

LoRiA  (Gino),  —  Vorlesungen  iib.  darstellende  Géométrie.  Autoris., 
nacli  dem  italien.  Mskr.  bearb.  deulsclie  Ausg.  v.  Fritz  Schiitte.  2.  Tl.  : 
Anwendungen  aiif  ebeniliicli.  Gebilde,  Kurven  u.  I''lii(lien.  (B.  G.  'i'eubner's 
Sammiung  v.  Lebrbiicliern  auf  dem  Gebiole  der  mal  liomal  isclit'ii  \\  issen- 
scliafteri  m.  liinscbluss  ilirer  Anwendungen,  n"  2.).)  Gr.  in-8,  \11-294  |). 
avec  140  fig.  Lei|)/,ig,  B.-G.  Teubner.   11   m.;  relii-,   12  m. 
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WEBER  (H.)-  —  IvEHRBLCH  DER  Algebra.  Kleine  Aiisgabe  in  einem  Band. 
I  vol.  in-S",  x-528  pages.  Braunschweig,  Friedr.  \  ieweg  und  Sohn, 
1912. 

L'Algèbre  supérieure  de  Serret  est  vieille  mainlenanl  de  plus 
de  cinquante  ans.  Celle  de  Salinon  conimeoce  aussi  à  dater;  d'ail- 
leurs, elle  ne  contient  rien  des  théories  les  plus  en  vogue  actuel- 
lement, comme  celle  des  groupes  et  celle  des  corps  algébriques. 
I^'excellenl  Ouvrage  de  M.  Vogt  :  Leçons  sur  la  résolution  algé- 
brique des  équations,  est  plus  récent,  mais  il  ne  traite  qu'un 
sujet  i-estreint.  Comme  livre  d'Algèbre  supérieure,  au  courant,  il 
n'y  avait  jusqu'ici  que  le  Le/irbuch  der  Algebra  de  ^L  Weber  (  '  ). 
Mais  combien  de  lecteurs,  surtout  parmi  les  lecteurs  français,  ne 
se  sont-ils  pas  laissé  elTrayer,  tout  d'abord,  à  la  vue  de  ses  trois 
gros  volumes  (-).  C'est  pour  eux  que  l'illustre  professeur  de  Stras- 
bourg en  a  publié  le  présent  extrait.  Je  dis  extrait  et  non  pas 
abrégé.  Je  veux  dire  par  là  que  l'auteur  a  |)rocédé  delà  façon  sui- 
vante :  il  a  supprimé  complètement  certaines  théories,  et  dans 
celles  qu'il  gardait  il  a  supprimé  certains  points  de  détail;  mais  il 
n'a  rien  omis  des  explications  nécessaires  à  la  compréhension  du 
reste. 

On  sait  avec  quelle  merveilleuse  concision  rédige  M.  Weber. 
On  en  jugera  une  fois  de  plus  par  l'énumération  des  matières  que 
le  Livre  qui  nous  occupe  contient  dans  ses  028  pages.  Ne  sont 
supposées  connues  à  l'avance  que  les  parties  les  plus  élémentaires 
de  l'Algèbre,  celles  qui,  chez  nous,  font  partie  du  programme  du 
baccalauréat.  Quant  à  celles  qui  font  partie  de  notre  programme  de 

(')  Voir  Bull,  des  Scienc.  math.,  2*  série,  t.  W,  1891.  p.  loô;  t.  XI\,  if'gô, 
p.  161;  i.  XXI,  1897,  P-  9';  t-  ^^II>  1898,  p.  182,  293;  t.  XXIII,  1899,  p.  i3i. 

(-)  L'Ouvrage  de  .M.  ^^  eber  :  Elliptische  Functionen  und  Algebratsche 
Zahlen,  dont  il  est  rendu  compte  dans  le  Bulletin,  t.  X\',  iSgi,  p.  io5,  a  clé 
refondu  par  l'auteur  et  forme,  depuis  1908,  le  troisième  volume  du  Lehrbuch 
der  Algebra. 

Bull,  des  Sciences  niatlicni.,  a' série,  t.  XXXVIL  (Décembre  igiS.)       23 
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jMalliéinaliqiies  spéciales,  iimlile  de  les  énumérer;  bornons-nous  à 
ciler  quelcfues  complénienls  qui  ne  sont  pas  ordinairement  traités 
dans  nos  cours  :  règle  de  Laplace  pour  le  développement  des  déter- 
minants; loi  d'inertie  des  formes  quadratiques,  règle  pour  trouver 
le  nombre  des  carrés  positifs  et  celui  des  carrés  négatifs  dans  la 
découqiosilion  :  tliéorème  de  Gauss  sur  le  [)roduit  de  deux  poly- 
nômes ;  résolution  algébrique  des  écpuitions  du  troisième  et  du 
quatrième  degré;  théorèmes  de  Stiiim  et  de  Fourier;  approxima- 
tion des  racines  par  la  méthode  de  Bernoulli;  résolution  trigono- 
métrique  des  équations  du  tioisième  degré;  résolution  des  équa- 
tions trinômes  d'après  Gauss. 

Voici  maintenant  Ténumération  des  matières  complètement  en 
dehors  des  programmes  français  :  théorie  de^  group<\s  en  génér.d, 
groupes  abéliens,  suite  de  décomposition  d  un  groupe,  théoième 
de  M.  Jordan  sur  l'invariance  des  indices  d'une  telle  suite,  théo- 
rème de  Rronecker  sur  la  représentaiion  univoque  des  éléments 
d'un  groupe  abélien  au  mojen  de  certains  d'entre  eux  jouant  le 
rôle  d'éléments  premiers;  applications  de  la  théorit;  des  groupes  à 
celle  des  écpialions,  écpiations  des  troisième  et  (|ualiièiue  degrés, 
équations  abélienues,  équations  cvcliqucs,  comment  les  premières 
se  ramènent  aux  secondes  et  résolution  de  celles-ci,  application  à  la 
division  des  angles;  équation  et  congruence  binômes;  restes  qua- 
dratiques, loi  de  réciprocité;  irréductibilité  de  l'équation  de  divi- 
sion du  cercle,  période-;  dans  cette  équation,  équation  aux  périodes; 
nomi)res  complexes  de  Gauss  ;  résolution  algébrique  des  ét|uations  ; 
corps  a]gébri(|ue,  fonctionnaux,  leur  a[)plication  aux  nombres 
alg(''britpies  et  au  théorème  de  la  déconq)osition  iinivocpu'  des 
nombres  algébri<pies  entiers  en  facteurs  premiers  (ectle  façon 
d'arriver  à  ce  théorème  fameux.  i\uv  à  M.  Weber,  est  pailiculir- 
rement  rapide);  théorème  de  I^'ermat  dans  un  corps  algcbrupie 
quelconque;  idéaux  de  Dedekind;  théorème  de  l)<'(leUind  sur  les 
discriminants  des  corps  algébrupics  ;  idéaux  premiers  dans  les 
corps  normaux;  a|)pli(ation  dt.'s  lliéoiies  précédentes  ;m  corps  de 
la  division  du  cercle. 

Je  me  borne  à  cette  énumeration,  |e  n  auaivsc  pas.  (>  est  inutile. 
Celle  analyse  a  éti';  f.iite  dans  le  liidlcl in ,  pour  le  Livre  (■nin|)jet, 
d'une  façon  magistrale,  par  le  regretté  J.  Tannerv  [roir  ■>.''  série. 
t.  \I\,   iSy;'),  p.   i()i,  et  [.  \\l,   i<S();,  p.  (j.i). 
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En  parlant  de  toutes  ces  belles  choses,  je  ne  peux  me  défendre 
d'un  sentiment  de  regiel,  en  pensant  qu'elles  sont  si  peu  étudiées 
en  France.  Un  licencié  ou  même  un  agrégé  a  le  droit  de  les 
ignorer. 

Au  moment  où  j'écris,  j'apprends  que  M.  le  Ministre  de  l'Ins- 
truction publique  vient  de  mettre  à  l'étude  une  proposition  tendant 
à  introduire  dans  l'obtention  du  diplôme  d'études  supérieures, 
exigé  des  candidats  à  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques, 
une  épreuve  portant  sur  un  programme  comprenant  en  particulier 
les  éléments  de  la  théorie  des  groupes  et  Tapplicalion  de  cette 
théorie  à  celle  des  équations.  Tout  cela  se  trouve  dans  le  Livre 
dont  nous  parlons.  Les  candidats  y  trouveront  aussi  un  peu  de 
Théorie  des  Nombres,  ce  qui  ne  pourra  pas  leur  faire  de  mal. 

Comme  le  prouve  le  Livre  de  M.  Weber,  l'Algèbre  et  la  Théorie 
des  Nombres  sont  inséparables. 

E.  (jAhen. 


AUTONNE  (Léon).  —  Sur  les  grolpiîs  dk  matrices  linéaires  non  inter- 
VERTiBLES.  Aniiales  de  l'Université  de  Lyon,  nouvelle  série,  I.  Sciences, 
Médecine,  fasc.  23.  i  vol.  gr.  in-8",  iv-79  pages.  Lyon,  Rey;  Paris, 
Gauthier-Villar*,   1909). 

Une  matrice   /t-aire  est  un  tableau   carré  de  n-  éléments  aïk- 
Le  produit  [«/a]  [^/a]  de  deux  matrices   n-aires  est  constitué  par 

les  éléments  c<a=  2^  '''y^y^*   ^^  groupe  de    matrices   /i-aires  est 

un  ensemble  de  matrices  tel  que  le  produit  de  chaque  matrice  de 
l'ensemble  par  toute  autre  matrice  de  l'ensemble  fasse  partie  de 
l'ensemble.  Dans  le  cas  des  matières  invertibles,  c'est-à-dire  de 
déterminant  non  nul,  la  théorie  de  ces  groupes  se  confond  avec 
celle  des  groupes  des  transformations  linéaires  homogènes  corres- 
pondantes 

( I )  x'i  =  ^^  aii,Xh        ( i  =  I ,  '2, n), 

k 

et  a  donné  lieu  à  de  nombreuses  et  importantes  recherches  bien 
connues. 

Dans  ce  Mémoire,  M.   Autoune  aborde  l'élude  des  groupes  de 
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matrices  à  rang  variable.  Pour  inlerpréler  encore,  dans  ce  cas,  les 
formules  (i),  il  v  fait  usage  d'une  terminologie  géométrique,  rela- 
tive aux  variétés  linéaires  de  l'espace  à  n  —  i  dimensions,  aux- 
quelles il  donne  le  nom  de  droites  :  cette  terminologie  a  fait  l'oi)jel 
d'un  Mémoire  précédent  de  l'auteur  ('). 

Soit  ©  un  groupe  de  matrices  /i-aires  à  rang  variable.  Toutes 
celles  de  ces  matrices  dont  le  rang  ne  dépasse  |)as  p  forment  un 
sous-grou[)e  Gp  ;  celles  qui  sont  de  rang  minimum  /-  constituent 
un  groupe  G,  qui  sera  dit  le  noyau  de  (S5  :  l'auteur  se  limite  au 
cas  /•  >•  o. 

Toute  matrice  A  de  Qj?  se  met  sous  la  forme 


(2^ 


aai2 


=  («,  ai2,   3t2l.   «22)^ 


où  les  petites  lettres  désignent  elles-mêmes  des  tableaux,  les  mul- 
tiplications et  les  additions  de  ces  lettres  avant  les  significations 
bien  connues  :  a  est  une  matrice  /'-aire,  inversible;  «22  mis  ma- 
trice (n  —  r)-aire  ;  a,  2  et  a2i  sont  respectivement  des  lableaux 
à  /•  lignes,  (n  — ;•)  colonnes;  et  (n  —  /■)  lignes,  /•  colonnes. 

Pour  une  matrice  du  noyau,  on  a  a-22^  o;  el  l'on  écrit  simple- 
ment 


(3) 


(a,  a,2,  'J-n,  o)  —  [a,  a,.,  a.,). 


L'étude  des  noyaux,  c'est-à-dire  des  grouj^es  à  rang  fixe  /•,  est 
liée  par  l'auteur  à  celle  des  sous-groupes  formés  de  matrices  (3), 
dans  lesquelles  a, 2  et  7.21  sont  les  mêmes;  ces  sous-groupes  sont 
isomorphes  holoédri(|uemenl  à  des  groupes  de  matrices  /-aires 
invertibles. 

La  solution  du  problème  de  la  construction  des  groupes-novaux 
est  achevée  par  l'auteur  dans  le  cas  où  tous  les  sous-groupes  en 
question  ont  leurs  matrices  deux  à  deux  inverses,  cas  qui  contient 
celui  des  groupes  finis.  Les  matrices  a  forment  alors  un  groupe 
ordinaire  T;  etlesa,2,  y.>\  sont  assujettis  à  la  seule  condition  que 
les  matrices  e,-'r  oi^■2  7.■,^  {Cr  désigne  la  malrice  /-aire  unité) 
appartiennent  à  T. 


(  '  )  Hur  les  coordoiinces  pluckcriennci  de  droite,  dans  un  espace  un  —  1   di- 
mensions  (Journal  de  /'h'colc  Polytec/init/ue,  ■>■"  série,  II'  Cahier,  p.  n><))' 
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Relativement  aux  groupes  CS,  à  noyau  G  donné,  l'auteur  se  borne 
à  des  cas  particuliers  ;  cas  où  le  noyau  appartient  à  la  classe  pré- 
cédente; cas  où  le  groupe  est  permutable  à  lui-même;  cas  où  le 
noyau  est  j)ermutab]e  à  loutc  matrice  du  groupe  extérieure  au 
noyau.  Dans  ces  diveis  cas,  les  matrices  du  groupe  présenlenl  des 
particularités  de  forme,  mais  cpii  ne  suffisent  pas  à  fournir  la  cons- 
truction eflective  du  groupe. 

E.  Vessiot. 


GEVREY  (, Maurice;.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
TYPE  PABABOLIQLE.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris 
pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences  mathématiques,  sou- 
tenue le  3o  juin  i9i3,sous  la  présidence  de  IM.  Emile  Picard,  i  vol.  in-4, 
1V-2I2  pages.  Paris,  Gautliiei-Villars,  1913. 

Les  problèmes  aux  limites  auxquels  conduit  l'étude  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  Ivpe  hyperbolique  et  du  tvpe  ellip- 
tique ont  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  reclieixhes,  dont  les 
résultats  les  plus  importants  sont  déjà  classiques.  Jusqu'à  ces  der- 
nières années,  les  équations  générales  du  type  parabolique  avaient 
été  moins  bien  étudiées.  Cependant,  pour  ne  citer  que  les  travaux 
les  plus  récents,  MM.  Holmgren  et  Engenio  Levi  avaient  publié 
de  fort  beaux  Mémoires  sur  l'équation  de  la  ciialeur  et  l'équation 
plus  générale 

>         /.,                    1 .  .                    ■NI,              .       d-  z        dz 
oz  =  f(x,  y  ),  en  désignant  par  oz  1  expression  — —  • 

Les  problèmes  aux  limites  qui  interviennent  dans  ces  équations 
participent  à  la  fois  du  problème  de  Cauchy,  par  la  nature  du 
contour  qui  portera  les  données,  et  du  problème  de  Dirichlel,  par 
les  données  elles-mêmes  qui  sont  du  genre  elliptique. 

M.  Gcvrey  s'est  proposé  d'étudier  les  équations  générales  du 
type  parabolique  à  deux  variables,  linéaires  et  non  linéaires. 

Les  nombreuses  questions  fpi'il  a  traitées  peuvent  se  rattacher 
à  deux  recherches  distinctes.  D'une  part,  il  établit  l'existence  d'in- 
tégrales satisfaisant  à  des  conditions  aux  limites  dont  le  type  était 
fourni  par  l'équation  de  la  chaleur;  il  étudie  ensuite  la  nature  ana- 
leptique de  ces  intégrales  considérées  comme  fonctions,  soit  de  x, 
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soit  de  T,  soit  des  deux  variables  à  la  fois.  Pour  le  premier  objel, 
il  fait  un  usage  constant  de  la  méthode  féconde  des  approximations 
successives  de  M.  Picard,  ce  qui  l'amène  lout  d'abord  à  résumer 
les  résultats  de  M.  Levi  sur  les  intégrales  de  l'équation 

et  à  les  compléter  sur  plusieurs  points  importants,  tout  particu- 
lièrement en  ce  qui  concerne  les  limitations  de  l'intégrale  et  de 
ses  dérivées  dans  le  domaine  et  l'allure  de  ces  dérivées  sur  le  bord. 
C'est  l'objet  d'un  premier  Ciiapitre  où  l'auteur  est  obligé  d'entrer 
dans  des  détails  parfois  un  peu  minutieux  et  exigeant  d'assez  longs 
calculs,  mais  qui  sont  indispensables  pour  la  suite. 

Toute  équation  linéaire  du  type  parabolique,  tout  au  moins  dans 
un  champ  où  le  coefficient  b  de  ^  est  négatif,  peut  être  ramenée 

à  la  forme  canonique 

dz  . 

oz  =  a \-  cz  -^  f. 

dx  '' 

On  en  déduit,  en  suivant  la  même  marche  que  JNl.  Picard  pour  le 
cas  elliptique,  une  équation  inlégro-diflVrentieile  pour  déterminer 
une  intégrale  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites.  Cette  équa- 
tion est  ici  du  tjpe  de  Volterra,  ce  qui  facilite  beaucoup  l'emploi 
de  la  méthode  des  approximations  successives,  mais  c'est  surtout, 
comme  dans  beaucoup  de  cas  analogues,  la  démonstration  de  la 
proposition  réciproque  qui  ofTie  le  plus  de  difficultés. 

M.  Gevrey  parvient  à  les  surmonter  grâce  aux  limitations  qui 
ont  été  faites  dans  le  premier  Chapitre.  Dans  les  paragraphes  sui- 
vants, la  solution  est  étendue  aux  équations  paraboliques  non 
linéaires  etaux  équations  du  type  parabolique-elliptique  à  n  varia- 
bles. Dans  le  cas  de  deux  variables,  l'équation  peut  être  ramenée 
à  l'une  des  deux  formes 

ox;=/(.r,  j.  z,  p),         lz=f{x,  y,  z,  p,  q). 

Les  méthodes  d'approximations  successives  s'appliquent  encore, 
mais,  comme  on  devait  s'y  attendre,  l'existence  de  l'intégrale  n'est 
établie  que  dans  une  bande  comprise  entre  deux  caractéristiques 
cl  dont  la  hauteur  est  limitée  par  le  calcul  lui-même.  Tandis  que 
le  premier  type  ne  présente  pas  de  difficultés  essentiellement  nou- 
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velles,  le  second  type  exige  au  contraire  une  (lisciissioii  liicii  |)liis 
(lélicale.  tnie  M.Gevreja  pu  mener  jusqu'au  houl,  grâce  à  d'ingé- 
nieuses modifications  dans  l'application  de  la  méthode  générale. 

Le  Cliapitre  suivant  est  consacré  à  rétiide  des  propriétés  des 
intégrales,  considérées  comme  fonctions  des  variables  :r  elj-.  On 
sail  que  toute  solution  de  oc  :=  o  est  une  fonction  holomorphe  de 
la  variable  .r  sur  tout  segment  de  caractéristique  situé  dans  le 
domaine  où  l'intégrale  est  régulière.  Celle  piopiiété  s'étend  à  toute 
solution  d'une  équati<jn  parabolique  oz  =/,  pour\u  que  le  second 
membre  /"soit  lui-mènie  une  fonction  analyti(|uc  de  x,  z.p,  q.  Ces 
intégrales  seraient  aussi  des  fonctions  analvtiques  de  y,  pourvu 
qu'elles  soient  déterminées  par  des  conditions  aux  limites  où  iiiri- 
terviennent  que  des  fonctions  analytiques.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
n.ième  pour  des  données  quelconques.  L'étude  des  solutions  de 
léquation  o;=:o,  considérées  comme  fonctions  de  y,  a  été  faite 
par  M.  Holmgren.  On  est  ainsi  conduit  à  définir  une  nouvelle 
classe  de  fonctions  de  la  variable  réelle  y,  indéfiniment  dérivables, 
et  pour  lesquelles  les  valeurs  absolues  des  dérivées  dans  un  inter- 
valle ont  des  limites  plus  étendues  que  celles  qui  conviennent  aux 
fonctions  analyticjues.  M.  Gevrev  montre  que  ces  fonctions,  qu'il 
ap|)elle  les  fonctions  ^,  se  reproduisent  par  les  opérations  algé- 
briques élémentaires,  comme  les  fonctions  analvtiques  elles-mêmes. 
L'étude  approfondie  du  Ivpe  le  plus  simple  des  équations  parabo- 
liques devait  conduire  nécessairement  à  cette  nouvelle  catégorie 
de  fonctions,  qui  paraissent  jouer,  dans  la  tiiéorie  des  équations 
de  ce  Ivpe,  le  même  rôle  (|ue  les  fonctions  analytiques  dans  la 
théorie  des  équations  elliptiques.  L'auteur  montre  en  efïet  que, 
bjrsque  les  coefficients  de  l'équation  linéaire  parabolique  sont 
d  espèce  'H'  en  y  dans  un  domaine  R,  il  en  est  de  même  de  toute 
-olulion  de  l'équation  dans  le  même  domaine,  ainsi  que  de  sa 
dérivée  par-  rapport  à  x.  Ces  fonctions  interviennent  aussi  dans 
l'élude  du  problème  de  Cauchy  et  de  différents  problèmes  de  pro- 
longement des  intégrales.  Parmi  les  nombreux  résultats  obtenus, 
nous  signalerons  seulement  le  suivant  :  Une  intégrale  de  l'équa- 
tion oc:=o,  prenant  des  valeurs  analytiques  sur  deux  courbes 
analytiques  sécantes  en  un  point  G,  n'est  pas  en  général  analy- 
tique autour  de  ce  point. 

Dans  les  deux  derniers  Clia|)itres,  M.  Gevrey  reprend  les  pro- 
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blêmes  Irailés  au  début  de  son  liavail  pour  étendre  la  solution  aux 

équations  qu'il  appelle  sinouljères,  où  le  coefficient   de  -^   peut 

s'annuler  le  long  d'une  ligne  située  dans  le  domaine  R  et  même 
changer  de  signe  en  traversant  cette  ligne.  Un  changement  de 
variable  permet  de  ramener  le  cas  général  au  cas  particulier  où  la 
ligne  singulière  est  Inn  des  axes  de  coordonnées.  Parmi  les  nou- 
veaux  problèmes  auxquels  on  est  conduit,  nous  signalerons  seule- 
ment le  suivant  :  Lorsque  le  coefficient  de  — ^  change  de  signe  en 

traversant  l'axe  Oj',  les  courbes  qui  portent  les  données  doivent 
avoir  des  dispositions  différentes  de  part  et  d'autre  de  celte  ligne. 
En  cherchant  les  conditions  que  doivent  remplir  ces  données  pour 
obtenir  des  intégrales  qui  se  raccordent  le  long  de  la  ligne  singu- 
lière, on  est  conduit  à  résoudre  une  équation  intégrale  de  pre- 
mière espèce  à  noyau  fermé,  à  laquelle  on  pourra  essayer  d'appli- 
quer le  théorème  fondamental  de  M.  Picard  sur  les  équations 
intégrales  de  première  espèce. 

Dans  le  dernier  Chapitre,  on  forme  la  solution  fondamentale 
par  une  méthode  d'approximations  successives  déjà  employée  par 
M.  Hadamard  dans  un  cas  simple.  M.  Gevrey  montre  qu'elle  est 
applicable  à  l'équation  linéaire  générale  à  plus  de  deux  variables 
du  type  déjà  étudié,  et  aux  équations  singulières.  Parmi  les  appli- 
cations que  Ton  peut  faire,  citons  une  nouvelle  solution  du 
problème  de  raccordement  qui  conduit  aussi  à  une  équation  inté- 
grale de  première  espèce. 

On  a  pu  juger,  par  ce  résumé  succinct,  de  la  variété  et  de  l'im- 
portance des  problèmes  abordés  par  M.  Gevrey,  quoique  nous 
ayons  dû  laisser  de  côté  beaucoup  de  résultats  particuliers,  remar- 
quables soit  par  l'élégance  de  l'énonce,  soit  par  l'ingéniosité  de  la 
méthode. 

Ce  travail  considérable  apporte  une  contribution  très  importante 
à  la  théorie  des  équations  du  tvpe  parabolique. 

La  n. 


H 
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ZFE.MKE   (Erich).   —    Ùbkr   partielle    Diffiïhe.nti^lgleichungen    erstir 

OhDNLNO      mit      InTEGRALVEREINEN,      die      ALS       PlNKTMANMGFALTlGKEiTE.N 

ZWEIFACII  AiSGEDEHNT  siND.  Inaugural-Dissertcttion  der  hoJien  philo- 
sophisclien  Fakultat  der  Koniglichen  UnWersitdt  Greifswald  zur 
Erlangung  der philosophischen  Doktorwûrde.  Un  vol.  in-8".  74  pages. 
Leipzig,  Breitkopf  nnd  Hartel,  1909. 

Les  caractéristiques  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  l'espace  à  n  dimensions,  tant  qu'on  les  considère 
comme  des  lieux  géométriques  de  00'  éléments  de  contact,  dépen- 
dent essenliellement  àe  1  n  —  3  constantes  arbitraires;  mais  il  peut 
arriver  que  les  courbes  caractéristiques  qui  leur  servent  de  support 
dépendent  de  moins  de  in  —  3  constantes.  C'est  ainsi  que  les 
équations  linéaires  n'ont  que  oc"  '  courbes  cai-actéi'isliques,  et  elles 
sont  les  seules  dans  ce  cas.  S.  Lie  a  donné  le  nom  de  quasi- 
linéaires  aux  équations  qui  ont  oo",  oc"+',  ...  courbes  caractéris- 
tiques ;  et  a  étudié,  d'une  manière  assez  approndie,  les  cas  de  x" 
et  00"+'  courbes  caractéristiques. 

Les  équations  linéaires  peu\enl  aussi  être  caractérisées  par  le 
faitque  leurs  courbes  caractéristiques  en  constituent,  lorsqu'on  les 
considère  comme  des  multiplicités  d'éléments  de  contact  à  une 
dimension,  une  intégrale  complèle.  De  là  l'idée,  due  aussi  à  S.  Lie, 
qui  en  a  fait  une  application  extrêmement  importante  à  la  théorie 
des  systèmes  en  involution,  d'étudier  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  qui  admettent  des  intégrales  complètes 
formées  de  multiplicités,  qui,  au  point  de  vue  ponctuel,  ont  seide- 
ment  2,  3,  ...  dimensions.  L'existence  de  telles  intégrales  com- 
plètes résulte,  dans  certains  cas,  de  la  réduction  du  nombre  des 
constantes  arbilraiies  dont  dépendent  les  courbes  caractéristiques  : 
il  y  a  toujours,  par  exemple,  an  moins  une  intégrale  complète 
formée  de  variétés  à  deux  dimensions,  s'il  y  a  seulement  x"  courbes 
caractéristi(|ues. 

La  thèse  de  M.  Ziemke,  faite  sous  l'inspiration  de  M.  Fr.  Engel 
en  utilisant  ses  méthodes,  a  pour  but  d'élucider,  en  partie,  les 
questions  précédentes.  L'auteur  donne  les  formules  explicites  qui 
permettent,  une  équation  aux  ilérivées  partielles  étant  donnée  : 
i"  de  reconnaître  si  elle  ax"+'"~'  courbes  caractéristiques;  u"  dans 
le  cas  m  =  2,  de  décider  si  elle  a  des  intégrales  complètes  formées 


3  02  !•  i\  1-:  M  1 1:  in<:  pahtie. 

de  variétés  à  deux  dimensions  :  3"  de  préciser  à  quoi  se  ramène  la 
recherche  de  telles  variétés  intégrales  dans  les  cas  m  =  i  et  m  •:=  a. 
Ces  questions  sont  traitées  avec  la  restriction  que  les  courbes 
caractéristiques  passant  en  un  point  a rlii traire  de  l'espace  y  on! 
des  directions  différentes.  J/élude  de  la  première  conduit  à  ce  théo- 
rème intéressant  que,  dans  ce  cas,  la  condition  pour  que  les  courbes 
caractéristiques  dépendent  de  n  -{-  m  —  i  constantes  arbitraires 
est  que,  parmi  les  n  —  2  conditions  qui  expriment  que  deux  de  ces 
courbes,  infiniment  voisines,  se  coupent,  doivent  figurer  exacte- 
ment n  —  m  —  I  équations  de  PfalT,  qu'on  peut  alors  écrire  expli- 
citement. Ces  équations  de  PfalT  fournissent  la  clef  de  la  recherche 
des  variétés  intégrales  à  deux  dimensions  :  dans  le  cas  m  =  \ ,  on 
est  ramené  à  l'étude  d'un  système  de  n  —  2  équations  de  Pfaff  à 
n  variables,  dont  la  natuie  dépend  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
'^ielles  donnée  ;  dans  le  cas  m  =:  2,  on  est  conduit,  au  contraire,  à 
des  systèmes  complètement  intégrables. 

E.  Vessiot. 
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ROSEXTHAL  (Artuu).  —  Ùber  die  Singularitate.n  der  reellkn  ebenen 
Klrvex.  Habilitât ionsschrift  zur  Erlanguiig  der  Venia  legendi  der 
holien  philosophisclien  Fakultcit,  H.  Sektion  der  K.  B.  Ludwig-Maxi- 
inilians-Universitât  zii  Miinc/ien,  am  \.JuU  1912.  Une  brochure  in-8", 
45  pages.  Leipzig,  B.-G.  Teubner,  1912. 

Soit  l  un  paramètre,  (pii  prendra  toutes  les  valeurs  comprises 
dans  un  intervalle  donné:  à  chacune  de  ces  valeurs  de  t  faisons 
correspondre  un  point  V  du  plan,  et  un  seul;  supposons  cette  cor- 
respondance continue,  en  ajoutant  cette  seule  restriction  que  l'en- 
semble des  valeurs  de  /  aux(pielles  correspond  un  intMiic  point  P 
ne  contienne  jamais  un  intervalle  entier  :  le  lieu  de  P  sera  un  arc 
de  courbe  de  l'espèce  la  plus  générale.  M.  Kosenthal,  en  systéma- 
tisant les  résultats  déjà  obtenus  dans  cette  voie  et  en  en  ajoutant  un 
grand  nombre  de  nouveaux,  étuditî  les  ensembles  formés  par  les 
diverses  singulaiit('S  (pie  peut  présenter  une  telle  courbe. 

Un  premier  j^aragraphe  conlient  la  discussion  des  particularité's 
(pie  la  courbe  peu!  oUVir  eu  un  de  ses  points,  au  |)()int  de  \  ne  îles 
positions  limites  des  sécantes  issues  <I<î  ce  point  :  demi-tangentes 
(antérieures    et    postérieures),    tangentes    propres    et   im|)r()|)res, 
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pointes,  points  angnleiix,  points  en  étoiles,  inflexions  de  diverses 
natures.  De  là  les  notions  de  différentiabilité,  continue  ou  non, 
coniplèle  ou  non,  et  de  tanyibililé. 

La  superposition  des  singularités  en  un  même  point  fait  l'objet 
d'un  second  paragraphe  :  Tensendjle  des  valeurs  de  /  auxquelles 
correspond  un  même  |)oint  P  peut  être  fini  ou  infini  ;  dans  le  second 
cas  il  est  fermé  et  non  dense.  L'auteur  étudie  les  ensembles  formés 
par  celles  de  ces  valeurs  qui  sont  inflexionnellcs  ;  puis  par  celles 
qui  fournissent  des  pointes^  des  points  anguleux,  des  branches 
conq^lètemenl  dilTérentiables  :  certains  de  ces  ensembles  sont  ce 
qu'on  appelle  des  ensembles  limites-intérieures  (^innere  Grenz- 
mengen). 

Au  même  point  de  vue,  1  auteur  discute  ensuite  les  possibilités 
relatives  à  la  nature  des  ensembles  qui  correspondent  à  toutes  les 
singulaiilés,  d'une  même  espèce,  ou  d'espèces  difTérenles,  de  la 
courbe  :  ici  apparaissent,  dans  certains  cas,  des  ensembles  de 
deuxième  catégorie.  Les  résultats  sont  liés  à  la  nature  de  la  classe 
et  de  l'ordre  de  la  courbe,  qui  peuvent  être  finis,  dénombrables,  ou 
de  la  puissance  du  continu. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  caractériser  les  courbes 
auxquelles  peut  s'appliquer  le  principe  de  dualité. 

E.  Vessiot. 


LORIA  (  GiNO  ).  —  Voiu.RsL'NGEX  i'HER  D VRSTiaLEXDE  Geometrik.  Autoii^ierte 
nach  dem  italienisclien  .Manuskripl  bearbeitete  cleulsche  Ausgabe  von 
Prof.  Fritz  Scuïtte.  Zweiter  Teil  :  A?iveiidungeii  aitf  ebenjlâchige 
Gebilde,  Kurven  und  Flachen.  .Mit  i '(G  Figuren  im  Tcxt.  i  vol.  in-8, 
12-294  pages.  Leipzig  une!   Berlin,  B.-G.  Teubner,  igiS. 

Comme  l'indique  son  titre,  cette  Deuxième  Partie  de  l'Ouvrage 
de  W.  Loria  a  pour  but  d'apjiliquer  les  principales  méthodes  de  la 
Géométrie  descriptive,  qui  avaient  été  exposées  avec  tous  les  détails 
nécessaires  dans  la  Première  Partiel  voir  Bulletin,  ifjoj,  p.  -J-Gj), 
à  l'étude  et  à  la  repeésentation  graphique  des  plus  importantes 
figures  de  la  Géométrie,  c'est-à-dire  des  angles  |)olyèdres  et  des 
polyèdres,  des  coui'bes  et  des  surfaces.  Pour  chaque  figure,  il  con- 
sidère les  questions  vraiment  fondamentales,  en  en  donnant  autant 
que  possible  des  solutions  applicables,  (pielle  que  soit  la  méthode 
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de  représentation  qu'on  emploie  ;  nous  disons  autant  que  possible. 
car  quelquefois  chaque  méthode  exige  un  procédé  particulier. 
Comme  preuve,  nous  citerons  les  prolilèmes  de  l'interseclion  d'un 
poljèdre  avec  un  plan  ou  avec  une  dioite;  en  efTel,  les  solutions 
classiques  de  la  méthode  de  Monge  peuvent  être  d'une  certaine 
façon  adaptées  à  la  méthode  de  projection  centrale,  mais  elles 
sont  tout  à  fait  impuissantes  lorsqu'on  se  sert  des  plans  cotes, 
et  l'Auteur  expose  de  nouvelles  solutions  qui  mènent  au  but  avec 
toute  la  rapidité  et  l'exactiludc  désirables. 

Parmi  les  figures  étudiées  dans  ce  Volume,  il  y  en  a  qui  sont 
déjà  bien  connues  par  la  Géométrie  élémentaire-,  mais  la  notion  et 
l'élude  des  figures  limitées  par  des  lignes  qui  ne  sont  pas  toutes 
droites  et  par  des  surfaces  qui  ne  sont  pas  toutes  planes  appar- 
tiennent aux  régions  les  plus  élevées  de  notre  Science.  L'Auteur 
aurait  pu  sup[)Oser  que  le  Lecteur  eût  puisé  à  d'autres  sources  les 
connaissances  nécessaires  j)our  le  comprendre;  mais  il  a  [)référé 
lui  en  donner  les  mojens.  Celte  décision  prise,  la  question  s'est 
posée  pour  lui  de  choisir  la  méthode  d'exposition  à  adopter. 
Or,  M.  Loria  ;i  l'opinion  que  la  Géométrie  pure  n'est  pas  encore 
assez  avancée  pour  pouvoir  donner  une  théorie  tout  à  fait  générale 
et  vraiment  rigoureuse  des  courbes  et  des  surfaces,  même  si  l'on 
s'astreint  aux  surfaces  algébriques  (limitation  qui  serait,  d'ailleurs, 
contraire  à  l'esprit  même  de  la  Géométrie  descriptive);  et,  pour 
appujer  son  opinion,  il  cite  dans  son  Avant-Propos  le  fait  sin- 
gulier qu'il  n'est  pas  possible  d'établir  (voire  même  d'énoncer)  les 
conditions  pour  l'existence  du  plan  langent  en  un  point  d'une 
surface  sansavoir  recours  à  l'Analyse.  Comme  il  n'est  pas  possible 
de  se  passer  tout  à  fait  de  cet  auxiliaire,  il  a  préféré  fonder  fran- 
chement toutes  ses  considérations  sur  l'emploi  de  coordonnées; 
ainsi,  il  elTectue  la  fusion  de  la  Géométrie  descriptive  avec  la 
Géométrie  analytique  (ce  mot  étant  juis  dans  son  acception  la 
])lus  large).  De  là  naît  une  méthode  d'exposition  qui  sera  aban- 
donnée lorsfpic  la  Géométrie  pure  sei'a  assez  avancée  pour  atleindre 
les  sommets  auxquels  esl  arrivée  ryVnalyse,  mais  qui  aujourd'hui 
(et  probablement  encore  pendant  longtemps)  esl  peut-être,  selon 
l'Auieur,  la  seule  méihode  permettant  de  parvenir  à  la  fois 
à  la  simplicité  et  à  la  rigueur.  M.  Loria  se  propose  de  prouver, 
dans  la  Troisième  Partie  de  son  Ouvrage  (qui  contiendra  l'Histoire 
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de  la  Géométrie  descriptive),  que  bon  nombre  des  progrès  que 
(il  la  science  dont  il  s'agit  au  cours  du  dernier  siècle  sont  préci- 
sément dus  à  l'emploi  alternatif  de  considérations  analytiques  et  de 
constructions  géométriques;  il  est  bien  probable  qu'en  écrivant  ces 
lignes  il  songeait  à  plusieurs  Mémoires  de  J.  de  la  Gournerie,  ne 
particulier  au  Mémoire  Sur  les  lignes  d^oinbre  et  de  perspective 
dans  les  hélicoïdes  gauches. 

A  l'aide  des  coordonnées,  M.  Loria  étudie  avant  tout  les  courbes 
planes    avec    plus    d'ampleur    qu'on    ne    le    fait    ordinaiienient. 
Il'    passe    ensuite    aux    courbes    à    double    courbure,   considérées 
comme  série  de  points  continus  (non  comme  intersection  de  sur- 
faces).    Il    fait    connaître    leur   représentation   analytique  la  plus 
générale,  leurs  propriétés  et  tout  ce  qui  se  rapporte   à  la   repré- 
senlation  graphique;  il  termine  en  appliquant  ses  considérations 
à  deux  courbes  sj)éciales  remarquables  :  l'une  est  transcendante, 
c'est    riiélice    tracée   sur   un    cylindre    de    révolution;  l'autre  est 
algébrique,   c'est   une  courbe   rationnelle  du  dixième   ordre   <jue 
l'Auteur  a  exbumé  de   la   Collection   mathématique   de  Pappus 
d'Alexandrie,    où    elle    était    ensevelie    depuis    plus    de     quinze 
siècles.  Enfin   M.   Loria    arrive  aux  surfaces,  qu'il  étudie  d'abord 
en  général;    il   s'occupe    ensuite  successivement  des   surfaces  du 
second  ordre,  des  cônes   et  des  cylindres,  des  surfaces    réglées, 
développables  ou  gauches,   et  des  surfaces  hélicoïdales,  en  résol- 
vant, pour  chaque  classe  de  surfaces,  les  questions  les  plus  impor- 
tantes et  eu   citant   les  exemples  les  plus  intéressants  au  point  de 
vue  ihéoiique  ou  pratique.  Remarquables  par  leur  nouveauté  et  leur 
simplicitr-  sont  les   problèmes  traités  [)ar  l'Auteur  sur  les  surfaces 
du  second  degré. 

En  résumé,  M.  Loria  a  réussi  à  condenser  dans  un  petit  nombre 
de  pages  tout  ce  c|ui  forme  aujourd'hui  «  la  moelle  épinière  »  de 
la  Géométrie  descriptive.  JNous  crojons  que  quiconque  aura 
étudié  les  deux  Volumes  publiés  par  le  savant  professeur  de  1  Uni- 
versité de  Gènes,  sera  en  mesure,  soit  de  résoudre  de  nouvelles 
([uestions  de  Géométrie  descriptive,  soit  de  comprendre  les 
Ouvrages  plus  étendus   et  si  renommés  relatifs  à  cette  Science. 

Eu.  L. 
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WEBB  (W.  L.).  —  Bkief  BiotiRAPiiï  and  popular  Account  of  tue  ux- 
PARALLELED  DiscovERiES  OF  T.  J.  J.  See,  J'amous  Astro/iomer,  natural 
Pliilosoplier,  and  Founder  of  the  new  Sciences  of  Cosmogony  and 
Geogony.  i  vol.  in-8,  xii-298  pages,  avec  de  nombreuses  planches.  Lynn, 
Thos.  P.  Nichols  and  son  Co  ;  London  Wm.  Wesley  and  Son;  igiS. 

Pour  M.  Webb,  astronome  ainaleur,  M.  See  est  le  prophète 
d'une  vérité  nouvelle,  le  créateur  à  lui  seul  des  deux  nouvelles 
sciences  de  la  Cosmogonie  et  de  la  Géogonie  (Introduction)  et 
il  mérite  par  ses  <i  incomparables  découvertes  »  d'être  appelé 
l'Herscliell  américain,  le  Newion  de  la  Cosmogonie. 

M.  Webb  nous  présente  les  pbolograpliies  de  son  héros  à  i^, 
à  20,  à  22  et  à  44  3ns,  et  n'oublie  pas  celles  de  sou  père,  de  sa 
mère,  de  sa  femme  et  de  ses  professeurs.  Nous  voudrions  croire 
qu'une  telle  réclame  est  le  fait  de  M.  Webb  seul,  et  que 
M,  See,  docteur  en  philosophie  de  l'UniversIlé  de  Berlin,  a  puisé, 
dans  sa  culture  classique  et  son  admiration  pour  Tantiquilé 
grecque,  ce  sentiment  de  la  mesure  qui  est  ranli|)ode  de  l'amour 
du  «  colossal  ». 

Comme  Herschell,  M.  See  descend  d'une  famille  allemande 
de  la  Prusse  orientale  ayant  émigré  en  i7.>4  ^n  Pensvivauie  à  la 
suite  de  persécutions  religieuses.  Son  père,  architecle  et  ingé- 
nieur, se  fixa  aux  environs  de  Monlgomerv  (Virginie).  Jusqu'à 
1-  ans,  iM.  See,  obligé  d'aider  aux  travaux  de  la  ferme  paternelle, 
ne  suit  l'école  du  village  cpie  pendant  les  quatre  mois  d'hiver 
(Chap.  I).  En  moins  de  deux  ans  (i883-i884),  il  se  classe  le 
premier  à  l'Ecole  supérieure  de  Monlgomery  (Chap.  Il),  puis 
entre  à  l'Université  de  Missouri,  où  il  se  spécialise  dans  l'élude 
des  sciences  physiques  et  mallu-malicpics.  C  est  à  '.oans  seulement 
(pi  il  roinmcnce  le  gi'cc  et  le  latin.  Négligeant  les  s|)orls  pour  la 
Icclurc  du  Cosmos  de  Humboldt  et  d'une  traduction  de  la  Méca- 
nique céleste  de  Laplace,  il  prend  ses  grades,  étant  déjà  attaché 
comme  aide-astronome  à  l'Observatoire  de  l'Université  ((>hap.  III). 
En  i88(),  il  passe  sa  thèse  sur  Voriij^iiic  des  étoiles  douhles  où  il 
('■tudie  l'influence  des  marées  sur  ces  astres,  d'après  les  idées  ih; 
G.  Dai\\in.  Des  sympathies  at;ivi(jues  et  son  admiration  pour 
Humboldt  conduisent  M.  Sec  (Chap.  IV)  à  l'Université  de  Berlin 
où    il    passe   3  ans  et  demi  étudiant   la   Philosophie  grecque  avec 
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H^douard  Zeller,  et  les  sciences  avec  Helmliollz  el  V\  eierslrass. 
Entre  tcm[)S,  il  visite  l'Egypte,  la  Grèce,  l'Italie,  1  Angleterre. 

Attiré  en  iSqS  à  l'Université  de  Chicago,  il  doit  s'occuper  de  la 
fondation  de  l'Observatoire  d'Yerkes  qui  lui  suscite  de  sérieuses 
difficultés  (Chap.  V)  :  les  trailcments  promis  aux  professeurs 
passent  en  constructions  et,  en  Amérique  comme  ailleurs,  les 
sciences  désintéressées,  telle  l'Astronomie,  ne  trouvent  guère  de 
donateurs.  A  3o  ans,  n'ajant  pas  encore  le  rang  de  professeur 
assistant,  gagnant  moins  de  800  dollars  par  an,  il  se  voit  refuser 
une  subvention  de  T Université  pour  la  publication  de  son 
Volume I  :  Researches  on  llie  évolution  of  ihe  slellar  syslem, 
qui  a  commencé  en  1896  sa  réputation.  Il  acce|)te  alors  l'olire  de 
M.  P.  l^owell  d'aller  continuer  ses  lecherches  à  FlagstalT  (Arizona) 
et  à  Mexico. 

Dans  ces  Observatoires  M.  See  scrute  le  ciel  austral  (1806-1898) 
pour  y  découvrir  des  étoiles  doubles  (Chap.  VI),  après  quoi  il  est 
nommé  professeur  de  Mathématiques  à  l'Ecole  navale  des  États- 
Unis  et  astronome  à  l'Observatoire  de  Washington.  Dans  son 
cours  à  l'Institut  Lowell  de  Boston,  il  émet,  avant  Arrhénius,  l'idée 
que  le  léger  voile  visible  sur  le  fond  des  photographies  de  la  Voie 
lactée,  prises  par  M.  Barnard,  |)eiilètre  dû  à  la  poussière  cosmique 
chassée  des  étoiles  par  la  force  répulsive. 

(Chap.  VII).  M.  See  entreprend  jusqu'en  1902  la  mesure  des 
diamètres  des  planètes  et  satellites  par  un  Iraviiil  de  jour  et  de  nuit 
permettant  de  déterminer  la  constante  de  lirradiai  ion  :  il  découvre 
les  zones  équaloriales  sombres  de  INeplune  et  participe  aux  obser- 
vations d'Eros. 

(Chap.  \J1I).  Pour  réparer  sa  santé  épuisée  |)ur  ces  travaux 
intensifs  et  par  une  appendicite  cbronicpie,  M.  See  passe  à  l'Obser- 
vatoire naval  de  Mare-Island  (Californie),  où  il  trouve  un  climat 
meilleur  et  plus  de  temps  pour  publier  des  Mémoires  dont  l'ana- 
lyse fait  l'objet  des  Chapitres  suivants.  Le  bruit  fait  dans  le 
monde  astronomique  par  ces  travaux  originaux  suscite  à  M.  See 
une  jalousie  |)rofessiouiielle  que  M.  Webb  réprouve  en  disant  : 
«   L'inventeur  doit    avoir    autant   de    courage    (pic    d  /iinm //té.   n 

(Chap.  IX).  Dans  ses  liesearches  on  the  Internai  Constitu- 
tion and  Rigidity  of  the  lleaventy  Bodies  (1904-1906),  M.  See 
cherclic  la  loi  de  densité  interne  la  j)lus  probable,  qu'il  trouve  être 
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celle  de  Laplace  :  il  calcule  quelles  pressions  et  propriétés  doivent 
en  résulter  pour  la  matière  interne  des  planètes  et  du  Soleil.  Ces 
calculs  très  aléatoires,  dirigés  comme  ceux  de  Lord  Kelvin  et 
Sir  G.  Darwin  pour  la  Terre,  ne  peuvent  amener  à  des  conclusions 
certaines,  puisqu'on  ne  connaît  pas,  en  général,  la  densité  des 
couches  superficielles  ni  les  propriétés  des  corps  sous  des  pressions 
de  millions  d'atmosphères  et  des  températures  de  millions  de 
degrés.  Tout  au  plus  peut-on  prévoir  que  les  courants  de  la  sur- 
face solaire  ne  peuvent  se  propager  très  loin  en  profondeur  et 
que,  contrairement  à  l'opinion  de  Humboldt,  l'hypocentrc  des 
tremblements  de  terre  est  voisin  de  la  surface,  ce  que  confirment 
les  sismographes. 

Le  ChapitreX,  reproduit  d'une  Adresse  à  l'Universilé  de  Missouri, 
résume  les  Researches  on  the  Cause  of  Earlhquakes,  Mountain 
formation,  and  Kindred  phenomcna  connected  ivitli  the 
Pliysics  of  the  Earlh. 

Le  Chapitre  XI  traite  du  même  sujet  en  cilanl  divers  exeni[)les 
de  tremblements  de  terre.  A[.  See  reprend  la  ihèse  d'Arislote  qui 
les  attribuait  déjà  à  la  vapeur  confinée  dans  la  croûte  et  avait 
aussi  remarqué  la  fréquence  des  tremblements  de  terre  et  des 
volcans  dans  les  légions  maritimes.  Mais  alors,  n'est-ce  pas 
Aristole  qui  a  fait  «  l'incomparable  découverte  »?  D'après  AL  See, 
la  vapeur  formée  sous  le  fond  d'un  océan  en  expulse  la  lave  sous  le 
continent,  doù  exhaussement  de  celui-ci  et  alVaissemeut  du  fond 
de  la  mer.  Les  montagnes  et  les  grandes  fosses  océaniques  sont 
donc  en  bordure  des  continents.  La  vapeur  sous  les  montagnes 
forme  la  |)ierre  ponce,  d'où  déficit  d'attraction,  comme  le  cons- 
lalent  les  opérations  géodésiques.  Ainsi,  la  Terre,  loin  de  se  con- 
tracter comme  le  croient  les  géologues  et  entre  aulies  Dana, 
s'enfle  par  le  travail  soulerrain  des  océans.  La  théorie  de 
AL  See,  vraie  dans  son  ensemble  en  lanl  (|ue  systématisation  des 
faits,  n'apporlc  aucune  explication  physique  ou  cosmogoni([ue. 
Pourquoi  commence-t-il  à  y  avoir  une  dilVérence  de  niveau  entre 
un  «outinent  et  le  fond  d'un  océan?  (loiument  la  vapeur,  au  lieu  de 
soulever  directement  le  fond  des  océans,  à  une  profondeur  d'environ 
lo*""  où  l'eau  liquide  ne  peut  plus  exister,  descend-elle  à  un  niveau 
trois  fois  plus  bas  pour  y  trouver  la  lave  et  pour(|uoi  la  pousse- 
t-elle    horizontalement  dans  une  direction  de  prédilection,  celle 
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des   continents?  Aucune  réponse  n'est  donnée  à  ces   questions. 

Le  Chapitre  XII  contient  des  Considérations  sur  Vorigine  de 
V Himalaya  et  du  plateau  du  Tibet^  exposées  à  la  Réunion 
annuelle  (ic)i3)  de  la  Société  philosophique  américaine.  M.  See 
j  montre,  que,  contrairement  aux  idées  de  M.  Sues»  el  conformé- 
ment à  la  théorie  et  aux  faits  constatés  par  le  colonel  Burrard, 
l'Himalaya  résulte  d'une  poussée  venant  du  Sud.  Un  calcul  inté- 
ressant montie  que,  sur  tout  le  pourtour  du  Pacifique,  le  volume 
des  plateaux  (Montagnes-Rocheuses,  plateaux  des  Andes,  Tibet)  est 
le  même,  d'où  cette  loi  :  «  Plus  un  plateau  est  large,  moins  il  est 
élevé.  »  L'Auteur  combat  la  théorie  de  Hayford  sur  la  compensation 
isostalique  par  érosion  des  montagnes,  c  Lisoslase  ainsi  comprise, 
dit-il,  est  un  processus  négatif  qui,  par  un  mouvement  de  bas- 
cule, maintient ,  mais  ne  crée  pas,  les  inégalités  de  ni\eau  exis- 
tantes. »  La  même  objection  peut,  dans  une  certaine  mesure,  être 
opposée  à  la  théorie  de  M.  See. 

Avec  le  Chapitre  XIII,  reproduction  dune  Communication  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Californie  (décembre  191 1)  sur 
r Evolution  de  V Univers  stellaire,  nous  entrons  dans  la  v  nou- 
velle Science  de  la  Cosmogonie  »,  céléljrée  de  suite  avec  emphase  : 
«  Notre  nouvelle  Science  illumine  le  firmament  comme  une  étoile 
nouvelle  et  nous  sommes  éblouis  par  la  splendeur  de  la  lumière 
qui,  subitement,  a  pénétré  dans  les  invisibles  laboratoires  de  la 
Création.  » 

(P.  i63).  M.  See  se  glorifie  de  l'adhésion,  à  sa  théorie  de  la 
capture,  de  W.  Huggins,  Schiaparelli  et  même  de  H.  Poincaré  : 
il  est  difficile  cependant  de  trouver  une  adhésion  dans  la  lettre  de 
Poincaré,  datée  du  6  juillet  i<Mij  q'ii  se  termine  ainsi  :  «  Mes 
leçons  seront  publiées  el  je  vous  les  enverrai.  Vous  y  verrez  les 
remarques  et  les  difficultés  que  vos  théories  m'ont  suggérées,  »  Il 
est  plus  étrange  encore  que  M.  Webb,  après  la  publication  des 
Leçons  sur  les  Hypothèses  cosmogoniques^  se  soit  permis  de  dire 
(p.  243^  :  «  Poincaré  abandonna  rapidement  la  théorie  de  Laplace 
et  adopta  la  nouvelle  théorie  de  l'astronome  américain.  » 

M.  See  cherche  d  abord  les  conditions  requises  pour  les  décou- 
vertes dans  les  sciences  exactes.  Chaque  progrès  de  l'Astronomie 
est  lié,  d'après  lui,  à  une  connaissance  plus  parfaite  des  causes 
physi(|ues  des  phénomènes.  C'est  là,  semble-l-il,  une  contradic- 

8ull.  des  Sciences  niathén.,  1'  série,  t.  XXXV'II.  (Décembre  igiS.)         24 
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lion.  En  lanl  que  science  exacte,  la  Cosmogonie  devrait  procéder 
par  déduclion,  alors  que,  science  de  la  Nature,  elle  doit  employer 
l'induction.  M.  See  n'aborde  pas  celle  question  de  méthode  qui 
pourtant  est  capitale.  Il  parle  bien  de  la  formation  des  corps 
célestes,  mais  se  borne  en  réalité  à  chercher  comment  des  corps 
tout  formés  dans  les  profondeurs  sidérales  arrivent  à  se  grouper 
en  sj'slèmes  :  c'est  seulement  une  partie,  la  moins  dillicile,  du 
problème  cosmogonique.  D'après  lui,  la  cause  du  groupement  en 
systèmes  est  dans  la  capture  aidée  par  la  résistance  du  milieu 
nébuleux  qui  diminue  les  distances  et  arrondit  les  orbites,  ainsi 
que  [*oisson  l'avait  déjà  montré. 

La  considération  de  l'intégrale  de  Jacobi  dans  le  problème 
restreint  des  trois  corps  permet  de  partager  le  plan  où  ils  circulent 
en  régions  séparées  par  des  courbes  en  8,  ce  qui  expliquerait 
comment  un  astre  capté  peut  sortir  du  contrôle  du  Soleil  pour 
tourner  autour  d'une  planète  et  passer  du  sens  direct  au  sens 
rétrograde.  Mais,  puisque  la  théorie  de  la  capture  ne  permet  pas 
de  prévoir  un  sens  de  révolution  prédominant,  comment  le  sens 
direct  a-l-il  [)révalu?  Parce  que  les  astres  captés  ont  renconti"é 
près  du  centre  des  tourbillons  de  masse  météorilique  tournant 
dans  le  sens  direct  :  il  semble  que  c'est  déplacer  et  non  résoudre 
la  question  d'autant  plus  que  les  comètes  tournent  indifl'éremnient 
dans  les  deux  sens. 

M.  See  utilise  aussi  ces  tourbillons  pour  expliquer  les  obli- 
quités des  axes  planétaires  par  la  quantité  plus  ou  moins  grande 
d(;  matière  météorilique  condensée  sur  chaque  planète.  Jupiter, 
avant  une  faible  obliquité,  aurait  condensé  le  plus  de  celte 
matière  :  mais  il  s'ensuivrait,  puisque  cette  nuuièrc  doit  obéir  à 
la  troisième  loi  de  Kepler,  ([ue  la  rotation  de  la  planète  seriiil 
rétrograde.  Par  ailleurs,  M.  See  est  mal  informé  s'il  croit  (pie  «  la 
grande  difficulté  présentée  au\  astronomes  par  ces  obliquités  n'a 
pas  été  résolue  avant  lui  »  (en  1908)  (').  Il  donne  ensuite 
plusieurs  arguments  probants  contre  la  théorie  de  (j.  Darwin  sur 
l'origine  lerreslre  de  la  Lune.  Notre  satellite  ne  serait  (priiii  aslre 
capte  |)ar  la   Terre  :  les  cinpies  lunaires,  au  lieu  d'èlrc  formés  par 

(')  J'ai  trouvé  la  loi  des  inclinaisons  des  axes  comme  conséquence  de  la  loi 
des  dislances  planélaircs  dénionlréc  par  la  cosmogonie  lourbillonnaire  (  C .  /(. 
Acad.  Se,  4  déccfnbrc  i!V")- 
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la    même   cause  (action   de  leau  )   c|ue   les  monlagnes   terrestres, 
seraient  le  résultat  de  chocs  d'énormes  bolides  (  '  ). 

Avec  raison,  M.  See  considère  les  comètes  comme  le  résidu  de 
la  nébuleuse  primitive;  mais  comment  n'ont-elles  pas  obéi  à  la 
condensation  générale  et  surtout  à  l'action  du  milieu  résistant  qui 
arrondit  les  orbites? 

LAuteur  insiste  sur  I  importai)ce  des  forces  répulsives  négligées 
depuis  Newton  et  produisant  cependant  l'expulsion  des  poussières 
cosmiques  qui,  chassées  des  étoiles,  vont  former  les  nébuleuses. 
Mais,  bien  loin  d'attribuer  aux  forces  répulsives  une  part  d'action 
dans  la  formation  des  svstèmes,  il  imagine,  pour  les  nébuleuses 
spirales,  un  processus  de  formation  centripèle,  contrairement  à 
lopinion  de  la  plupart  des  aslronomes. 

M.  See  se  borne  à  faire  agir  l'attraction  sur  les  particules  de 
la  nébuleuse  disséminées  par  la  force  répulsive  pour  les  réunir  en 
un  tourbillon  central  (whirling  vortex)  qui  devient  un  soleil  (?), 
pendant  que  les  |)lanèles  nées  très  loin  du  centre  (comment  ?)  s'en 
approchent  sur  des  orbites  d'abord  très  excentrées  qui,  par  la 
résistance  de  milieu,  se  resserrent  et  s'arrondissent,  à  moins 
qu'elles  ne  soient  absorbées  par  le  noyau  solaire.  Le  premier 
stade  de  cette  formation  est  la  nébuleuse  planétaire,  collection 
d'orbites  cométaires.  ■NJals,  puisque  M.  See  est  obligé  d'admettre 
un  tourbillon  central,  dont  les  orbites  sont  évidemment  presque 
circulaires,  pourquoi  chercher  ailleurs  la  cause  de  la  circularité 
des  orbites  planétaires? 

Les  étoiles  nouvelles  seraient  dues  au  choc  de  planètes  ou  de 
grandes  comètes  sur  l'astre  central  ;  Buflon  avait  déjà  fait  cette 
hypothèse  difficilement  admissible. 

En  un  mot,  ^L  See  considère  les  forces  répulsives  comme 
agent  de  destruction  des  astres  au  lieu  d'en  faire  le  principe 
ronstructif  des  mondes  (-). 

(')  En  allribuanl  les  cirques  lunaires  à  i'aciion  de  l'eau,  je  suis  arrivé  à  une 
reproduction  expérimentale  au  moyen  de  reliefs  en  paraffine.  (C  /?.  Acad.  Se, 
\  mars  1913.  ) 

(')  Dans  une  Note  (  C.  li.  Acad.  6c.,  ii>  mars  1912),  j'ai  montré  qu'à  l'origine 
la  force  répulsive  est  prépondérante  sur  ratlraclion,  et  peut,  comme  je  l'ai 
indiqué  dans  mon  Essai  de  Cosmogonie  tourbillonnaire,  rendre  compte,  par 
la  formation  d'anneaux  et  Lourbillons  divergeant  du  centre,  des  phénomènes 
conslalés  dans  les  Novœ  et  le  syslènie  solaire. 
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Dans  le  Chapitre  X[V,  il  expose  ses  recherches  de  1912  sur  la 
Détermination  de  la  profondeur  de  la  Voie  lactée.  Vnv  la 
méthode  spectroscopique  appliquée  aux  étoiles  doubles  lélesco- 
piques,  on  ne  peut  guère  mesurer  de  dislances  d'étoiles  supérieures 
à  1000  années  de  lumière.  Mais  W,  Herschel  estimait  à  i  million  de 
ces  unités  la  distance  extrême  de  la  Voie  lactée,  tandis  que  les 
mesures  faites  par  M.  Campbell,  pour  220  étoiles  à  hélium  de  gran- 
deur mojenne  4, 14?  donnent  540  années  de  lumière.  Peut-on,  igno- 
rant le  coefficient  d'extinction  de  l'espace  supposé  nul  par  Herschel 
etlagrandeur  absolue  des  étoiles  de  la  Voie  lactée,  savoir  quelle  est 
celle  de  ces  deux  distances  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  vérité? 
M.  See  le  pense  et  adopte  le  chiffre  d'Herschel  sans  que  ses  argu- 
ments entraînent  la  conviction.  Pour  lui,  la  Voie  lactée  est  une 
nébuleuse  spirale  ayant  un  diamètre  de  5  millions  d'années  de 
lumière  où  le  Soleil  occupe  une  position  excentrée. 

Le  Chapitre  XV présente  un  résumé  âesHeckerches  de  \V.  Hers- 
chel et  de  M.  See  sur  l'origine  des  amas  d'étoiles  et  de  la  rup- 
ture de  la  Voie  lactée  par  le  pouvoir  d' agglomération  de  la 
gravitation  universelle.  En  appliquant  le  théorème  de  Green  et 
cherchant  l'exj^ression  de  l'énergie  potentielle  mutuelle  dans  un 
amas  globulaire,  M.  See  établit  le  processus  deviné  par  Heisciiel, 
par  lequel  un  amas  capture  les  étoiles  entrant  dans  sa  sphère  d  action 
en  même  temps  qu'il  se  condense  vers  le  centre.  L'attraction  cen- 
trale dans  un  amas  serait  proportionnelle  à  la  distance  et  la  durée 
de  révolution  commune  pour  toutes  les  étoiles.  Cette  recherche, 
très  ardue  au  point  de  vue  mathématique,  suppose  «me  symétrie 
conqjlèle  autour  du  centre  :  comment  concilier  cette  idée  avec 
l'idée  précédemment  émise  que  la  \  oie  lactée  est  une  nébuleuse 
spirale  composée  de  rubans  d'étoiles?  Or,  dans  certaines  condi- 
tions de  masse  faciles  à  établir,  un  ruban  d'étoiles  est  instable;  il 
se  rompt  dans  sa  longueur,  cl  celle  scissiparité  est  un  processus 
bien  différent  de  la  concenlralion  sphéroïdale  imaginée  |)arM.  Sec 
pour  expliquer  les  amas. 

Le  Chapitre  XVl  n'est  (jue  le  résuuïé  de  la  présente  Cosmogonie 
sous  forme  de  ^j  conclusions  dogmatiques,  d  où  il  ressorl  que 
M.  See  a  voulu  tirer  des  fails  sidéraux  lexplicalion  du  syslènje 
solaire,  au  lieu  de  se  servir  des  précisions  (jue  celui-ci  nous 
donne  poui-  remonler  aux  syslèmos   slellaires.  Mais,  parce  (juc  la 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  iy3 

capture,  même  modifiée  par  la  résistance  du  milieu,  est  un  fait  de 
hasard,  il  s'ensuit  que  les  distances,  inclinaisons  d'axes,  excen- 
tricités, masses  dans  le  système  solaire  seraient  dues  au  hasard,  ce 
qui  paraît  inquiétant.  De  ce  principe  de  la  capture  posé  a  priori 
comme  universel,  tout  est  tiré  par  déduction  :  or,  une  science 
de  la  Nature  comme  la  Cosmogonie  doit  partir  des  faits  et  non  de 
postulats.  Il  suffit  dès  lors,  pour  faire  crouler  parla  base  un  édifice 
aussi  fragile,  de  prouver  qu'il  existe  une  loi  exponentielle  des 
distances  des  planètes  et  satellites  incompatible  avec  le  hasard  de 
la  capture  ('). 

Dans  les  Chapitres  XVII  et  XVIII,  M.  Webb,  reprenant  la 
plume,  veut  démontrer  le  caractère  révolutionnaire  de  la  nouvelle 
Cosmogonie  et  son  triomple  définitif,  malgré  l'opposition  rencon- 
trée en  Angleterre  et  en  France.  Mais  M.  See  n'est  révolutionnaire 
que  pour  avoir  rejeté  les  idées  de  l'école  de  Laplace  et  de 
Sir  G.  Darwin  :  il  ne  l'est  pas  assez  pour  avoir  édifié  la  Cosmogonie 
sur  des  bases  nouvelles.  Comme  ses  devanciers,  il  a  appliqué  à  la 
Cosmogonie  la  méthode  déductive  qui  ne  peut  être  la  sienne,  et 
n'a  mis  en  œuvre  pour  la  formation  des  noyaux  des  astres  que 
l'attraction,  sans  prendre  garde  que  la  force  répulsive  suffirait  à 
empêcher  l'agrégation  des  molécules  cosmiques  et  sans  imaginer 
sous  quelle  forme  elle  peut  devenir,  avec  l'électricité,  l'agent 
constructif  des  mondes. 

Mais  ce  que  M.  Webb  n"a  pas  suffisamment  mis  en  lumière, 
c'est  que  l'éminent  astronome  américain,  dans  son  Volume  II  de 
Researches,  a  produit  une  œuvre  considérable,  d'un  style  clair  et 
entraînant,  d'une  puissante  documentation  dans  le  domaine  des 
recherches  cosmogoniques,  et  que,  par  la  contradiction  même  qu'il 
suscite,  il  est  évocateur  d'idées  nouvelles.  A  ce  titre,  cette  œuvre 
sera,  comme  le  Livre  de  M.  Webb,  lue  avec  profit  par  tous  les 
astronomes. 

Emile  Belot. 


(')  Voir   une   Note    que  j'ai   publiée   dans    les    Astronomisclie   Xachrichten, 
n»  4672. 
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COMBEROUSSE  (Charles  de).  —  Covrs  de  Mathématioles,  à  l'usage  des 
candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  l 'Ecole  Normale  supérieure,  à  l'Ecole 
Centrale  des  Arts  et  ^Manufactures,  j'  édition,  revue  et  augmentée. 
Tome   U,   Seconde    Partie   :    Trigonométrie  rectiligne    et    sphérique- 

I  vol.  in-8",  IV,  55o-88i  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  l()\'^. 

La  seconde  Partie  du  Tome  II  du  Cours  de  Mathématiques  de 
Charles  de  Gomberousse  conlient,  pour  la  Trigonométrie^  le  dé- 
veloppement des  matières  du  Programme  d'admission  aux  grandes 
Ecoles  du  Gouvernement. 

Les  diverses  questions  fondamentales  de  la  Trigonométrie  rec- 
tiligne et  de  la  Trigonométrie  sphérique  sont  exposées  avec  une 
élégance  de  langage  qui  rend  très  claires  les  démonstrations  tou- 
jours rigoureuses  et  les  discussions  toujours  complètes. 

II  vl\  a  pas  lieu  de  parler,  dans  cette  Analyse,  des  questions  et 
des  problèmes  (|ui  sont  traités  dans  tous  les  Ouvrages  analogues. 
Mais  il  ne  faut  pas  négliger  de  citer  quelques-uns  des  énoncés  de 
questions  et  de  problèmes  qui  sont  traités  dans  ce  ^  olumeetqu'on 
ne  trouve  pas  dans  toutes  les  Trigonométries  élémentaires. 

Pages  616-624  :  Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  second 
degré.  —  Sommation  des  sinus  ou  des  cosinus  d'une  série  d'arcs  en  pro- 
gression arithmétique.  —  F"ormules  relatives  aux  rapports  trigonométriques 
de  trois  arcs  dont  la  somme  est  égale  à  180°. 

Pages  701-706  :  Expressions  trigonométriques  des  aiies  des  polygones 
réguliers  de  n  et  de  '.i/i  côtés,  inscrits  et  circonscrits  à  un  cercle  de  rayon  R. 
Rapport  de  ces  aires.  —  Expression  trigonométrique  de  l'aire  d'un  segment 
circulaire.  —  On  suppose  donnés  les  quatre  côtés  «,  b^  c,  d  d'un  quadrila- 
tère inscriptible  ABCD,  et  l'on  demande  de  calculer  ses  angles,  ses  diago- 
nales, son  aire  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Pages  8f9-833  :  Questions  proposées  sur  la  Trigonométrie. 

Pages  8)1-854  :  Quatre  Notes  ayant  pour  titres  : 

\.  Problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  plans  (  Geow^'/r/e). 

II.  Des  Tables  trigonométriques  centésimales. 

III.  Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 

IV.  Emploi  de  la  règle  à  calcul  en  Géométrie  et  en  Trigonométrie. 

Pages  858-88i  :  Table  des  lignes  trigonométriques  naturelles  des  angles 
ou  des  aies  variant  de  minute  en  minute,  depuis  o"  jusqu'à  90". 

Vax.   L. 
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SUR  UNE  CORRESPONDANCE  ENTRE  LES  MOUVEMENTS 
DE  DEUX  SYSTÈMES  MÉCANIQUES  HOLONOMES  CONSERVATIFS; 

Par  m.  Henri  VERONE. 
1,   Considérons  un  système  de  in  équations  canoniquea 

définissant  les  in  variables  j",,  a:^,.  • .,  r,,  ;  r^,  Vi,  . .  .,  y,i  en  fonc- 
tion du  temps  /.  L;i  fonction  F (Xi,  Xn,  ■  •  -,  x,i '1  yi^  y-2,  ••••>JK«) 
sera  supposée  ici  ne  pas  dépendre  explicitement  de  t.  l'our  abréger, 
nous  écrirons  parfois  simplement  F(a?/;  y/). 

Soit  S(.r,,  jCo,  ...,  a:„;a,,  ao,  ...,a„)  une  fonction  arbilraire 
dépendant  de  .r,.  Xn,  .  • .,  x„,  et  de  n  autres  lettres  a,,  7.0,  .  .  . ,  a,^. 
Si  l'on  pose 

^')  '>''  =  5;:;'      ^'-d^     (.  =  !,......«), 

on  aura  2/i  équations  (i)  permettant  d'exprimer  x^,  x-j,  •  . .,  x,t; 
j,,r2;  •  ■  ",  yn,    en   fonction    de  |^,,  ,S.2,  .  .  . .  ^/^  ;    a,,a2,    ...,   a„ 
(ou  inversement),  ce  qui  définit  un  changement  de  variables  que 
je  désignerai  par  la  notation  {^,y)-^('^i  ^)- 
Puisque  l'expression 


V  ^. .  c/x,  —V  ^i  d^<  =  dfs  — 2  ^i  P 


est  une  différentielle  exacte,  ce  changement  de  variables  est 
canonique  (  '  ),  c'est-à-dire  qu'il  n'altère  pas  la  forme  canonique 
des  équations  (I)  qui  se  iransfoiment  en 

(  '  )  H.  PoixcAitK,  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  Chap.  I  ; 
Leçons  de  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  3. 
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2.  Nous  pouvons  toujours  faire  en  sorte  que  l'une  des  nouvelles 
variables,  a,  par  exemple,  soit  la  fonction  F  elle-même  :  F  =  a,. 
Il  suffira  pour  cela  de  choisir  pour  la  fonction  S(j"/;  a,)  (qui  est 
arbitraire)  uneinlégrale  complète  de  l'équation  aux  dérisées  par- 
tielles suivante  : 


contenant,  oulre  la  constante  a,,  n  —  i  autres  constantes  aj,  a;,,  ..., 
a,;,  dont  aucune  n'est  additive. 

Alors,  puisque  le  changement  de  variables  (:r,  j')->(,3,  a) 
défini  par  les  formules  (i)  transforme  F(^/;^',)en  a,,  les  nouvelles 
équations  canoniques  (2)  prendront  la  forme 


(T)  {-zé=^        (^-^^O, 


si  bien  que  les  •au  intégrales  des  équations  (I)  seront 

ai  =  Ci,  a.  —  Co,  ...,  a„=G„, 

les  C  étant  des  constantes  d'intégration  ('  ). 

3.  M.  Appell,  dans  son  Cours  de  cette  année  à  la  Sorbonne,  a 
fait  observer  que  ceci  constitue  une  forme  de  démonstration  du 
théorème  classique  suivant  de  Jacobi  :  Si  l'on  possède  une  inté- 
grale complète  S(^,,  X2.  .  .  . ,  j:"/,  ;  a,,  a^,  ,  .  .,  a,,)  de  Inéquation 
aux  dérivées  partielles  (3),  on  sait  écrire  immédiatement  les 
intégrales  générales  des  équations  canoniques  (1).  Dans  un 
ordre  d'idées  analogue,  M.  Vppoll  a  bien  vouhi  aussi  attirer 
mon  attention  sur  un  [>oint  relatif  à  la  correspondance  entre  deux 
systèmes   mécaniques    holonomes    conscrvatifs    ayant     le     même 


(')  II.  PoiNCAUii,  Les  Métliodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  l.  III.  p.  7. 
Voir  aussi  H.  Vkrgne,  Sur  certaines  propriétés  des  systèmes  d'équalions  diffé- 
rentielles (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  3'  série,  1.  XWII,  cU'(«nibre 
1910,  p.  .5',8). 
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nombre  de  degrés  de  liberté.  Sur  son  conseil,  je  me  propose  de 
développer  ici  ce  point,  qui  a  déjà  été  indiqué  sommairement  dans 
wnel^oie  àes  Comptes  rendus  (le  V Académie  des   Scie/ices  (*). 

4.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  équations  (!)  défi- 
nissent le  mouvement  d'un  système  mécanique  liolonome  à 
n  degrés  de  liberté  [que  j'appellerai  le  système  (I)],  pour  lequel  il 
existe  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps  {-).  Nous 
venons  de  voir  que,  prenant  pour  S  (;r,;  a/)  une  intégrale  com- 
plète de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi  (3),  le  clian- 
gement  de  variables  (.r,y)->(^,  a)  transforme  les  équations 
canoniques  (1)  dans  la  forme  type  (T). 

Prenons  un  second  système  mécanique  holonome  [que  nous 
appellerons  système  (II)]  ayant  le  même  nombre  n  de  degrés  de 
liberté,  et  dont  le  mouvement  soil  défini  par  de  nouvelles  équations 
canoniques  que  j'écrirai,  en  appelant  ç,,  r./les  variables  canoniques 
de  ce  système, 

(II)  -^  =  _-,  li^—  (?  =  I,  9.,  ...,  n), 

^     '  dt        dr^i  dt  0\i 

la  fonction  *(;,,  ço,  •  .  .,  ;«  ;  t,,,  /isi  •  .  -,  '^m)  ne    contenant  pas  t 
si,  comme  je  le  supposerai,  il  existe  pour  ce  nouveau  système  une 
fonction  de  forces  indépendante  du  temps. 
Si  nous  prenons  une  intégrale  complète 

S(^i,  J25  •  • .,  ^n;  2ti,  a»,  . ..,  ««) 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi 


le  changement  de  variables  (ç,  7,)->(^,  a)  défini  parles  formules 
(4)  ri,=  ^,  ?,=  ^  (.  =  !,.,...,«) 


(')  P.  Appell  et  H.  Vergne,  C.  li.  Acad.  5c.,  Note  du  16  juin  1913. 

(-)  Bien  entendu,  tout  ce  que  nous  allons  dire  s'appliquera  même  à  des  équa- 
tions canoniques  tout  à  fait  générales,  ne  tirant  pas  leur  origine  d'un  problème 
de  Mécanique. 
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transformera  les  équations  canoniques  (II)  dans  la  même  forme 
type  (T). 

Ainsi  les  t'quations  de  mouvement  du  système  (I)  et  du  sys- 
tème (II)  ont  pu  être  ramenées  à  la  même  forme  (T).  En  d'autres 
termes,  le  système  (T)  des  variables  (^3,  a)  peui  être  considéré 
comme  ayant  servi  d'intermédiaire  pour  passer  du  système  (I)  des 
variable  (r,  j^)  au  système  (II)  des  variables  (ç,  r,).  Autrement 
dit  encore,  le  changement  de  variables  (a:,  y)->  (i,  r,)  [défini 
par  l'ensemble  des  formules  (i)  et  (4)  entre  lesquelles  on  élimine- 
rait les  a  et  les  [i]  est  an  changement  canonique  transformant 
le  système  canonique  quelconque  (I)  dans  le  système  canonique 
quelconque  (II)  ayant  le  même  nombre  de  variables. 

o.  On  peut  présenter  la  chose  d'une  façon  encore  plus  simple, 
en  ne  parlant  pas  du  tout  du  système  intermédiaire  (T).  Consi- 
dérons l'équation  aux  dérivées  partielles  suivante  : 

K-ê)-(^'^-l)' 

et  supposons  qu'on  ait  su  en  trouver  une  intégrale  particulière 
quelconque  S(^,,  x^-,  .  .  . ,  :r„  ;  Ç),  ço ç„).  Les  in  formules 

définissent  un  changement  de  variables  [x,  y)^>'{z.,T^)  qui  est 
canonique,  puisque  l'expression 

i  i 

est  une  diflTérentielle  exacte.  Ce  changement  de  variables  trans- 
forme la  fonction  F{xi]yi)  en  la  fonction  <I>(i,-;  r,/),  et  par  suite 
transforme  le  système  (I)  dans  le  système  (II). 

Bien  entendu,  il  faudra,  pour  que  le  procédé  réussisse,  que  les 
formules  (6)  puissent  être  résolues  soit  par  rapport  aux  (j?/,  j'/), 
soit  par  rapport  aux  (^/,  •/)/),  ce  qui  exige  chaque  fois  qu'un 
certain  déterminant  fonctionnel  ne  soit  pas  nul. 

0.  Ilemarquons  cpic  nous  pouvons  donner  au  charigenieut  cano- 
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nique   de    variables   transformant    le    système    (I)    dans    le    sys- 
tème (II)  toute  une  série  d'anlres  formes. 

Au  lieu  de  considérer  une  intégrale  particulière  S(.r/;  ;/)  de 
l'équation  (5),  nous  aurions  pu  tout  aussi  bien  considérer  une 
intégrale  particulière  S(j7/:  ç/)  do  l'équation 

et  définir  le   changement  de   variables  (^,y)->(r,,  ç)  au   moyen 
des  formules 


(6')  y.- 


dS_  dS 


■f,i=  -^         (i  =  i.  1,  ..  .,  n): 


en  efTet,  l'expression 

i  i 

est   une    difiTérenlielle    exacte,    et   la    fonction    F{xi;y,-)   devient 

Nous  serions  encore  arrivés  au  même  résultat  en    prenant  une 
intégrale  particulière  S(£Ci^,T^i)  de  l'équation 

K-^  S) -*(£"■') 

et  définissant  le  changement  (.r,  y)  ->  (H,  Tj)  par  les  formules 

ou  bien  encore  en  prenant  une  intégrale  particulière  S(.r/;  r,,)  de 
l'équation 

et  définissant  le  changement  [x^  y)-y{r^,  \)  par  les  formules 

(r«<\  à?)  d?> 

(6)  y,^—,  ^,  =  -^         (.=  .,.,...,«). 

On  donnerait  encore  d'autres  formes  à   l'équation  aux  dérivées 
partielles  pouvant    tenir  lieu   de   (5),  en  mettant  à   son  premier 
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membre  F  (  r-7;  jK/ )  a"  l'eu  de  F/^/;  — j.  Car  rien  ne  distingue, 
dans  les  équations  canoniques,  le  rôle  des  x  de  celui  desj>^. 

7.  Pour  prendre  un  exemple  très  simple,  nous  pouvons  supposer 
que  le  système  (V)  définit  le  mouvement  d'un  point  matériel  assu- 
jetti à  rester  sur  une  surface  fixe,  et  n'étant  soumis  à  l'aclion  d'aucune 
force;  le  système  (ÏI)  sera  de  même  supposé  définir  le  mouvement 
d'un  point  matériel  qui  n'est  soumis  à  l'aclion  d'aucune  force  et 
assujetti  à  rester  sur  une  aulre  surface  fixe.  Le  procédé  qui  précède 
permettra,  et  d'une  infinité  de  façons,  de  faire  correspondre  les 
lignes  géodésiques  de  la  première  surface  aux  lignes  géodésiques 
de  la  seconde. 

Mais  il  faut  bien  observer  que  ce  n'est  pas  là  du  tout  une 
correspondance /)o/iC///e//^  entre  les  deux  surfaces  :  pour  que  les 
deux  surfaces  se  correspondent  point  par  point,  il  faudrait  que  les 
coordonnées  de  l'une  s'expriment  en  fonction  des  coordonnées  de 
l'autre;  or,  les  formules  de  transformation  (6)  contiennent  non 
seulement  les  coordonnées  Xi,  zj  des  deux  surfaces,  mais  aussi  les 
variables  auxiliaires  17,  7,,  servant  à  définir  les  vitesses  {*). 

8.  Considérons  maintenant  deux  systèmes  quelconques  d'équa- 
tions différentielles  non  canoniques  à  n  variables  chacun  ; 

,  dxi  _  dxt  _       _   dxn  _ 

Xi  X2  X,j 

(II')  ^    =    §     =.      .^^:=^^ 

—1  —2  —n 

les  X/  étant  des  fonctions  des  ^/,  et  les  S/  des  fonctions  des  E,,  ne 
dépendant  pas  de  /.  Une  remarque  très  simple  et  bien  connue, 
due  à  Liouville,  permet  de  transformer  chacun  de  ces  systèmes  en 
un  système  canonique,  en  lui  adjoignant  n  variables  nouvelles  :  il 
suffit,  en  efl'et,  de  poser 

Y(Xi\yi)  =  X,^-i-i-  Xj^'î-f-.  .  .H-X„^-„, 

*(  \i  ;  ■';/)  =  Sr/;  1  -h  Sî  T),  -h . . . -f-  s«  T(„, 

(')  Le  problème  de  la  possibilité  d'une  loprésenlalion  poncluoilc  de  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre,  avec  correspondance  des  lignes  géodésiques.  a  été  étudié 
par  les  géonnèlres  italiens  E.  Bciirami  et  U.  Dini.  (G.  Daiiboux,  Leçons  sur  la 
Théorie  des  surfaces,  t.  III,  Livre  VI,  Chap.  III.) 
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pour  que  le  système  (  l')  devienne  le  système  (I)  et  que   le   sys- 
tème (IF)  devienne  le  système  (II).  Les  n  variables  auxiliaires  yi 
sont  définies  par  les  secondes  équations  (I);  les  n   variables  auxi- 
liaires Tjj  sont  définies  par  les  secondes  équations  (II). 
L'équation  aux  dérivées  partielles  (5)  s'écrit  alors 


elle  est  linéaire  p'dv  rapport  aux  dérivées  de  S.  Si  l'on  en  possède 
une  intégrale  particulière  quelconque,  les  2n  formules  (6)  défini- 
ront un  changement  de  variables  (x,  y)—y{c^  Tj  )  qui  transformera 
le  système  (I)  dans  le  système  (H),  c'est-à-dire  le  système  (!')  dans 
le  système  (H'). 

Mais,  ici  encore,  il  faut  bien  remarquer  qu'il  ne  s'agit  pas  du 
tout  d'une  correspondance  ponctuelle  entre  l'espace  à  n  dimen- 
sions des  (^(,372,  ,..,x„)  et  l'espace  à  n  dimensions  des 
(;,,  Ça,  ... ,  c„),  puisque  les  formules  (6)  dépendent  des  variables 
auxiliaires  j^ 4-,  rj^,  que  nous  avons  introduites. 

Toutefois,  il  est  remarquable  que  de  telles  correspondances 
ponctuelles  (.r)->(c),  transformant  le  système  (V)  dans  le 
système  (IL),  existent  toujours.  M.  Kœnigs,  en  elFet,  a  montré  (') 
qu'on  pouvait  ramener  un  système  d'équations  différentielles 
donné  à  la  forme  canonique,  sans  introduire  de  variables  supplé- 
mentaires comme  le  fait  Liouville.  Ayant  alors  ramené  les  deux 
systèmes  (L)  et  (H)  à  la  forme  canonique,  on  les  transformera 
l'un  dans  l'autre  par  la  méthode  donnée  au  n"  o. 

Ainsi,  il  est  toujours  possible,  par  un  changement  de  variables 
convenable  (x)— >(;),  de  transformer  un  système  quelconque 
d^  équations  différentielles  (L)  dans  un  système  quelconque  (II') 
ayant  le  même  nombre  de  variables. 

9.  Cette  possibilité  est  d'ailleurs  tout  à  fait  évidente,  si  l'on  se 
place  à  un  autre  point  de  vue.  Soient,  en  efl'et, 

fi{xx,  x^_,  .  .  .,  x„,  t)  =  Ci        (j  =  t,  2,  . .  .,  n) 
n  intégrales  distinctes  des  équations  (1);  et  soient 

çK;n  U,  ■•■,  ht,  0  =  G/         (f  =  r,  1,  ...,  n) 

(')  G.  Kœnios,  C.  li.  Acad.  Se,  décembre  1890. 
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n  intégrales  distinctes  des  équations  (11').  Les  /?  -+-  i  formules 

/,(a-,,  Xi,  ...,  Xn,  t)  =  'fi(;i,  çî.   ...,  $„,  t)         (r=  I,  2.  ...,  n), 

f  =  t, 

définissent  un  changement  de  variables  (j? ")->(;)  qui    lituisforme 
le  système  (1')  dans  le  syslètue  (H). 

Si  Ton  n'avait  pas  voulu  introduire  la  variable  .uixilian'e  l,  on 
aurait  simplement  supprimé  la  n""""'  équation  (!')  et  la  /?'^""^  équa- 
tion (ÏI'),  et  l'on  aurait  raisonné  d'une  façon  identique  :  soient 

f,{Xi.x.,,  . .  . .  x„)  =:  Ci         (  i  =  i,  2,  .  .  .,  n  —  i) 

/i  —  I  intégrales  des  équations  (1');  et  soient 

9/(;i,  I2,  • .  -,  ;«)  =  C/        (f=  I,  2,  ...,«  —  1) 

/i  —  I  intégrales  des  équations  (II'),  Les  n  formules 

fi(Xi,  X,,    ....  X„)=  Ci,(^.  ^2,    .  ..,   ï„)  Û"=   I,    2.    ...,   n— 0, 

définissent  un  changement  de  variables  {x)-^{z)  transformant 
le  système  (I')  dans  le  système  (H')-  D'ailleurs,  la  /i"'"®  formule, 
j7,j  =  ç,;,  pourrait  être  remplacée  par  une  relati»)n  absolument 
arbitraire 

■^(x^,  a-o,  .  . .,  x„,  ;i,  ç-2,   ...,;„)  =  o; 

autrement  dit,  celte  formule  est  surabondante,  elle  sert  seulement 
à  relier  entre  elles  la  variable  indépendante  du  système  (l)  et  la 
variable  indépendante  tlu  système  (II'). 

l.a  remarque  qui  précède  rend  évidente  la  possibilité,  rappelée 
tout  à  l'heure,  d'après  M.  Kœnigs,  de  la  réduction  d'un  système 
(juelcon((ue  d'équations  différentielles  à  la  forme  canonique  :  il 
suffit  d'imaginer  que  le  système  (11),  dans  lequel  on  transforme 
le  système  (1'),  est  canonique. 

La  même  remarque  rend  également  évident  le  fait,  établi  au  n"  4, 
de  l'existence  de  changements  de  variables  canoniques  (x,))—>(ç,r,), 
transformant  le  système  canonique  (1)  dans  le  système  cano- 
nique (11). 

10.  Revenons  maintenant  à  nos  svstèmes   mécaniipies   primitifs 
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(I)  et  (II)  et  au  théorème  du  n"  o  :  La  connaissance  d'une  inté- 
grale particulière  f[uelconque  S(a:<;  \i)  de  V équation  aux 
dérivées  partielles  (5)  permet  de  ramener  le  système  cano- 
nique (I)  au  système  canonique  (II)  au  moyen  des  formules  de 
transformation  (6).  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  une 
généralisation  du  théorème  classique  de  .lacohi    rappelé    au   n"  3- 

Supposons,  en  efïet,  «pie  la  fonction  <!>(;/;  y,,)  soit  de  telle 
nature  qu'o/?  ait  su  intégrer  les  équations  (H)  :  alors  les  ç/,  r,/ 
seront  des  fonctions  connues  du  temps  t  et  de  'in  constantes  d'inté- 
gration, 6"^" /'o/i /?o5Aèc/6'  en  outre  une  intégrale  particulière 
S{xi\  ç/),  de  V équation  (5),  on  saura  écrire  immédiatement 
les  intégrales  générales  des  équations  (I)  :  elles  seront  données 
par  les  formules  (6). 

Le  cas  où  la  fonction  *l^[zi\T^i)  se  réduirait  simplement  à  ç, 
redonne  le  théorème  ordinaire  de  Jacohi  sous  la  forme  même 
rappelée  au  n"  3. 

On  saura  encore  intégrer  immédiatement  les  équations  (II)  si  la 
fonction  <I>  est  de  la  forme  <!>(  Ç| ,  ;o,  .  .  . ,  ;a  ;  'rik+x ,  '''iA+a:  •  •  •  ?  'fm) 
ne  dépendant  pas  de  r,,,  y,25  •  •  -^  '^iA,  ?a+i?  ?A4-2'  •  •  •  •>  ?«•  Alors, 
;,,  Ç2,  •  .  •,  iA,  ■^A+i,  ■''iA+2,  ---i  'Un  -seront  des  constantes;  T,,,r,2,  ..., 
tiki  ?A+i-  ^A+2)  •  •  •»  in  seront  des  fonctions  linéaires  du  temps. 

Donnons  un  exemple  extrêmement  simple  où  ce  dernier  cas  parti- 
culier permet  l'intégration  du  mouvement  d'un  système  mécanique. 
Supposons  que  les  équations  (I)  définissent  le  mouvement  plan 
d'un  point  pesant  de  masse  i,  dans  le  vide  :  i'i  X\^  x-,  sont  les  coor- 
données rectangulaires  du  point  (l'axe  des  x,  étant  vertical  vers  le 
haut),  et  si yi,  j'2  sont  les  composantes  de  sa  vitesse,  la  fonction 
P(a;i,  x-i',  yx^  y^)  (qui  représente  l'énergie  totale)  aura  pour 
valeur 

^{xu  Xi\yi,yi)  =  -{yi  —  yif-^  gJ-'i- 

Prenons  alors,  pour  la  fonction  auxiliaire  <ï*(ç),  Ç2  ;  '^ij'^ia)  'a 
suivante  : 

*ai,  \i\  y,s,  -12)=  :^(ç2-t-Tiï), 

qui  ne  dépend  que  de  Ço  et  7,,.  Alors  Ç2)  '^i  seront  des  constantes, 
et  Ç|,  r.o  des  fonctions  linéaires  du  temps. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  (5"),  dont  il   s'agit  de  trouver 
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une  intégrale  particulière,  est 


on  peut  y  satisfaire  en  posant  séparément 


dS   _  dS 
(  dS 


d'où  l'intégrale  particulière 

oùyest  une  fonction  quelconque.  Les  formules  (6)  donnent  alors 
les  intégrales  du  problème.  jNoiis  aurons  en  particulier,  pour  définir 
les  trajectoires, 

La  première  de  ces  formules  nous  apprend  que  :r(  -f-  ç,  est  une 
constante,  c'est-à-dire  que  X\  est  une  fonction  linéaire  du  temps; 
et  la  seconde  nous  montre  que  yço  —  igx-x  est  une  fonction 
linéaire  du  temps,  donc  que  x^  est  une  fonction  quadratique  du 
temps. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  classiques  relatifs  au  mouve- 
ment parabolique  d'un  point  pesant. 


FIN    DE    LA    PHEMIERE    l'AKTlE    DL    TOME    XXXVII. 
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SECONDE    PAiniE. 


REVUE    DES   PUliLICATlONS   ACADEMIQUES 
ET  PÉRIODIQUES. 


ACTA    MATHEMATICA. 

Tome  XXV  [Suite  (i)]. 

Mellin  (ff.-J.).  —  Une  formule  lelalive  au  logarithme  des  fonc- 
tions transcendantes  de  genre  fini  (i65-i83). 

1.  L'auteur  met  ce  logarithme  sous  la  forme  d'une  intégrale,  qui  rentre 
dans  le  type  étudié  au  paragraphe  7  du  .Mémoire  précédent,  formule  (8).  De  la 
formule 

loe(H-a7)rr :    /  -r-^ dz         pour        o<a<i, 

^  ^  ir.i    1  sin  ~zz 

>-  a  —  IX 

il  déduit  que,  pour  une  fonction  entière  de  genre  y?, 

.7-  .7" 

h...-i-(— iif  — 


n(^)  =  fj(i-+-|-)e  "•' 


logn(x)  =  (-i)pS(/5^i) 


p 

1 

Si  les  arguments  des  a  sont  compris  entre  —  îî  et  +  ^T,  la   formule  est  valable 

dans  le  domaine 

-(::-2r)  <6<-  -=:. 

(')  Voir  Bull,  des  Sciences  math.,  1912,  t.  XXWI..  p.  iS5. 
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Si  l'exposanl  de  convergence  de  S  (c)  est  p  </?-(- 1,  on  a 


logri(^) 


2  -  J    / 


S(z)-dz. 


en  choisissant   p<a  </>  +  i.  Si  —  a.^  est  un  zéro  d'ordre  /».,  dans  les  formules 

précédentes,   S(j)    sera    la  série    ^  — ^;   l'expression  du   logarithme  convient 

1 
également   si    les   m    ne   sont    pas  entiers;  on   obtient  alors  des  fonctions  que 
l'auteur  appelle  transcendantes  de  genre  fini,  qui  rentrent  dans  la  formule 


n  (^)  =  II 


K'^l)  '• 


h. ..-!-(  — 


lif  —  I 


et  dont  les  fonctions  entières  sont  un  cas  particulier. 

'2.  Étude  du  cas  où  tes  zéros  sont  en  progression  arithmétique  :  a,  =  —  v 
avec/?  =  n  et  in.^=  v".  On  trouve,  pour  cette  fonction  P„(z), 

(-.)"logP,.(x)  =  ^    r"     '     -jJi_;(c)-£!:irf-  =  i„(:r,«), 

où  I  <  a  <  2.  Pour  n  =  o,  on  déduit  de  là  la  formule  de  Stirling,  qui  est  ainsi 
valable  dans  tout  le  plan,  à  l'exception  du  demi-axe  réel  négatif.  Si  /j  >  o, 
l'auteur  étudie  l'allure,  pour  x  infini,  de  l'intégrale  I„(a:,  or). 

'.].  Étude  des  cas  où  les  zéros  sont  en  progression  géométrique^  le  genre 
étant  nul  :  ceci  conduit  l'auteur  à  une  égalilt-  qui  est  une  formule  de  transfor- 
mation linéaire  d'une  fonction  B. 

'i.  Étude  des  produits  envisagés  par  M.  Appcll  {Math.  An.,  t.  \IX)  : 
n(,r;T, Tj-      fj    (•-^-.r-7f.-^'...7^;»-^') 

V,  ...,v„  =  o 

q.^  =  e-'--.-.,       I  </..!<  1 . 

généralisation  du  cas  précédenl. 

5.  Les  séries  de  Dirichfet,  telles  que  (i),  s'introduisent  tout  naturellement 
dans  l'élude  du  développement  asymptotique  du  logarithme.  L'existence,  en 
dehors  du  cercle  de  convergence,  de  la  fonction  qu'elles  définissent  peut  être 
étudiée   dans    bien  des    cas  grâce  à   la   proposition  suivante  :   soient    les  séries 


Sis)=^''^' 


et  S, 


.V  )  =  V  a~' 


telles  que  V  —  a"'- 1' (a  -  '  )  (juand  v  est  suffisamment  grand,  f^  étant  une  série 
entièic  [P(o)  ,^  o],  et  x>o;  .S  (.s)  est  une  fonction  régulière  en  tout  puini  du 
plan  non  >ingulier  pour  S,  (  vis  -)-  Iv),  K  =  i,  a,  . . . ,  x. 
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Laiileiir  donne  quelques  applications  de  celle  proposition;  il  l'nonce  nolani- 
menl  des  résullals  relalifs  à 

S,(s)=       y^      [l>(,,_+v,.  ...,a)„+v„]-S 
v,....,v„=o 

R  étant  une  fonction  rationnelle  entière,  dont  les  coefficients  ont  leur  partie 
réelle  positive.  S,  est  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan  et  ses  pùles 
sont  sur  l'axe  réel;  dans  une  bande  parallèle  à  l'axe  imaginaire,  e—'l-ISoC*) 
tend  vers  zéro,  pour  s  infini,  quel  que  soit  e.  Ces  considérations  permettent 
d'obtenir  pour  \ogU{x)  un  développement  asymptotique  valable  dans  tout 
le  plan,  sauf  pour  la  partie  négative  de  Taxe  réel.  Les  leclierclies  de  l'auteur 
embrassent  également  beaucoup  d'autres  séries  de  Diriclilet  {voi/-  aussi  Acfa 
Societatis  Scientiarum  Fennicœ,  t.  XIX). 

Dini  (f.).  —  Sur  la  méthode  des  approximations  successives  pour 
les  équalions  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  (Extrait 
d'une  lettre  à  M.  Mittag-Leffler).  (iSo-aPio). 

Ce  Mémoire  contient  des  remarques  sur  l'application  de  la  méthode  des 
approximations  successives  de  M.  Picard  à  la  résolution  du  problème  de 
Dirichlcl  pour  l'équation 

du         ,   du 

\u  =  a h  0 1-  eu  -+■  h. 

ox  dv 

On  sait  qu'on  forme  la  chaîne  suivante 

OUi,         .  dua  , 

Aï<„  =  o.         lu.  =  a  -—2  +  o  -—■  -+-  cu^  +  h 

dx  oy 

Il  s'agit  de  trouver  des  conditions  suffisantes  pour  que  :  i"  on  puisse  limiter 
u,  (prenant  sur  un  contour  C  des  valeurs  données)  et  ses  dérivées  premières  à 
l'aide  du  maximum  des  données  et  de  leurs  dérivées,  et  cela  dans  C  et  sur  C; 
2"  on  puisse  limiter  «,,  u^,  ...  (s'annulant  sur  C)  et  leurs  dérivées  à  l'aide  des 
limitations  précédentes;  3°  la  série  u^-+-  u^+  a,-i-. . .  vérifie  l'équation  proposée. 

Pour  cela,  l'auteur  étudie  tout  d'abord  les  propriétés  de  l'intégrale 


\\{x'.y')=-—        I    F(x.  y)\o§rdxdy,        r^  =  {x  ~  x')'-^  (y  —  y')-. 
-  "J  Je. 

et  il  retrouve,  en  les  précisant,  des  résultats  déjà  obtenus  dans  le  cas  de  trois  varia- 
bles par  MM.  Holdcr  et  Morera.  Si  W  et  W"  sont  les  valeurs  de  ^^'  en  deux  points 
M',  M',  de  distance  ô,  situés  dans  C  ou  sur  C,  on  a,  en  supposant  V{x,y)  inlé- 
grablc  et  \¥  {x,  y)\<¥, 

lW'-W"|<KI.-o.  |'^_'i^|<K.Fà|logo|. 

K  et  K,  dépendant  seulement  de  C,  et  K  tendant  vers  zéro  avec  l'aire  de  C. 
De  plus  les  dérivés  secondes  existent  et  satisfont  à  l'équation  A^^' =  Y{^x.y), 

il*"  f  î?   "V  ^ F*  i  ce  '   T'  '  ^  ! 
—^ ; ^-^ —     est  intégrable 

dans  le  domaine  du  point  M',  uniformément  sur  tout  vecteur  issu  de  M'.  Si 
celle  condition  est  vérifiée   pour  tous  les  points  intérieurs  à  C,  sauf  peut-être 


ma 
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pour  im  nombre  fini  de  points  ou  de  lignes,  l'auteur  dit  que  V{x,y)  satisfait 
;iu\  conditions  normales.  Il  appelle  également  champ  normal  le  domaine  limité 
par  un  contour  C,  tel  que  la  fonction  harmonique,  prenant  sur  C  des  valeurs 
données,  admette  des  dérivées  premières  finies  dans  G  et  sur  C,  quand  la 
succession  des  données  au  contour  a  des  dérivées  premières,  dont  les  rapports 
incrémentaux  sont  absolument  intégrables. 

Dès  lors,  si  C  est  un  champ  normal,  où  F(^,  y)  satisfait  aux  conditions  nor- 

les,  l'intégrale ——    /    /    K  (j:,  r)  G  c/j;  c?r,  où  G  désigne  la  fonction  de  Green, 

2  '-  J    J  c  ■  ■ 

reste,  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  <iMF  dans  C  et  sur  C,  .M  tendant  vers 
zéro  avec  l'aire  de  C.  Ces  conditions  ne  sont  d'ailleurs  que  suffisantes  :  ainsi,  dans 
le  cas  du  cercle,  il  n'est  pas  nécessaire  que  V{x.y)  satisfasse  aux  conditions 
normales. 

Cela  posé,  si  les  conditions  du  champ  normal  relatii'es  à  C  et  aux  données 
sont  vérifiées,  et  si  o,  b,  c,  h  satisfont  aux  conditions  normales,  les  deux  pre- 
mières questions  envisagées  plus  haut  sont  résolues  et  l'on  olitient  pour  ft„M|. . . 
des  limitations  qui   assurent  la  convergence  de  la  série  et  des  séries  dérivées. 

La  3*  question  est  aussi  élucidée  par  la  convergence  des  séries  des  dérivées 
secondes  :  la  série  formée  donne  la  solution  à  l'intérieur  de  C,  sauf  peut-être 
en  un  nombre  fini  de  points  ou  de  lignes.  Si  a  et  6  sont  nuls,  la  condition  de 
champ  normal  disparait  :  l'existence  de  la  fonction  de  Green  et  la  continuité  des 
données  suffisent. 

L'auteur  démontre  ensuite  que  le  cercle  est  un  champ  normal,  ainsi  que  les 
contours  qu'on  en  déduit  par  représentation  conforme. 

Les  résultats  obtenus  subsistent  pour  l'équation 

Su  =  V  {x.  r.  z.  p.  r/). 
si  F  reste  fini  et  tel  que 

\-{x.r,  z.  p.  7)  -  F(x'.y.  z\  p'.  q')  =  A  {x-x')  +  B(.>-  -y')  +C(c-  ^')+P, 

I  P  I 
A,  B,  C  étant   bornés  et     —     intégrable  dans  le  voisinage  du  point  {x\y'). 

Iluiivitz  {J.)'  —  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  binaires 
A  coefficients  variables  et  complexes.  (aS  1-291). 

Dans  le  présent  article,  l'auteur  expose  un  mode  de  développement  en  fraction 
continue  des  nombres  complexes  (déjà  étudié  par  lui  dans  un  travail  précédent), 
et  l'applique  à  la  réduction  des  formes  quadratiques  à  coefficients  et  à  variables 
complexes,  de  même  que  l'on  a  utilisé  le  développement  en  fraction  continue 
des  nombres  réels  pour  la  réduction  des  formes  quadratiques  réelles  à  détermi- 
nant positif. 

L  Sur  une  espèce  particulière  de  développement  en  fraction  continue 
des  grandeurs  complexes. 

1.  Supposons  le  plan  des  variables  complexes  divisé  en  carrés  |)ar  les  droites 
X  -i-y  =  =t  I,  ±:  3,  ±  '),  . . .  X  —  y  =±i,  ±3,  rh  5,  . . .  ;  et  à  l'aide  de  conven- 
tions précises,  qu'il  est  inutile  d"in(li(iuer  ici,  associons  chacun  des  ciMés  à 
nn  nombre  complexe  carré  bien  dt'tcrminé  et  à  un  seul  :  étant  donné  un  nombre 
complexe  non  entier  a:,,,  sa  première  valeur  ap|)rocliée  sera  l'entier  complexe  o 
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rentre  du  carré  qui  ronlit.nt  ,x:„  ;  déduisant  a„  de  .r,,  comme  on  a  défluit  «„  de  x„, 
le  développement  dr  première  espèce  de  x„  se  trouve  diMini  par  la  suite 
d"éi;alités 


-z',,-1 


J7„  —  ûf„  —   —  1  X^  —  iX ,  —    —  I  •  •  •  )  JO    — 

X^  X.. 

et  on  le  désignera  par  (o„,  o,,  a.,,  . .  .)• 

'2.  Il  est  aisé  de  voir  (jue  les  points  qui  ont  pour  affixes  x^x.,. .  .x^. . .  sont  à 
l'extérieur  du  domaine  U  limité  par  les  quatre  demi-cercles  qui  résultent 
par  une  inversion,  de  puissance  i  et  de  pôle  o,  des  côtés  du  carré  fondamental. 
L)"aulre  part,  l'application  des  conventions  précises  signalées  plus  haut,  relati- 
vement aux  côtés  des  carrés  du  plan,  permet  d'indiquer  certaines  impossibilités 
dans  la  loi  de  succession  des  entiers  a,,  «j)  •  •  •  ^,,)  •  •  •  ï  6"  particulier,  on  peut 
indiquer  la  nature  de  celte  succession  dans  le  cas  où  x^  se  trouve  sur  la  fron- 
tière du  domaine  R.  Ces  résultats  sont  utiles  dans  la  résolution  du  problème  sui- 
vant :  étant  donnée  une  fraction  continue  (6„,  èi,  . . .  6„,  ^,,4.,)  dont  la  valeur  est 
a^„.  reconnaître  si  c'est  le  développement  de  première  espèce  de  x„;  plusieurs 
théorèmes  donnent  pour  cela  des  critériums  suffisants,  et  ils  montrent  en  même 
temps  que  les  lois  indiquées  précédemment  sont  caractéristiques  du  dévelop- 
pement de  première  espèce. 

3.  Les  nombres  complexes  rationnels  ont  un  développement  limité. 

Pour  un  nombre  complexe  irrationnel,  il  est  nécessaire  de  démontrer  la  con- 
vergence du  développement  obtenu  :  la  méthode  pour  y  arriver  consiste  à  mon- 
trer, le  plan  étant  divisé  d'une  certaine  manière  en  domaines  limités  par  des 
arcs  de  cercle,  que  le  rapport  -^^  des  dénominateurs  de  deux  l'éduites  succes- 

sives  tombent  dans  le  même  domaine  que  l'entier  a„  sans  tomber  sur  son  contour; 
il  en   résulte  que  \q„\  augmente  indéfiniment;  or.  un  calcul  facile  montre  que 

1}  0  I 

la  différence  x,, —  —  =  — -  est  inférieure  en    module  à -;  d'où  résulte  la 

'/„  Tn  I  '7,.  I 

convergence. 

Une  étude    un    peu    plus   approfondie   des  quantités  0„  permet  d'établir  des 

lemmes  importants  qui  sont  utiles  pour  montrer  la  périodicité  du  développement 

d'une  irrationnelle  du  second  degré. 

'1.  La  démonstration  de  la  convergence  a  mis  en  évidence  une  division  du  plan 
i|ui  donne  lieu,  de  la  même  manière  que  la  division  en  carrés,  à  un  dévelop- 
pement intéressant,  dit  développement  de  seconde  espèce  :  ses  propriétés,  et 
leurs  démonstrations,  sont  analogues  à  celles  du  développement  de  première 
espèce;  et  il  existe  entre  les  deux  des  liens  qui  appaiaissenl  aiséiiunt  :  par 
exemple,  si  l'on  développe  de  la  première  manière  une  quantité  x„, 

a-„  =  (a^,  «,,...  o„,  . . .) 

l'expression    («„,«„.,,  -..«1)   est    le   développement  de  seconde   espèce  de    la 
quantité  R„  =  (rapport  des  dénominateurs  de  deux  réduites  consécutives). 

II.  Réduction  des  formes  quadratiques  linéaires. 

La  recherche  d'une  représentation  d'un  nombre  entier  «;  à  l'aide  d'une  forme 
quadratique  a  x'- -^  ■i  b  xy -\- c  y"-  (où  a,  b,c  sont  des  entiers  tlonnés)  conduit, 
dans  le  domaine  complexe  comme  dans  le  réel,  aux  deux  problèines  suivants  : 
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1°  Deux  formes  données  de  même  déterminant  sont-elles  équivalentes,  autre- 
ment dit,  peut-on,  par  une  substitution  linéaire  (de  déterminant  =-4-1).  trans- 
former l'une  dans  l'autre? 

2°  Déterminer  toutes  les  substitutions  linéaires  qui  tranformcnt  une  forme/ 
en  une  forme  équivalente  F. 

C"est  pour  la  résolution  de  ces  deux  problèmes  qu'est  utile  le  développement 
en  fraction  continue  exposé  précédemment. 

On  peut  répartir  les  substitutions  :r  =  ■xx' —  ^y';  y  =  y  j;'  — 5j>-'  où  ^y — ao  =  i, 

que  l'on  peut  indiquer  par  S  =  (    '..).  en  six  classes;  les  substitutions  d'une  classe 

se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles  en  remplaçant  a,  j3,  y,  3  par  des  nombres  qui 

leur  sont  respectivement  congrus  (mod.  i-i-  j)  :  deux  formes  sont  équivalentes 

si    l'on   peut  transformer  l'une   dans   l'autre   par  une   de   ces   substitutions,    et 

complètement  équivalentes  si  l'on  peut  employer  pour  cela  une  substitution  de 

première  ou  de  deuxième  classe  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

deux  formes  soient  complètement  équivalentes  et  que  leurs  premières  racines 

.  I-  ■                        1     •          ■■                     stx'n —  S       ,    /a3\  ... 

soient  liées  par  une  relation  telle  que  x„= — '-,  ou        ',  )  est  une  substitution 

y.r'„— 0  Vyo/ 

de  première  ou  de  deuxième  classe  :  des  indications  précises  montrent  ce  (|ue 
l'on  entend  par  première  racine  d'une  forme. 

La  notion  de  forme  réduite  dérive  de  celle  de  couple  de  racines  réduit;  si  l'on 
considère  une  forme  ax''+  2b xy-i-cy- ,  le  couple  a;„  y„  des  racines  de  ax^+ibx^c 
est  dit  réduit  si  le  développement  de  première  espèce  de  x^  est  périodique 
simple  :  on   démontre  que,  dans  ce  cas,  il  en  est  de  même  de  celui  de  seconde 

espèce  de  —  :  si  x,,=  (a„,  a,  . . .  «„,  x^)  (première  espèce),  on  a 

—;-  =  I  a„.  fl„_,.  . . .  a„,  —  )         (deuxième  espèce)  ; 

une  forme  est  réduite  si  le  couple  Xy^y,,  correspondant,  est  réduit.  D'autre  part, 
«„  étant  le  premier  terme  du  développement  de  première  espèce  de  x^\  {x,^,y^^ 

étant  réduit  ou  non;  posons  jr„  =  «j, ■■,  y,  =  a„ -;  (x' , y')  SGv»  A\l  adja- 
cent (benacbbart)  à  {x^,yi^)\  deux  formes  sont  dites  adjacentes  si  les  couples 
correspondants  sont  adjacents.  Il  est  immédiat  que  deux  formes  adjacentes  sont 
complètement  é({uivalcntes  et  que  toute  forme  quadratique  est  complètement 
équivalente  à  une  forme  réduite.  En  se  reportant  au  développement  de  première 
espèce  d'une  irrationnelle  du  second  degré,  on  voit  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre 
fini  de  formes  réduites  de  déterminant  donné;  d'autre  part,  chaque  couple  (Xj.jj'g) 
correspondant  à  une  forme  réduite  donne  naissance  à  une  suite  périodique  de 
couples  qui  correspondent  eux-mêmes  à  des  formes  équivalentes  :  les  formes 
réduites  de  détenninanl  donné  se  groupent  donc  en  périodes  de  formes  équiva- 
lentes entre  elles.  .Mais  la  question  suivante  se  pose  alors  :  étant  données  deux 
formes  réduites  de  même  déterminant  appartenant  à  des  périodes  différentes, 
reconnaître  si  elles  sont  équivalentes.  Pour  y  arriver,  on  démontre  d'abord  que 
la  condition  nécessaire  et  suflisanle  pour  que  ilcux  irrationnelles  du  deuxième 
degré  soient  complètement  é(|uivalentes  et  que  l'une,  soit  par  elle-même,  soit 
cliangée  de  signe,  entre  comme  reste  dans  le  développement  de  première  espèce 
de  l'autre  :  la  démonstratif)n  de  la  nécessité,  en  particulier,  entraîne  quelques 
longueurs.  (  a;,,  y,),  (a;,,  y,),  (x„,  j",,)  étant  les  couples  de  ra<  ines  qui  constituent 
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une  période  de  formes  réduites  de  déterminant  D,  si  l'on  convient  d'appeler 
période  équivalente  celle  qui  correspond  aux  couples  ( — a;,,,  — .7'o)---(  —  ^„i  ~y,^- 
on  peut  dire  que  deux  formes  réduites  de  même  déterminant  sont  complètement 
équivalentes  si  elles  appartiennent  à  la  même  période  ou  à  des  périodes  équiva- 
lentes, et  alors  seulement.  Le  premier  problème  posé  au  début  est  alors  résolu  : 

si    un    des   développements  do  :r„.  a?'*',   x -',  premières   racines   de  /,    /' /      |, 

/  (  )j  conduit  à  une  période  semblable  on  équivalente  à  celle  que  donne  le 

développement  de  x' .  première  racine  de  f\  les  formes  f  et  f  sont  équivalentes 
au  sens  ordinaire  du  mol. 

Pour  le  deuxième  problème,  le  procédé  même  de  réduction  permet  d'obtenir 
une  substitution  qui  transforme  une  forme/ en  une  forme/'  équivalente.  Pour  les 
obtenir  toutes,  il  suffit  d'avoir  celles  qui  transforment/  en  elle-même  et  pour 
cela  celles  qui  transforment  une  forme  réduite  /„  en  elle-même;  ce  dernier 
problème  se  traite  simplement  à  l'aide  du  développement  de  première  espèce  de 
la  première  racine  de  /„. 

Burnside  {W .).  —  Sur  les  quatre  rotations  qui  Iransformenl  un 
système  d'axes  orthogonaux  en  un  autre.  (291-29.5). 

Celte  question  a  été  traitée  par  une  élégante  méthode  analyti(|ue  par  M.  Lip- 
scliilz  (Acta,  t.  XXIV);  l'objet  de  cette  courte  Note  est  de  la  traiter  par  une 
méthode  cinématique  qui  fait  mieux  saisir  les  rapports  géométriques  entre  les 
éléments  de  la  figure  considérée. 

Elle  s'appuie  essentiellement  sur  ce  théorème  (dû  à  Hamilton)  :  trois  rota- 
tions successives  autour  de  trois  rayons  d'une  sphère,  d'angles  doubles  du  triangle 
spliérique  correspondant,  ne  donnent  aucun  déplacement, 

rtic/uier  (Ch.).  —  Sur  le  degrt;  de  généralité  d'un  système  diffé- 
rentiel quelconque.  (29^-35-). 

AL  Riquier  a  montré,  dans  des  travaux  précédents,  comment  on  peut,  étant 
donné  un  système  complètement  intégrable,  fixer  par  la  seule  considération  de 
ses  premiers  membres,  l'économie  des  conditions  initiales  qui  déterminent 
entièrement  un  groupe  d'intégrales  ordinaires  du  système,  et  mettre  en  évidence 
les  fonctions  ou  constantes  arbitraires,  en  nombre  fini,  dont  dépend  la  solution 
générale.  Si  l'on  considère  un  système  différentiel  quelconque,  réduit,  de  plu- 
sieurs manières,  à  une  forme  intégrable,  et  si  l'on  compare  dans  ses  diverses 
formes  le  nombre  et  la  nature  des  éléments  arbitraires,  il  est  aisé  de  se  rendre 
«ompte  que  les  résultats  intéressants  d'une  telle  comparaison  ne  peuvent  se 
rapporter  qu'aux  valeurs  d'entiers  a,  ij.,  définis  de  la  manière  suivante  :  X  genre 
maximum  des  arbitraires  (le  genre  dune  fonction  arbitraire  est  le  nombre  de 
ses  variables),  \x  nombre  des  arbitraires  de  genre  )>.  Cette  étude  a  pu  donner 
divers  résultats  intéressants  —  en  particulier  relativement  à  ce  qu'on  peut 
appeler  le  degré  de  généralité  d'un  système  différentiel  quelconque  —  et  le  présent 
-Mémoire  est  consacré  à  les  exposer. 

L  Systèmes  différentiels  explicites,  arithmoïques,  monoïques. 

Envisageons  un  système  différentiel  composé  d'un  nombre  fini  d'équations, 
résolues  par  rapport  à  certaines  fonctions  inconnues  ou   de  leurs  dérivées  :  ces 
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quantités  qui  constituent  les  premiers  meniijrcs  sont  appelées,  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées,  quantités  principales;  les  quantités  inconnues  sont  Ahcs  para- 
métriques. Si  les  seconds  membres  ne  contiennent  alors  aucune  quantité  prin- 
cipale, et  si,  tic  plus,  on  peut  déduire  du  système  infini  formé  par  les  équations 
données  et  par  celles  qui  s'en  déduisent  par  différentiation  un  système  numéri- 
quement équivalent,  qui  donne  pour  chacune  des  quantités  principales  une 
expression  où  n'entrent  que  des  quantités  paramétriques  (relations  ultimes),  on 
dit  que  le  système  est  explicite;  si  les  relations  obtenues  en  égalant  les  diverses 
expressions  d'une  même  quantité  principale  sont  identiquement  vérifiées  (c'est- 
à-dire  vérifiées  quelles  que  soient  les  variables  indépendantes  et  les  quantités 
paramétriques,  considérées  toutes,  pour  un  instant,  comme  des  variables  indé- 
pendantes), le  système  est  dit  passif.  Enfin  rappelons  qu'un  sj'stème  explicite 
est  complètement  intégrable  s'il  admet  un  groupe  d'intégrales  ordinaires  répon- 
dant à  des  données  initiales  arbitrairement  choisies  (voir  Comptes  rendus,  1898, 
et  Acta,  t.  XXIII). 

Ces  préliminaires  posés,  arrivons  au  but  essentiel  de  cette  première  partie  qui 
est  la  définition  des  systèmes  arithmoiques  et  monoïques.  Soient  u,  t',  . . .  les 
fonctions  inconnues; a;,  y,  ...  les  variables  indépendantes;  choisissons  arbitraire- 
ment des  entiers, les  uns  c„,  r^, ...  positifs  nuls  ou  négatifs;  les  autres  c„  ^,  c„    , ..., 

f;».+,3...„, 

c     ,c     ,  ...  positifs;  Vavithme  d'une  dérivée t—^ —  sera  l'entier 

"''     "'J  ^  ôx^ôy?... 

On  peut,  par  des  différentiations  et  des  combinaisons  variées,  déduire  du  système 
donné  une  infinité  de  relations:  parmi  ces  relations^  celles  qui  ne  contiennent 
au  second  membre  aucune  quantité  dont  l'arithme  surpasse  celui  du  premier 
seront  dites  arithmoïques;  si,  par  un  choix  convenable  des  c,  les  relations 
ultimes  du  système  explicite  donné  S  sont,  sauf  un  nombre  limité  d'entre  elles, 
toutes  arithmoïques,  le  système  est  dit  arithmoïque.  Si,  en  particulier,  on  peut 
réaliser  cela  en  donnant  une  même  valeur  à  c„  _,.,  c„  ,.  . . .  c„  ^,  c„  ,....,  le  mot 
arithmoïque  est  remplacé  par  le  mot  monoïque. 

Dans  un  Mémoire  précédent  (Acta,  t.  XXIII),  l'auteur  a  défini  ce  qu'il  entend 
par  système  orthoïque,  et  système  orthonome,  définition  fondée  sur  l'altribulion 
d'un  système  de  p  cotes  à  chaque  variable  et  à  chaque  inconnue.  Un  système 
orthoïque  est  arithmoïque,   un  système  orthonome  est  monoïque. 

On  peut  envisager  des  systèmes  formés  de  plusieurs  groupes  d'équations, 
orthoïques  chacun  par  rapport  à  certains  groupes  d'inconnues  :  moyennant 
certaines  hypothèses  supplémentaires,  on  obtient  des  systèmes  intéressants, 
explicites,  que  l'on  peut  nommer  polyorthoïques  :  leur  importance  tient  à  ce 
résultat,  ici  démontré,  que  tout  système  polyorthoïque  est  arithmoïque.  En 
remplaçant  dans  la  déliuition  le  mot  orlhoï<]ue  par  le  mot  orthonome,  on  obtient 
les  systèmes  polyorthonomes;  tout  système  polyorthonome  est  monoïque. 

II.  fîéduction  d'un  système  différentiel  quelconque  à  une  forme  passive. 

Le  but  essentiel  de  cette  deuxième  partie  est  de  montrer  qu'on  peut,  en  général, 
déduire  d'un  système  dilTérentiel  donné,  un  système  explicite  é(|uivalent.  Tout 
d'abord,  pour  montrer  que  deux  systèmes  didérentiels  sont  équivalents  (analy- 
liquernent),  il  suffit  de  montrer  que  les  systèmes  prolongés  (systèmes  obtenus 
en  adjoignant  aux  relations  données  les  relations  diUerenliées)  sont  équivalents 
(  num('-ri(|uement  ). 
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La  mcthode  coQsisle  alors  à  chercher  à  remplacer  un  système  donne  S  par  un 
système  explicite  passif  S',  tel  que  S  prolongé  et  S'  prolongé  soient  numéri- 
quement équivalents  :  ceci  se  fait  au  moyen  d'un  certain  nombre  d'opérations 
successives,  qu'il  ne  serait  pas  aisé  de  résumer  en  quelques  lignes. 

Signalons  pourtant  une  proposition  qui  s'appuie  sur  divers  lemmes  relatifs  à 
léquivalence  des  systèmes  et  indique  comment  on  peut  remplacer  un  système 
résolu  par  rapport  à  certaines  dérivées,  les  seconds  membres  de  ce  système 
étant  indépendants  de  toute  quantité  anormale  (voir  Acta^  t.  XXIII),  par  un 
système  dun  même  nombre  de  relations  qui  ont  les  mêmes  premiers  membres 
et  dont  les  seconds  membres  soient  indépendants,  non  seulement  de  toute 
quantité  anormale,  mais  aussi  de  toute  quantité  principale. 

Indiquons,  d'autre  part,  l'emploi  de  cotes  pour  ranger  les  dérivées  dans  un 
ordre  convenable,  utile  pour  la  transformation  du  système  proposé. 

Cette  étude,  qui  ne  fait  inter\cnir  ni  changement  de  variables  ni  intégration, 
donne  le  résultat  suivant  :  à  moins  que  l'on  n'arrive  à  une  relation  non  iden- 
tique entre  les  variables  indépendantes,  auquel  cas  le  système  proposé  est  analy- 
tiquement  impossible,  on  obtient  un  système  explicite  passif  composé  de  deux 
groupes  :  i°  un  groupe  orthoïque  passif  où  se  trouvent  engagées  certaines  incon- 
nues du  système;  2°  un  groupe  de  relations  exprimant  les  inconnues  restantes 
à  l'aide  des  variables  indépendantes  des  inconnues  du  premier  groupe  et  des 
dérivées  paramétriques  de  celles-ci.  Si  les  cotes  premières  des  inconnues  sont 
toutes  égales,  le  mot  orthoïque  peut  être  remplacé  dans  cet  énoncé  par  le  mot 
orthononie ;  et  l'on  est  amené  à  une  forme  monoïque  complètement  intégrable. 

L'auteur  termine  celte  deuxième  partie  en  exposant  un  mode  plus  général  de 
réduction  à  une  forme  passive,  où  interviennent  les  systèmes  appelés  précédem- 
ment polyorthoiques. 

III.  Propositions  relatives  au  degré  de  généralité 
d'un  système  différentiel  quelconque. 

Étant  donné  un  système  explicite,  la  seule  connaissance  de  ses  premiers 
membres  permet,  comme  l'a  montré  l'auteur,  de  représenter  les  déterminations 
initiales  des  intégrales  par  des  sommes  de  termes,  en  nombre  limité,  dont 
chacun  s'obtient  en  multipliant  une  fonction  arbitraire  de  quelques-unes  des 
variables  indépendantes,  a;,  j>-,  ...,  par  un  monôme  en  {x—x^),  {y  —  yo)>"-5  ^'^•^• 
Il  est  aisé  de  voir  que  le  genre  maximum  des  arbitraires  >.  et  le  nombre  \x  des 
arbitraires  de  genre  a  sont  indépendants  de  la  représentation  particulière. 

Le  but  essentiel  de  ce  Mémoire  est,  comme  nous  l'avons  dit,  la  comparaison 
des  nombres  ).,  u.  obtenus  dans  les  dilférents  systèmes  explicites  équivalents  à 
un  système  différentiel  quelconque. 

Si  l'on  réduit  un  système  différentiel  quelconque  non  impossible  à  une  forme 
monoïque  passive  (avec  ou  sans  changement  des  variables  et  des  inconnues),  les 
nombres  a  et  [x  ont  des  valeurs  indépendantes  du  mode  do  réduction,  L,  M;  si 
l'on  réduit  à  une  forme  explicite  passive,  en  appelant  a  et  \x  les  nombres  corres- 
pondants, on  a 

ou  bien         L  —  a  >  o; 

ou  bien         L  —  X  =  0,         M  —  ix  >  o  ; 

ou  bien         L  —  X  =  o,         M  —  ;x  =  o. 

La  démonstration  suppose  d'abord  qu'on  ne  fait  aucun  changement  de  variables, 
et  s'étend  ensuite  au  cas  général;  elle  repose,  en  particulier,  sur  la  considération 


l'I 
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du  nombre  de  quantités  principales  et  des  quantités  paramétriques  dont 
l'arithme  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  A". 

En  faisant  des  conventions  faciles  à  concevoir,  l'énoncé  précédent  devient  : 
parmi  toutes  les  formes  explicites  passives  que  peut  prendre  un  système  donné, 
non  impossible,  les  formes  monoïques  passives  présentent  un  degré  de  généra- 
lité constant  qui  est,  de  plus,  supérieur  ou  égal  à  celui  de  tout  autre. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  peut  réduire  un  système  à  une  forme  explicite 
passive  ne  dépendant  que  d'un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires,  toutes  les 
formes  explicatives  passives  du  système  en  t[uestion  sont  monoïques  et  dépen- 
dent du  même  nombre  de  constantes. 

Enfin  si  l'on  suppose  un  système  différentiel  réduit  à  une  forme  non  mono'ïquc, 
mais  seulement  arithmoïque,  on  peut  montrer  que  le  nombre  >>  correspondant 
est  le  même  que  pour  toute  forme  mono'ïque  équivalente;  il  n'en  est  pas  néces- 
sairement de  même  du  nombre  |jl,  dont  la  valeur  est  tantôt  inférieure,  tantôt 
égale  à  celle  (|u'il  possède  dans  le  dernier  cas.  C'est  ce  que  montre  l'exemple  très 

......        (Pu        du   ,.  ..  .      ^        ,  ... 

simple    de    i  équation   -— -  =  -—  (torme  monoïque  passive)  (lu  on  peut    écrire 
'  i)x-        dy  /Il 

du        d-u  ,  ^  .  ,        ..  ...         ,     .  .    .     ,      , .         .1         1 

-;—  =  -r — :  (iorme  arithmoïque  passive);  la  solution  générale  dépend  dans  le 
dy        ox-  1       r  /  » 

premier  cas  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une  variable,  dans  le  second  d'une 

seule. 


Beiidixsoii  (/•)•  —  Sur  les  racines  d'une  équalion  foudainenlale. 
(359-365). 

Etant  donnée  V équation  en  S  classique  formée  avec  un  déterminant  dont  les 
éléments  a-^^^  sont  réels,  on  sait  que  toutes  les  racines  sont  réelles,  si  a-^^=  a  ■^. 
Dans  le  ras  général,  si  Sk=  H  (Sr) -+- i  I  (  Sk)  est  une  racine,  l'auteur  démontre 
les  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  g  est  la  plus  grande  des  quantités  J iii iLL)  on  a 

I(Sk) 


-0 


/n  (  n  —  \ 


II.   Si    M  et  ni  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  racines  de  l'équation 
déduite  tie  la  proposée  en  remplaçant  a-^,^  par !— ,  on    a 


m£R(SK)SM. 

Si  «;.^-i- o,j^-^  =:  o,  on  a  K(Sk)  ~  o  pour  toutes  les  raiines. 
I.a  méthode  s'étend  aux  équations  plus  générales  ilc  la  forme 


(>) 


»,,—  S6,, 
a..,~  SI).., 


a-^,^  étant  réel,  6>m  =  f>  -^  et  la  forme  (|uailrati(|iic  ÏLb-^.^x-^.T,^  étant  dt-linie  et  posi- 
tive. Les  deux  théorèmes  établis  subsistent  :  i"  en  remplaçant  g  par  ->  o  claiil 

P     ' 
la  plus  petite  racine  de  ré<|uali<iii   en  S  ordinaire  relative  aux  bf,^\   ■>"  en  dési- 
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gnant  par  .M,  «i,  les  racines  exlrènies  de  l'équalion  déduite  de  (i)  en  remplaçant 
ax„  par ^—^  . 

Hirscli  {A.).    —    Sur    les  racines  d'une    équation    l'ondainenlale 
(Extrait  d'une  lettre  à  M.  Bendixson),  (867-370). 

Généralisation  des  deux  tiiéorèmes  établis  dans  la  Note  précédente  :  en  suppo- 
sant les  Oy.j^  complexes,  et  en  désignant  par  a-^.^,  la  quantité  conjuguée,  par  A,  B.  C 

■        I  .        .  ....    l^1a-^-",■iI    \^)i. —  <^ji\  I 

les  plus  grandes  des  quantités  \  ay^\.  \--^ —\,  \-^ i^  ,  par  M  et  m  les 

racincs^cxtrèmes  de  Téquation  déduite  de  la  proposée  en   remplaçant  a-^^  par 

a\   ~  a  % 

— c !ii>  on  a  les   inégalités 

|Sk|^«A,        |H(SK)|^«li,        I(Sk)S«C        et        /u  î  H  (Sk)  î^  M. 
Si  o-^  +  a  -^  est  réel,  la  troisième  inégalité  peut  être  remplacée  par 


.(SKXC^/iii^. 

Stàckel  {P.).   —   Sur  les  propriétés  arithmétiques  des  fonctions 
analytiques.  (071 -383). 

Les  fonctions  algébriques  y  de  x,  définies  par  l'égalité  g  {x,y)  =  o  à  coeffi- 
cients entiers,  comprennent,  comme  cas  particulier,  les  fonctions  rationnelles  à 
coefficients  rationnels  :  celles-ci  prennent  une  valeur  rationnelle  pour  toute 
valeur  rationnelle  de  x  (réelle  ou  complexe),  et  M.  Hilbert  a  montré  que  celte 
propriété,  remplie  dans  un  intervalle  arbitrairement  petit,  était  caractéristique. 
Si,  au  lieu  de  g,  nous  considérons  une  série  entière  P{x,y)  à  coefficients 
rationnels,  convergente  dans  le  voisinage  de  x  =y=  0,  les  fonctions  y  de  x 
définies  par  P  {x,y)  =  o  comprennent,  comme  cas  particulier,  les  fonctions  algé- 
briques envisagées  plus  haut  :  existe-l-il,  pour  caractériser  celles-ci,  une  pro- 
priété aussi  simple  que  celle  qui  permet  de  distinguer,  dans  le  cas  de  la  rela- 
tion g{x,y)  —  o,   les  fonctions  rationnelles  parmi  les  fonctions  algébriques? 

L'auteur  rappelle  que  Weierstrass  avait  construit  une  transcendante  prenant 
une  valeur  rationnelle  pour  toute  valeur  rationnelle  de  la  variable:  il  remarqua 
de  plus  qu'il  était  possible  de  construire  des  transcendantes  prenant  une  valeur 
algébrique  pour  toute  valeur  algébrique  de  la  variable.  Strauss  en  donna  un 
exemple;  mais  le  domaine  de  convergence  était  limité  :  la  question  subsiste 
encore  pour  les  transcendantes  entières. 

Dans  le  cas  de  l'égalité  g  {x,y)  =  o,  à  toute  valeur  algébrique  de  lune  des 
lettres  x,  y,  correspond  une  valeur  algébrique  de  l'autre.  Mais  cette  double 
propriété  ne  suffit  pas  à  caractériser  les  fonctions  algébriques  ainsi  définies 
vis-à-vis  des  fonctions  définies  par  P  {x,y)  =  o,  car  on  peut  trouver  des 
fonctions  transcendantes  y  de  x,  et  x  de  y,  vérifiant  une  telle  relation  et 
satisfaisant  à  la  double  propriété  envisagée.  C'est  ce  que  montre  l'auteur  (i^oir 
aussi  Comptes  rendus.  20  et  27  mars  1899)  en  construisant  une  relation  de  la 
forme  x  -i-y  -^  ^c^^x''y?=^o. 
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L'auteur  signale  enfin  la  propriété  suivante  des  fonctions  définies  par 
g  {x,  y)  —  o  :  à  toute  valeur  algébrique  a  de  x  coirespondent  des  valeurs  algé- 
briques pour  r  et  toutes  ses  dérivées;  les  coefficients  du  développemeiu  autour 
dK  X  =  a  sont  donc  algébriques.  Existe-t-il  des  transcendantes  représentées  par 
un  développement  de  ce  genre  autour  de  l'origine  et  dont  le  prolongement 
analytique  soit  fourni  par  un  développement  analogue  en  tout  point  voisin? 

M.  Gevrey  et  !\1.  Jankt. 
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5^  série,  Reiidiconti. 

Tome  \l;  année  1897,   i^'  semestre  ('). 

Tacchini  (/*•).  [U].  —  Sur  la  dislribiilioii  en  latiliide  des  phéno- 
mènes solaires  observés  à  l'Observatoire  royal  du  Collège 
rotnain  pendant  le  Iroisiènie  Irimeslre  de  1896  et  considérations 
sur  la  couronne  solaiie  observée  en  août  (3-4). 

Millosc^ick  {E.).  [U].  —  Observations  de  la  comète  Perrine 
(déc,  8),  faites  à  l'équatorial  de  o"',  20  de  l'Observatoire  rojal 
du  Collège  Romain  (4-5). 

Dini  {U.).  [H  Qf/].  —  Sur  les  équalions  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  (ô-iO). 

Dini  [U.).  [llgf/].  —  Sur  les  étjuations  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre   (45-48). 

Autres  applications  des  formules  trouvées  dans  les  Notes  précédentes  (t.  \'. 
189G,  2'  semestre,  p.  3Si  et  p.  4-0)  principalenienl  aux  équalions  dépourvues 
du  terme 


Ox'^   Oy       \  dx  ôy 

Almansi  {E .).  [Taa].  —  Sur  la  déformation  de   la  sphère  élas- 
tique (61-64). 

La  résolution  du  problème,    en  supposant  donnés  à  la  surface   les  déplace- 
ments ou  les  tensions,  est  faite  par  l'application  du  théorème  suivant  : 

(')  Voir  Bull,  des  Sciences  math.,  t.  XWVI.^.  p.  107. 
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Étant  u,  V,  w  trois  fonctions  liées  à  /.  p;ii-  les  fornuilcs 


A- M 


i)x 


A'ir 


et  /.■  satisfaisant  à  léquation  A- =  o,  on  peut  poseï' 


ox 

■■     ....  fi-^ 

K-  =  (  r-  —  H- 1  — ^  -r  •>., 

'>y 

,v=(/--H-)-^  +v, 


A- 9  =  A- A  =  A-;x  =  A-v  =  o. 
Il  =  const. 


«7 


Tacchini  (P-).  [L*].  —  I^iir  la  distribulion  en  lalilutle  des  pliéno- 
inènes  solaii-es  observés  à  rObservatoire  royal  du  Collège 
loiiiaiii  pendant  le  quatrième  trimestre  de  i8()6  ((S--88  ). 

Taccliini  i^P .).  [li].  —  Sur  les  laclies,  faeiiles  et  protubérances 
solaires  observées  à  TObservaloire  royal  du  Collège  romain 
pendant  le  quatrième  trimestre  de  1896  (88-89), 

MilloseKich  (i^-).  [U]-  —  Dernière  observation  de  la  comète 
Perrine,  8  décembre  1896  (90-91). 

Heina  {\  ■).  [J:>e].  —  Sur  la  probabilité  des  erreurs  de  situation 
d'un  point  dans  l'espace  (107-1 12). 

EniKIues  (/'.).  [M28J.  —  J^es  surfaces  algébri(|ues  de  genre 
linéaire  //^  =^1  (i 89-1 44)- 

Ivlle?  pcu\cnt  se  lappoiter  biralionnelleiiient  à  l'un  des  types  suivants  : 

Surface  V^  du  sixième  ordre  u  trois  droites  euspidales  situées  (Jan^  un  plan 
et  passant  par  un  point  où  F,;  a  avec  soi-même  un  contact  du  cinquième 
ordre. 

pW  =2.        p  —  ?.. 
llitli.  </es  Sciences  nialhcni..  .••  série.  L.   \\\\  II.  (février  191.I.)  \\..< 
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Plan  double  z-=  f  {a;,y)  avec  courbe  de  diraination /(a;,  jk)  =  o  du  dixième 
ordre,  douée  tle  deux  points  quintuples  iiifininieiit  rapprochés. 

Ascionc  {E.).   [N,  iref.  Qa].    —    Sur  le  complexe    du    picinicr 
ordre  des  liisécantes  d  une  surface  dans  un  S;  (162-169). 

Il  y  u  trois  surfaces.  Chacune  de  ces  surfaces  peut  déterminer  un  tel  complexe, 
dont  clic  est  la  surface  focale.  Ce  sont  :  la  surface  ¥\  de  Véronèse,  une  suiface 
V\  du  cinquième  ordre  aj^ant  cinq  plans  qui  la  coupent  suivant  des  cubiques, 
et  une  surface  V\  du  quatrième  ordre  qui  n'a  pas  de  plans  qui  la  coupent  sui- 
vant des  cubi<iues.  Voir  aussi  l'i  la  page  ;ijo. 

Eniiques  {t\).  [M.j8].  —  Sur  les  surfaces  algél)ri(|ues  de  ^enre 
linéaire />^'^=  3  (  i  70-1  ~  \). 


Trois  types 


,W: 


P  =■ 


Waw  iloubic  z'-  =  f{x,y)  avec  courbe  lie  diraniulion  /"  (  j:,  j' )  =  o  du  hui- 
lii'iiic  ordre. 

Plan  double  z-  =  f  {j:^  y)  avec  courbe  de  diramaiion  composée  d'une  droite /• 
et  d'une  courbe  du  neuvième  ordre  douée  de  trois  points  triples  sur  /•  cl  de 
deux  autres  points  triples  iiilininient  rapprochés. 


a.  Surface  du  liuiiiéme  ordre,  douée  de  courbe  double  du  quatorzièmi-  ordre 
(  éventuellement  dégénérée)  définie,  dans  le  cas  général,  comme  la  courbt  double 
dune  surface  du  septième  ordre,  rationnelle  à  sections  elliptiques. 

ù.  Plan  double  ^'  =  f  (x,  }■)  avec  courbe  de  diramation  du  dixième  ordre, 
douée  d'un  point  quadruple  et  de  qualie  couples  de  points  triples  inlinimenl 
rapprochés. 

Blaserna  {/'.).  [V<)|.  —  C'-oiiunénioralion  de  Galilée  Ferraris 
(189-197). 

.\\ec  la  liste  des  travaux  de  C> .   l-'erraris. 

liicco  {A.).  [Uj.  —  Sur  la  lliéorie  de  Wilsoti  relalive  au  niveau 
des  iaciies  solaiies  (  202-206). 

laccliiiii  il'.).  [L].  —  Sur  les  huiio.  laculc^  cl  prolnliéraiicfs 
sf)laires  oliser\ées  ;i  I  (  )|is(r\;il<tire  royid  du  (]((lli''i;c  n»iii;iiii 
peudiiui  il-  |ir«'mier  hiiiiolic  ilc   |N()~  (  2. >•)-'..»()  ). 
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Ascionc  {E-).   [Niref.  Qy].  —  Sur  les  surfaces  d'uu  S-,  dont  les 
Irisccantcs  foiinenl  des  conipU-xc^  i\u  |)reniier  ordre  (i/\u-'>.'\''). 

Iltucle  tic  la  surface  V:.  iiiciilionricc  claus  l'autre  \olc  {  loir  ce  Tome,  p.  lO'j). 

\iterhi{i.).  [Ea].  —  Sur  l'opéralion  fouclioniielle  lepréseiilée 
par   une  intégrale  dcliiiic'   regardée  couiuic    élément    de    calcul 

(247-254). 


\  iterbi  {A.).   [i^5].    —    \Jxn\   extension    de  quelques  notions  du 
;alcul  inlii 

L"opérali(jii 


calcul  inliiiil('sinial  (267-2-,') 


I  =  //(ri)«(rr  J'i)  tO', 


y  y,  y.,  étaul  des  variables  en  général  coiiiplexes.  peul  se  regarder  connue 
variable  i-n  dépendance  de  la  l'urnie  de  la  fonction  caractéristique  a  et  du 
chemin  d'intégration.  (Jn  peut  donc,  à  ce  point  de  vue,  traiter  ces  opérations  1 
comme  les  quantités  et  en  faire  un  calcul.  L'auteur  donne  les  définitions  et  les 
propriétés  des  opérations  aritliniétjques  appliquées  à  ces  opérations,  et  la  rela- 
tive exteasion  de  la  notion  de  fonction.  Il  n'y  a  que  les  énoncés.  La  seconde 
\ote  contient  l'extension  aux  I  des  notions  de  limite,  continuité,  dérivation 
et  intégration. 

Medolaghi  (  I* .).  [J4«].  —  SurJcs  systèmes  d'équations  aux  déri- 
vées partielles  définissant  un  groupe  (2-5-2-f)). 

L'équation  du  dernier  multi|dieatcur. 


►    — '■ r-    »    :,-r-^  =  o, 


en  considérant  9  comme  fonction  connue  et  ç,,  ...,;„  (omme  fonctions  incon- 
nues, admet,  outre  les  solutions  ;,,<■,,,  le  système 

•/  zr.  I 

10  qu'un  exprime  aussi  en  disant  qu'elle  déliiiil  à  elle-même  un  groupe.  L'auteur 
démontre  que  l'équation  est  la  seule  qui  ait  celte  propriété.  Tout  groupe 
dans  un  espace  de  n  dimensions  a  au  moins  n  —  i  équations  de  définition;  s'il 
en  a  une  seule,  il  est  un  des  groupes.  l'our  la  démonstration,  il  emitloie  la 
correspondance  relevée  par  Engel  {Math.  Ann.,  t.  WVII)  entre  un  groupe 
donné  dans  l'espace  de  n  dimensions  avec  m  équations  de  définition  et  de  l'ordre  jt, 
et  un  groupe  en  N^  variables  et  à  \, —  m  paramètres,  renfermé  comme  sous- 
sroupe  dans  un  groupe  H  „  à  N^  paramètres  où 

.\,=  a{t,„-r-i,„-i-...-h^,„), 


20  SECOND  K    l'AiniK. 

ïj„  étant  le  nombre  des  dérivées  d'ordre  K  d'une  fonction  de  n  variables.  Par 
ce!a,  la  question  de  trouver  les  équations  dont  chacune  peut  à  elle-même  dc(i- 
nir  un  groupe  se  réduit  à  la  suivante  :  pour  toute  valeur  de  n  trouver  les  sous- 
groupes  de  B,„  à  \,  —  I  paramètres 

Taccliiiii  {P-).  [U].  —  Sur  la  dislribulion  en  laliliide  des  phéno- 
mènes solaires  observés  à  l'Observatoire  roval  du  (]ollè"e  romain 
pendant  le  premier  trimestre  de  1897  (3oo-3oi). 

Ptncherle  (6.).  [H  i  ij.  —  Sur  la  généralisation  de  la  propriété  du 
déterminant  wronskien  (  3oi-3o-  ). 

Lnc  opération  disti  ibiilivr    \  possédant  un  théorème  de  multiplication 

est  nécessairement   une   ('orii)c  dillërcntielle  linéaire  du  premier  ordre,  ou  bien 
une  opération  de  substitution. 
La  condition 


V-, 


\  ;; . 


A-. 


.  A"-' 9,         A"-'»,     ...     A"   '-f 
:st  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  d'une  relation 


~..z>..  —  0. 


les  -,,...,— .j    étant  des   solutions   d'une    même    équation    fonctionnelle    di'    la 
forme 

A(-)  =  A-. 

Niccolelli  [O.).  I  H  ()<?|.  —  Sur  les  expiations  linéaires  du  deuxième 
ordre  du  type  hyperbolique,  dont  la  série  de  Laplace  est  finie 
dans  les  deux  sens  (3o--3i4). 


i:taiit 


l'équation  donnée,  cl 


il{z)  =  A  -)-  a/?  -f-  6</  -+-  c*  =  o 


'\'{U)   =  <, 


l'équation  adjointe,  les  deux  transformations  inlc^rale>  singulières  correspondant 
à  la  solution  u„  sont 

"        I  ".J />    '    h:\cl.i-    i    zi  — -        llll,\^l^■. 

T  --=  /  z( lut,,  I  (/.;    .    Il, A  1/  ~  Il  c-  >  a  i  : 

.7       \  (IX  ,'  '     '' 

ri    rauleiir    démimlrr   qu'où    peut  coiistniin-   louiez   \e>  équiiticn".    liiHMiri»  du 


UKVUK   DIÎS   PUBLICATIONS.  21 

clciixièiiic  ordre  cloiil  rinlogialc  générale  conlieiU  cxidicileiiieiiL  les  deux  fuiic- 
lions  arbitraires,  pai  l'applicalion  répétée  des  deux  Iransformalions  7  et  -  à 
l'équation 


Niccoletti  (O.).  [H  9e].  —  Sur  les  équations  linéaires  dti  deuxième 
ordre  du  type  hyperbolique,  dont  la  série  de  Laplace  est  finie 
dans  un  seul  sens  (33'|-34i). 

<])n  peut  construire  toutes  ces  équations  par  l'application  répétée  des  trans- 
formations 7  et  T  (voir  la   Note  précédente)  aux  deux  équations 

il  <) 

—  (  OL/j)  =  a.  (  iç)  -_^  ,,. 

<h'  rl.r 

Caslelnuovo  (G.).  [MoS].  —  Sur  le  genre  linéaire  d'une  surface 
et  sur  la  classification  qu'on  en  déduit  (3-'>.-.')-8,  4o6-4i3). 

Le  genre  />('>  d'une  surface  a  été  défini  par  Noetlier  pour  le  cas  où  la  surface 
donnée,  d'ordre  n,  a  une  (au  moins)  surface  adjointe  d'ordre /?  —  4,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  y>„^i.  La  définition  de />(')  donnée  par  M.  Enriqucs,  qui  comprend 
celle  de  M.  \oelher  et  (jui  s'applique  aussi  à  des  cas  on  />,  =  0,  est 

(i)  /»(•)=  rt-h  z'— 3  (-  — i). 

cil  -  est  le  genre  de  la  courbe  générale  d'un  système  linéaire  |  Cj  dépourvu  de 
points  de  hase,  existant  sur  la  surface,  n  le  nombre  des  intersections  variables  de 
deux  courbes  de  ce  système  et  -'  le  genre  de  la  courbe  généiale  du  système 
adjoint  à  I  C  I . 

Toutefois  cette  définition  ne  peut  plus  s'appli(|uer  lorsque  la  surface  a  un 
nombre  infini  de  courbes  exceptionnelles,  c'est-à-dire  de  courlics  (rationnelles) 
(|ui  peuvent  correspondre  à  des  points  simples  dans  des  transformations  biralion- 
nelles  de  lu  surface.  Ici  l'auteur  observe  d'abord  qu'on  peut,  dans  la  définition 
de  /)('),  abandonner  la  condition  que  le  système  |  C  j  n'ait  pas  de  points  de  base, 
et  définir />(')  comme  le  maximum  des  valeurs  que  l'expression  (1)  peut  prendre 
pour  les  divers  systèmes  linéaires  de  courbes  de  la  surface.  Puis  il  démontre 
que,  même  dans  le  cas  où  il  y  a  un  nombre  infini  de  courbes  exceptionnelles, 
on  a  toujours  un  maximum  fini  pour  l'expression  (i).  Une  distinction  entre  les 
systèmes  linéaires  conduit  à  deux  niaxima,  et  précisément  : 

Lorsqu'on  considère  les  systèmes  linéaires  de  courbes  pour  lesciuelles 

(2)  n  £  -JTT  —  2, 

on  a  un  maximum /j-''  que  l'auteur  continue  à  appeler  ^enre  linéaire  (princi- 
pal)  de   la  surface,  et  qui  coïncide  avec  la  définition  de  Noetlier  et  avec  celle 
de  Enriques,  dans  les  cas  où  ces  définitions  sont  applicables. 
Pour  les  systèmes  linéaires  qui  ont 

(3)  „<.,^_o 

et  qui  peuvent  se  considérer  seulement  sur  des  surfaces  parlieulières.  il  y  a  un 
maximum  pO  que  l'auteur  appelle  genre  linéairp  secondaire. 


9.  SECONDF    PAUTIF.. 

En  coiie5|)ondance  des  relations  (  ?),  (3),  les  surfaces  se  distinguent  en  deux 
familles:  celles  de  la  première  ont  un  nomhre  fini  de  courbes  exceptionnelles  et 
j9(')i;i;  celles  de  la  seconde  en  ont  un  nomiire  infini  et  /^''!<o. 

i^es  surfaces  «le  la  seconde  lainilit'  se  itiNiin^ueni  en  deii\  calrooiie"; 


Dans  le  cas  a  la  surface  contient  un  faisceau  de  courbes  rai ii «miel les,  cl  peut, 
par  conséquent,  être  transformée  en  une  surface  ré;;iée  ou  en  une  surface  ren- 
feiMiiant  oc'  coniques. 

Le  cas  b  comprend  le  plan  (et  les  surfaces  rationnelles).  L'auteur  pose  aussi, 
sans  la  résoudre,  la  question  de  savoir  s'il  y  a  d'autres  surfaces  appartenant 
à  cette  catégorie. 

Volterra  i\  .).  [T-].  —  Sur  la  décharge  électri(|ut'  dans  les  gaz 
et  sur  certains  phénontènes  d'éleclrolvse  (3<SQ-4or). 

L'action  des  rayons  ultraviolets  et  des  rayons  Hiiutgen  sur  la  cathode  favorise 
la  décharge  jusqu'à  une  limite  supérieure  de  la  distance  (distance  neutre);  au 
delà  le  phénomène  s'invertit.  L'analogie,  relevée  principalement  par  .1.  J. 
Thomson,  entre  le  passage  de  l'électricité  dans  les  gaz  et  l'éleclrolyse,  a  amené 
l'auteur  à  examiner  un  phénomène  électrolyli(iue  présentant  analogie  avec 
celui  de  la  décharge,  sous  l'influence  d'une  perturbation  île  l'éleclrolyte,  et  il 
trouve  pour  ce  cas  des  lois  analogues  à  celles  r|ui  régissent  le  [jiunomène  de  la 
décharge. 

Peano  {<i .).  |Bir].  —  Sur  le  déterinin;inl  wronskien  (^  1 1  j-zj  i .")). 

Étant  x^.  •..,^„  des  fonctions  réelles  de  t,  la  condition  que  le  wronskien  soit 
égal  à  zéro  est  nécessaire  pour  l'existence  d'une  ndation  linéaire 

r,  j:,  -i- . . .  -t-  r „  a',,  —  o. 

La  proposition  inverse,  qu'une  telle  condition  soit  aussi  snflisanle.  a  besoin 
de  restrictions,  l  ne  condition  sous  laquelle  la  proposition  peut  s'invertir  est 
qu'il  n'existe  aucune  valeur  de  t.  qui  réduise  égaux  à  zéro  tous  les  mineurs  de 
la  liernière  horizontale.  La  démonstration  est  fondée  sur  li<  méthodes  d<' 
(Irossmann  et  sur  les  nombres  complexes  d'ordre  supérieur. 
{Voir  une  autre  démonstration  de  >L  Vivanti  dans  le  t.  VU,  i"  semestre,  p.  i()'\.) 


Tome  Vt:  année  1897,  9/ semestre. 

lU'itui  {V .).  [l    ii)|.    —  Sur  lu  lli(''ori<'  des  projections  (|ti;mlil;ili\es 
(l?.-i6). 

Les  systèmes  orthogonaux  isothermes  qui  peu  vent  lepnsenter  Ie<  parallèles  et 
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les  méridiens,  dans  une  projection  quanlilalive  de  lellipsuidr  teireslre,  sonl 
définis  par  la  relation 

X  n:  iy  —  A  /  c((//±/.',5  +  r'(«±'V/  d{u  —  A)  -h  H. 

Véronèse  {G.).  [^  •]•  —  Sur  le  postulat  de  la  contiiniilr  (161- 
168). 

Pour  établir  les  fondements  de  la  Géométrie,  il  n'est  pas  nécessaire  de  poser 
un  postulai  pour  la  conlinuité  de  la  droite.  Les  résultats  contenu  dans  cette  Noie 
se'  trouvent  développés  dans  l'Appendice  ascli  FAementi  di  Geomelria  de 
l'auleur  C Vérona-Padova,  iSç^S). 

Segi'e  {C .).  [M|  i  />  réf.  y[.,  i  c  y.  |.  —  Sur  certains  jioints  singuliers 
des  courbes  algébriques  et  sur  la  ligne  |)arabolique  d'une  surface 
(168-175). 

Soient  deux  branches  de  courbes,  ayant  en  commun  un  point  O,  la  tangente 

en  O  et  l'ordre  de  contact  en  ce  point.  Si  une  droite  non  parallèle  à  la  tangente 

rencontre  les  deux  branches  en  P,  P'  et  la  tangente  en  T,  et  si  l'on  fait  varier  cette 

droite  de  manière  qu'elle  vienne  à  passer  par  O.   la  limite  du   rapport  anhar- 

monique 

(MÏPP  ). 

M  étant  un  point  de  la  droite,  qui  reste  toujours  distinct  de  O.  est  un  invariant 
pour  les  transformations  piojectives  des  deux  branches.  Il  en  est  de  même 
pour  la  limite  du  rapport  des  courbures  aux  points  qui  se  trouvent  sur  une 
même  perpendiculaire  à  la  tangente.  On  obtient  des  invariants  relatifs  à  plu- 
sieurs courbes  en  prenant  (lorsqu'il  y  en  a  lieu)  ces  limites  invariantes  pour 
les  couples  de  branches  qu'on  peut  considérer.  L'auleur  ajoute  des  résultais 
relatifs  à  la  singularité  appelée  tacnode  symétrique  (Wolfing,  Math.  Ann., 
t.  X\X\I,  p.  119)  et  à  la  courbe  parabolique  d'une  surface,  dans  létude  de 
laciuelle  se  présente  ce  dernier  genre  de  singularité,  comme  on  le  voit  par  le 
théorème  suivant,  démontré  par  l'auteur  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  simple  de  la  surface 
soit  double  pour  la  courbe  parabolique  est  que  l'intersection  de  la  surface  avec 
le  plan  tangent  en  ce  point  y  ait  un  tacnode  symétrique  ou  un  point  iriple. 

l'aciliini  {P')-  [U].  —  Sur  les  taches,  facules  et  protubérances 
solaires  observées  à  l'Observatoire  rojal  du  Collège  romain 
liendnnl  les  deuxième  et  troisième  trimestres  de  1  897  (24  1-S42). 

Millosevich  {E.).  [U].  —  Observations  de  la  comète  Perrinc 
(octobre  16)  {i^^-i/\ô). 

Medolas^hi  (/'*•)•  [^41-  —  Sur  certains  invariants  ponctuels  des 
équations    aux    dérivées    partielles   du    deuxième    ordre     (  ■>.  \-- 

254). 
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Medolaghi  (/*.).  [<v^].  —  ^ouvelles  recherclies  sur  cerlakis 
invariants  ponctuels  des  tM|ualions  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  (3i3-3i^). 

Ces    invarianls  sont   déierminés   [Lie,  Ueber  DiJJcrentialinv.  {Math.  Ami. 
t.  XXIV')]  en  étendant  cl  p,  q.  r,  «,  /  la  transformation  infinitésimale 

r.x  —  %{ xyz  )  ot, 

Zz  —  ^■;{.Trz)  ot. 

c'est-à-dire  en  calculant  les  variations  o/?,  Zrj,  or,  Zs.  Zl . 
L'équation  est  supposée  sous  la  forme 

/•  —  F  (  xyzpqst  )  =  o  ; 

.      ,     ^dV  ^dV  ...  .  1      j  ■■    .  1       ■    j-  1      • 

on  calcule  o — »  •••)  o-— ?  ou,  en  indiquant  les  dérivées  par  des  indices  places 

ôx  ôt 

en  bas,  o  l\.,  ...,  oF^;  puis  5  I",.,,  ...,  à  1"„,  oF, ,  ^.,  ...,  et  il  suffit  d'arriver  aux 
dérivées  troisièmes  pour  que  le  nombre  des  variations  surpasse  celui  des  déri- 
vées qui  entrent  dans  le  calcul.  L'auteur  se  borne  aux  invarianls  qui  ne 
contiennent  que  les  dérivées  de  1"  par  rapport  à  .v  et  à  /.  La  solution  d'un 
système  complet  de  quatre  équations  avec  cinq  variables  l\.  F,,  F^,.  F,,.  F„ 
donne  l'invariant 

où 

^■1  =  F;  +  1 1-p 

Ces  trois  expressions  sont  des  poids  2,  '(,  6  respectivement,  en  appelant  y^o/r/.s- 
d'une  dérivée  de  V  le  nombre  des  indices  5  augmenté  du  double  nombre  des 
indices  t,  et  poids  d'un  produit  la  somme  des  poids  des  facteurs.  L'invariant  .\ 
est  du  poids  zéro,  et,  comme  l'auteur  le  démontre  dans  la  seconde  Note,  tous 
les  invariants  sont  du  poids  zéro.  La  première  Noie  contient  aussi  l'interpré- 
tation des  conditions 

n..  —  o,  ^',—  "•  "^6  ^    "• 

L'invariant  .\  est   le  plus  simple. 

Dans  lu  seconde  Note,  raiileui-  tinuv(,'  les  invarianls  d'ordre  sii|m'i  iem,  lonjunrs 
avec  la  condition  qu'ils  ne  renfeiincnt  que  les  dérivées  par  rapport  à  .v  et  à  /. 
Ktant  'f  un  invariant  absolu,  les  trois  solutions  d'un  système  complet  de  quatre 
équations  avec  sept  variables  F,,..  ,  1',/,  <?,.  ?,.  ^"nt  des  invariants,  dont  l'un 
est  encore  A  et  dont  les  deux  autres  sont 

1).(-^)  =  r7;:'(F.,r7,   i    F,n,)-.?.-f-r7-'(-in,-  F„n„)'j„ 
l.,(  ^  )  =r  ri^'rji  (  F„-f-  F,  F„  )  ;p,  -  n"'  nH  (  F,  F.,-4-  ;>  F„  )  ;?,. 

Par  application  successi\e  des  opératirms  !>_(;),  n,(i),  on  njtiient  les 
autres  invariants. 
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llcizolari  (  Z^.).  [Qi  i  cf.  O  •>/]•  —  (Jiit!  ubscr\;ili(tii  sur  l'oxlensioii 
des  ihéorèmes  d'EuUn-  et  de  Meiisnier  aux  livperespaces  (283- 
290). 

Celle  extension  avait  élé  faile  par  Fvioneckerel  d'autres  en  étudiant  la  courbure 
des  lignes  obtenues  comnfie  intersection  de  la  variété  donnée  à  /i  —  i  dimensions 
de  S„  avec  des  plans  (à  dcu\  dimensions).  Les  théorèmes  obtenus  sont  étendus  par 
l'auteur  aux  sections  de  la  variété  avec  des  liyperplans  (espaces  S„_,j.  et  cela 

en  supposant  que  S„  soit  un  espace  riemannien  de  courbure  — ■  ■    L;i   question. 

pour  le  cas  des  plans,  avait  été  traitée  (aussi  dans  l'espace  non  euclidien)  par 
Killinjj  {Die  nichteuklicl .  Baumf.  etc.,  Leipzig,  i88.5).  Les  coordonnées 
emploj'ées  par  l'auteur  sont  celles  de  Weierstrass.  Etant  R,  la  courbure  (de 
Kroncckor  )  d'une  section  liyperplane  quelconque  et  R  celle  de  la  section  hjpcr- 
plane  normale  ayant  même  trace  sur  l'hyperplan  tangent  au  point  considéré, 
on  a 

'        cos"—  •.; 

f  étant  langlc  des  deux  hyperplans  sécants.  En  un  point  (t,  la  courbuic  de< 
sections  liyperplam's  normales  a  un  maximum  et  un  minimum,  lorsi|ue  la 
trace  de  I  hyperplan  sur  le  tangent  à  la  variété  est  un  des  .S„_.^  principaux  de 
l'indicatrice.  Pour  n  —  i  hyperplans  quelconques  normaux  en  un  point  O  à  la 
variété  et  deux  à  deux  entre  eux,  la  somme  des  courbures  en  0  des  sections  est 
«onstante. 

Arzelà  iC .').  [D  art*'].  —  Sur  l'intégration  par  séries  (290-292). 

Observation  relative  à  la  proposition  démontrée  par  l'auteur  dans  ces  Rendi- 
conti.  Tome  l,  iS8'i-i885,  page  53  >.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
existe 

/     /{x,  r„)  (Ix  =    lim      /      /{x.  y,}  dx 

est  que  /  (x,  j-„)  soit  iiilégrable  et  que 

I i iii       /      /( ^.  }\  )  dx  =  <]>  (  .r,  r„  ) 

existe  et  soit  corilinuc.  Ici  il   observe  que,   lorsque 

l/(-r,  .r,):  <L, 

la  condition  de  la  continuité  de  *  est  superflue. 
Le  passage  au  cas  des  séries  se  fait  en  posant 


/(x.  \\)  =  V  iijx), 
1 


■>f,  SECONDE    PAUTIK. 

Straneo  (P.).  |  M  |r].  —  Sur  la  tnndnclibililc  llif>i-niic|iip  do  \,\ 
glace  suivant  difrérenles  directions  (  ^()<)-oo()V 

Tacc/iini  (P.).  [L'].  —  Sur  les  Lronides  observées  en  novembre 

Tacrhi/ii  ( P.).  [U].  —  Sur  la  dislribution  onlalihide  des  |)héno- 
niènes  solaires  observés  à  rObscrvaloire  roval  du  Collège  romain 
pendant  les  deuxième  et  troisième  Irimestres  de  189-  (.'h  0-01  i). 

MiUosevich  (^E.).  [L].  —  Observations  des  dernières  petites  pla- 
nètes découvertes  entre  Mars  et  Jupiler  ('3i  i-.'uaV 

Loria  {C).  [\  7  lef.  O  ^c].  —  Evangelista  Torrirelli  et  la  premièic 
rectilication  d'une  courbe  (3  1 8-32.3). 

Torricelli  est  le  premier  qui  ait   rcrtifié  une    courbe,  el  celte   courbe  est  la 
spirale  logarithmique. 

Messedagha  (^A.).  [Vp]-  —  Commémoration  de  V.  Rriosclii  (353- 
355). 

Ilanal  [R).  |  C /j^/ réf.  ()■>.].  —  Sur  les  esp:»ces  à  courbure  cons- 
lanle  (357-362). 

Outre  les  espac<-s  rieuiannien  et  ioiiatsciiefskien  anNf|uels  roirespondcnt  res- 
pectivement les  éléments  linéaires 

du-  -  ^ 


ils-  —  —  (  dx""-  -^  dy-  -h  dz"  ), 

il  y  a    un   autre  espace  à  courbure  constante,  trouvé  par  M.  Uicci.  dont   l'élé- 
iiient  linéaire  peut  prendre  la  forme 

f/.v-  ^-  d:t'~-  -^  (  rfO'-!-  sin^O  d/;  ) 

ou   j'iiutre  foritir 

.  „       d.v'--h  dy--h-  dz- 

df  —   -:; ; =^ —  • 

r-f  .r--i-  r-  ■    z-  ) 

I, 'auteur  ib-monlie  i|ue  rc  dcrnifr  cspaïc  {es/une  de  llirci)  peul  se  dcforniei 
dans    l'pspacf   de   qualn-   diimusion^    el   i|u'il   v  a   une  correspoiida  m  e  iinivoquf 


4l 
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et  rcciproqiie  entre  les  conligurations  de  cet  espace  el  celles  que  peut  prendif 
une  si)liùrc  dans  l'espace  ordinaire.  11  n'\  a  dans  ce  Tome  que  le  premier  Cliu 
pitre  où,  après  avoir  démontré  que  la  condition  nécessaire  pour  la  déformabiliti- 
d'un  espace  à  trois  dimensions  est  qu'il  ait  la  courbure  totale  égale  à  zéro,  ei 
en  avoir  déduit  que  les  espaces  île  Riemann  et  de  Lobaischefskj'  ne  sont  pas 
défurmaliles,  l'auteur  montre  que  l'espace  de  Ricci  est  à  courbure  de  Gauss 
constante  el  positive  =  c-.  La  démonstration  de  la  déformabilité  est  renvoyée 
{voir  I.  VII,  r"^  semestre,  p.  -). 

Sc/ioen/liess  Ç4 .).  [.]  5].  —  Sur  les  nombres  iransfinis  de  M.  Véro- 

nèse  "(3(32-368). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  ces  nombres,  que  M.  Véroncse  a  consi- 
sidérés  dans  ses  Fonclamenti  di  Geoinetria  (  Padova,  1891),  ne  permettent  pas 
la  multiplication,  et  que,  par  conséquent,  une  Géométrie  projcctive  n'est  pas 
possible  dans  le  champ  de  ces  nombres.  Voir  la  réponse  de  jM.  Véronèsc  dans 
le  Tome  VU,  i^'  semestre,  page  79. 

S.   RiNni. 


PRACE  MATEMATYGZNO-FIZVGZNE. 
Tome  XVII,    1906. 

f.pvi  Civila  [F.).  —  Sur  la  recherche  des  sohilions  parliculières 
des  systèmes  diOférenliels  ot  sur  le  motivemeiit  stationnaire. 
(En  français,  p.  i-/|0.) 

Exposition  simplifiée  des  recherches  parues  dans  les  Picndiconti  dci  Lincei 
(1901,  t.  L  p.  3-9,  35-41,  137-143.  338-346,439-434,  461-466;  ir)o5,  t.  L  p.  i',;!, 
io3-T09). 

Lo  point  de  départ  de  ces  Notes  était  une  généralisation  de  la  méthode,  dite 
iqnoration  of  coordinales,  généralisation  prêtant  d'elle-même  à  (l'irili''res- 
santes  applications  dynamitiucs. 

Table  des  matières  :  1.  Considérations  générales  sappliquant  à  tout  système 
diflVrentiel;  2.  Systèmes  canoniques,  mouvements  stationnaires,  mouvements  à 
la  l\outh,  règle  de  Dirichlet-Liapotinofï;  3.  Exemples  de  mouvements  à  la  Roiith  : 
'1.  Remarques  critiques. 

Zntruvskî  (K.).  —  Sur  les  propriétés  de  courbure  des  systèmes 
d'éléments  linéaires.  (En  allemand,  p.  41-76.) 

L'auteur  iMtlaehe  ses  reclicrches  à  celles  d"Aoust  {Annali  di  Maleniatica. 
1864,  68,  6y;  Analyse  des  courbes  tracées  sur  une  sur/ace  quelconque,  Paris. 
1869).  Il  considère  des  demi-droites  atlachées  aux  points  d'une  courbe  gauche  el 
non    tangentes  à  elles.   Soient  :t('),  îî(<),  ",'(')  '"^^  cosinus  directeurs  d'un  tel 
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cli'inrnt  lincairc  ultacln-  ;iii  poiiil  \x  {I),  r  (t  ).  z  i  l  )  \  ilc  la  C(Hiii)C.  On  dclinil 


la   courbure   du    syslèmi-    par   I^  =  1/   X,  (  7-  )  •  Si    K  -,-  o  on   poul  définir  la 

direction  de  la  normale  princij>a/e  (/,  /»,  11  )  par  —j-—  Kl ...  elc.  ;  S/a  =  o. 
Une  troisième  direction,  celle  de  la  hinorrnalc  (?,4'<  ")>  '"st  délinie  par 

s  =  Jïn  —  -m  ... 

etc.  Le  irièdre,  ainsi  formé  et  altadié  à  la  rourlic,  possède  les  propriétés  du 
Irièdrc  de  Serret;  les  rotations  sont  :  —  l\,o.  —  S;  S  est  appeli'c  la  tnrxion  du 
système  au  point  {t). 

Des  e.vemples  de  tels  systèmes  sont  fournis  par  la  thi'-oric  des  surfaces.  Si  l'on 
a  deux  familles  (i)  et  (2)  de  courbes  tracées  sur  une  surface,  les  tani;enles  aux 
courbes  (i)  le  long  d'une  courbe  (3)  forment  un  système  qu'on  appellera  (12). 
On  considère  de  même  (21).  K,.,  peut  se  mettre  sous  la  forme  l\,„=  \  «7., -1- xr?,, 
où.  par  exemple. 

I)  du  w  -r-  1  >'  (  du  w  -^  (h-  lu  )  ~h  n  (h-  or 
ds  os 

/',.,.  ^|,,  sont  (lits  rourhurt'  normale  d  courbure  aéodesique. 
d9. 
La  torsion   -S,.^  ~    w"'  '  "*"  ~i-'  ^"    ^'-   "^^^  l'angle   de  la   normale   principale   du 

système  (12)  avec  la   normale  à  lu  surface;  -,„  est  appelée  torsion  géodesiijue. 

Toutes  ces  formules  ont  une  grande  analogie  avec  celles  qu'on  emploie  dans 
la  théorie  ordinaire  de  la  courbure,  et  dont  elles  sont  la  généralisation.  La  der- 
nière formule  donne  un  résultat  immédiat,  savoir  le  théorème  de  .loachinislal 
sur  les  lignes  de  courbure. 

(iomme  second  exemple,  laiiteur  traite  le  système  forint'  par  les  normales  à 
la  surface  le  long  d'une  courbe 

D  (/«-H-  !  D  du  (h-    -  D"  di- 


*  K  au-  -h  ni'  du  dv  -f-  O  d^- 

—  I  D  du  ou  -r-  D'  (  du  w  ■+■  rfi'  ou)  -h  I  ►"  d\'  or  | 

""  ~  ds  os 

du 

ou  la  direction  (ou,  ov)  est  perpendiculaire  à  i,</u.  dv).  h  = »,  i>  étant 

ds 

l'angle  de  la  bi normale  du  système  avec  la  tangente  à  la  courl)e. 

De  cette  foiniule  on  peut  tirer  un  théorème  de  Bonnet  (Journal  de  .Mattu- 
niatlijues,  iSHo)  sur  les  normales  le  long  d'une  géodésiquc 

L'auteur  considère,  en  ce  dernier  lieu,  deu\  familles  (loublciiirnl  inliiiii's  de 
eourbes  de  l'espace  (C)  et  (P)  et  il  considère  les  tangentes  aux  l  !')  le  bm;;  d'une 
courbe  (C).  Il  calcule  K  et  -S  et  Icn  interpièle  géomélriquenu'nl . 

SierpinsLi  (W .K   —  Sur   un   pfobirme   du   ciili-ul    des    roiirlions 
asymptollcjues.  (Rn  polonais,  p.  77-1  18.  ) 

M.  \  ornnoï  a  dntiiii-  une  UM-liiode  nuuxeile  pour  éliidiei'  les  valeuis  asymplc- 
li(|ues  lie  certaines  sommes  d(iuble>  et   il  a  trouvé  la  l'oiiiiule  a^y mptotii|ue 


Vk(£) 


.r(l..g.r -'-  'C  —  1). 
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C  désignant  la  ronslanlc  dKuler  ot  rcncur  iManl  de  l'ordre  v/^.log^  {JoiudoI 
fur  reine  und  ange^vandte  Malhemalil, ,  1.  CWVI).  L'auteur  applique  la  mil- 

tliode  de  M.  Xoronoï  au   >  airui   de  la   valeur  asyniplotiquc  de     7    ^''^\  x  —  «-) 

et  il  la  Innive  égale  à  -^^ — -, ^  à  une  quantité  de  l'ordre  de  \  x  prés. 

I 

Miller  (G.  A .).  —  Sur  les  groupes  engendrés  par  deii.v  opérateurs, 
dont  chacun  transforme  l'autre  en  une  puissance  du  transformé, 
la  même  pour  les  deux  opérateurs.  (En  anglais,  p.  i  19-122.) 

Les  opérateurs  étant  /,  et  /,. 

On  étudie  le  cas  a  — o  et  l'on  démontre  que  le  seul  groupe  non  ahélien  formé 
dans  les  eonditions  de  renoncé  est  le  groupe  quaternaire. 

On  passe  à  la  généralisation  a  =jj"  -t-i,/^  étant  un  noniln-e  premier. 

Przeborski  {A.).  —  Sur  les  intégrales  non  analvliques  des  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (En 
polonais,  120-128.) 

L'auteur  démontre  ((ne  toute  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  dans  un 
domaine  z,  admet,  outre  les  intégrales  analytiques,  des  intéginles  non  analytiques 
dans  un  domaine  £,,  compris  dans  î. 

Doborzynski  (G.).  —  L'hypothèse  de  Van  der  Waals  des  étals 
correspondanLs.  (^En  polonais,  p.  129-222.) 

Mémoire  de  Physi(|ue  expérimentale. 

Mittag-Lefflei-  {(î.).  —  Sur  la  i-eprésentalion  analylitpie  dune 
branche    uniforme    ilune    fonclion    monogène.    (En    polonais, 

p.    2.''.0-208.  "l 

Traduction  polonaise,  par  M.  S.  Dick^tcin.  de  la  Note  parue  dans  les  .Ida 
nialheniatica  (1902,  p.  353-392). 

l^rzeboiski  [A.).  —  Sur  les  intégrales  non  anal\  tiques  des  étpia- 
tions  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  forme  (picl- 
•  onque  (Eu  polonais,  p.  2r)9-:',()  ^.) 

L'auteur  demiiuln-  i|ue  toute  équalinii  du  pren)ier  ordre  de  la  forme 
!•"  (  ;.  X,  ...  x„.  /J.  ...  /J„)  —  o. 
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où  l*"  csL  une  fonction  analytique  dans  un  domaine  £,  admet  outre  les  inlcgialcs 
analytiques,  des  intégrales  non  analytiques  dans  des  domaiiio  compris  dans  (c). 


Tome   XVJII,    lyoj. 


n±l, 


Sicfpiiiski  (W.).  —  Sur  la  sommation  delà  série  ^  -:  {/i  )  f{  n), 

oîi  T(/i)  désigne  le  nombre  de  déconiposilions  du  nondji-c  /i  en 
une  somme  de  deux  carrés.  {  \in  |K)l(in;ii>.  p.  i-'io:  I  lièse  de 
doeloral.  ) 

Pour  étudier  les  propriétés  de  la  fuactioii  t  de  la  tlR-oric  des  nomlires.    il  est 
.i\antaj;eux  de  considérer  la  somme  double 


y^   V     j\,n^-r>ri^-^-{L)f{l. 


{m,n,k  —  eiiliers).  Ens'appuyant  sur  certaines  propositions  de  M.  Voronoï  : 
•S'»/"  une  fonction  transcendante  et  ses  applications  à  la  sommation  de 
i/uelques  séries  {Annales  de  l'École  Normale ,  ujo'i),  on  exprime  S  au  moyen 
de  certaines  intégrales  définies  dépendant  des  l"onction> 


Il  ^x 


Ml  pruuM'  que  ■■s^(x)  ne  dillére  de 


r-l+l 


■  (  A-  - .  )  :      /.  : 

/,  -4-  I 

que  dune  «juantile  de  l'ordre  de  .\    -    . 

Ce  résultat  permet  de  démontrer  >iMiplcmeiit  une  pro[)(>sition  sur  la  relation 
qui  existe  entre  le  nonibi'c  de  décompusilions  possibles  (Tun  nombre  en  une 
somme  de  quatre  carrés  et  le  nombre  de  ses  diviseurs. 

lyusuite,  en  transformant  S  par  b  tliéorème  de  .lacobi  siu'  le  nondire  de  décom- 
positions p«)ssibles  dun  nombre  en  une  somme  «le  deux  carrés,  on  arrive  à  celle 
luriiiule,  qui  est  la  généralisation  d'une  formule  de  FJuuville  : 

On    diinr.nnv   <|ue    \'   - — —  ne  dillVrc  de  Tb.gj;-l-lv  (l\  .l.inl  une  cnnslante) 
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(|UC  d'une  iiiiaiilili-  ilc   l'ordii'  de  ^n  •  <Jn  itudic  la  fonrlimi  analyl  ii|iic 

//  — I 
[<''l(5)>i],  quijoilit  delà  propriété 

V{s)  I-  (.V)         Vil  —  s)V(i  —  S) 


l£n  proliluiiL  de  runniilcs  soiiiinaLoircs  oliLonues  par  ces  L-()nsi<lérali<)iis,  on 
t'-lablil  nrlaines  piopiiétés  de  t  ( /J)  pour  les  n  en  progression  aritliniélique  <| 
pour  les  iiondircs  carrés.  Pour  ces  derniers,  le  nonibre  moyen  de  déromposilions 
en  une  somme  de  deux  carrés  eroil  proporlionneliemenl  au  lojjariliime  du 
nombre  considéré.    On   calcule   la    \alcur   moyenne   de   --{n). 

DenizoL.  —  ConlribiiLioii  à  la  théorie  de  la  perspeclivc  axonoiné- 
Irique.  (En  polonais,  p.  (Ji-yç).) 

Lauleur  démontre,  par  une  métlioiie  nouvelle,  le  théorème  fondamental  de 
Poldke.  Suivent  des  applications  à  la  perspective. 

MiHag-Lefjlev  yG.).  —  Sur  la  représenlatiou  analytique  dUne 
fonction  monogène,  (lin  polonais,  p.  8i-i4'') 

Traduction,  par  M.  S.  iJickstcin,  de  la  Note  parue  dans  les  .lc7rt  niatlicmatica 
( 1 9o5 ,  p .  I  o I  - 1 8 1  ) . 

Zofawsld  (A-).  —  Notes  de  Géométrie  inlinitésimaie.  (  En  alle- 
mand, p.  i4»-i  ">'•  ' 

\.  T/auteur  établit  les  équations  dillérentielles  que  vérifient  les  paramétres 
li,  v\  de  deux  familles  de  courbes  égales  et  parallèles  qui  forment  un  réseau 
conjugué  sur  une  surface  de  tran>lation. 

II.  On  établit  le  système  inmplct  des  invariants  dillercnlicL^  des  lignes  as\  ni|p- 
totiques  par  rapport  à  un  groupe  lin(-air'<'.  (Siiilc  d'un  Iravail  ptésenlé  en  igo*" 
il  l'Académie  di"  Ciai;ovic.  ) 

III.  On  clicrelic  les  iransfoiiiialions  inlinitésimales  qui  laissent  invariants  t<)Us 
les  éléments  linéaires  de  la  surface  et  une  famille  de  courbes,  et  l'on  établit  les 
conditions  sous  lesquelles  cela  est  possible. 

IV.  On  établit  les  critères  pour  que  deuv  familles  de  courbes  planes  soienl 
identiques. 

Broniewski  {W.}.  —  Relation  entre  la  \ariation  de  la  résistanee 
électrique  et  la  dilatation  des  iiK-latix  monoatomitjues.  (En  polo- 
nais, p.  \-  I-  >.  r  i.  I 

Mémoire  de  Plivsiqiie  expiiimenlale. 
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(torczynsixi  (H  .).   —  Sur  le  calcul  des  sommes  de  la  clialeur  eu 
i;Tandes  calories.  (En  polonais,  p.  a2o-.A33.) 

(  Mémoire  de  M(ié<>riilni;ie.  ) 

Miller  [G.  A.)  —  Les   i^ioupes  ent^endiés   |iar  deux    op«''raleurs 
d  ordre  3,  doni  te  [ji'oduil  esl  d'ordre  4-  (En  anglais,  p.  23ô-24o.) 

1°  s;  =  s'  =  I  {s,s^)''—  {s^siy     (ce  qui  revient  à  5,*„— s.s,), 


Tome  XIX.   1908. 

Slozek  (  W.).  —  Sur  l'intégration  de  certaines  équations  ditléren- 
tielles  du  second  ordre.  (En  polonais,  p.  i-i6.  ) 

Laulciir  déloriuiru'  ej)ecli\'einenl  l'cnsciiible  do?  ci|iialions  dilTcrcnlielles  qui 

se  rauiènciil  à  réquation  ——-=  o  par  un  <liani;cinent  convenable  do  la  variable 
du- 

el  de  la  fonction  inconnue,  tic  problème  n'a  été  rés(du  par  Soplius  Lie  que 
lirtiiellenient.  Les  raisonnements  se  lattachent  à  ceux  de  S.  Lie;  une  partie 
des  calculs  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  Zorawski  sur  les  équations  ana- 
logues du  troisième  ordre  (Acad.  de  Cracoiic,  I.  \X\1\  ). 

Miller  {G.  A.).  —  Sur  les  groupes  dans  les(piels  le  .>ous-groupe 
formé  par  toutes  les  substitutiojis  qui  ne  changent  pas  une  lettre 
donnée  est  régulier.  (En  anglais,  p.  17-iç).  ) 

Soient  (1  le  i;roupe  considéré  et  G,  le  sous-groupe  en  question,  boil  n  l'ordre 
de  G  et  11  —  x  celui  de  G,.  Le  cas  a  r-  1  a  été  étudié  par  dillércnts  auteurs.  Cotte 
Communication  a  pour  objet  de  présenter  quelques  remarques  sur  le  cas  a  >  1. 

Krygowski  {Z.).  —  Sur  le  dévelop[)einent  des  lonclions  hyperel- 
liplif|ues  en  séries  Irigonométriques.  (En  français,  p.  2i-(3i  ;  la 
suite,  l.  \X,  |).  1.53-1 8-.) 

M.  r.  Appcll,  clans  son  Mémoiic  Sur  lex  inle^i a/es  des  Joiivliuini  n  imilti- 
idicaleuis  et  leur  ajijtlication  au  développement  des  foncliuns  abeliennes  en 
séries  trigononiëlri(jues,  public  dans  les  Acta  niatheniatica,  I.  Mil.  i<S()0,  n'a 
pas  pn'-senlo  aussi  simphincnl  le  dévelop])criicnt  des  l'ouction> 

?'^r/'''-''^^  (IX,  /•  =  o,  .,.,;i,.',;ix<r) 

.^-  (  Op  1'..  I 

(|ue  celui  de  ^r^ — - — ~;  ceci  lient  à  co  (|uc  les  formules  du  preiniei  de  ce^  ca.^ 

•^.■,(r,,  V.,) 

font  intervenir  une  certaine  intégrale  doul>lc,  i|n  on  ne  peut   pas  dic<>mposer  en 
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intégrales  simples  indépendantes.  Lauteur  de  cette  Communication,  <n 
développant  ses  recherches  antérieures  {Comptes  rendus  du  29  avril  1907; 
Wiadomosci  matematyczne,  t.  XII,  Varsovie),  est  arrivé  à  montrer  comment 
l'introduction  des  intégrales  hj  perelliptiques  de  seconde  espèce  permet  de  tour- 
ner cette  difficulté.  Il  présente  les  intégrales  canoniques  de  seconde  espèce  sous 
une  forme  nouvelle;  ensuite  il  passe  aux  formules,  qui  lient  les  sommes  aux 
fonctions  thêta. 

Dans  la  deuxième  Partie  {Prace  inat.-fiz.^  t.  X\)  il  démontrera  comment 
ces  formules  peuvent  être  utilisées  pour  les  développements  des  fonctions 

ù\Q^,'^{>^,,  .....V  ) 

au  moven  desquelles  il  passe  ensuite  aux  fonctions  -—r, 2_. 

Laub  (J-)-  —  Contributions  à  rélectrodjnamiqtie  des  corps  en 
mouvement.  (En  polonais,  p,  6d--5). 

Le  principe  de  relativité,  comme  le  concevait  Einstein,  n'est  valable  a  priori 
que  pour  le  vide.  L'auteur  de  cette  Communication  se  propose  d'éludier  quelques 
questions,  qui  se  ratlaclient  aux  mouvements  dans  les  milieux  matériels,  en  se 
plaçant  au  point  de  vue  de  l'électrodynamiquc,  basée  sur  le  principe  de  la  rela- 
tivité. Il  commence  par  la  théorie  de  l'expérience  classique  de  Fizeau  (concer- 
nant la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  un  courant  d'eau)  ;  sans  se 
servir  de  l'hypothèse  de   l'éiher,   il  établit  la  valeur  du  coefficient  de  Fresncl. 

Dans  la  suite  de  cette  Communication  (qui  n'a  pas  paru  jusqu'en  1910)  il  trai- 
tera la  question  générale  des  traiisformati<jns  des  coordonnées  dans  le  passage 
du  système  fixe  au  système  mobile  dans  les  milieux  matériels;  il  va  étudier 
ensuite  les  rapports  qui  existent  entre  lélectrodynamique  basée  sur  les  prin- 
cipes de  la  relativité  et  les  théories  électrodynamiques  de  Lorentz;  puis  il  va 
examiner  les  équations  de  Maxwell  et  Lorentz  pour  les  corps  mobiles  dans  un 
milieu  isotrope  quelconque,  en  tenant  compte  de  la  conductibilité  électrique. 

Ihoniewski  [W.).   —  Relations  entre  la  variation  de  la  résistance 
électrique  et  la  dilatation  des  métaux  polyatomiques.  (En  polo- 
nais, p.  77-37.) 
Mémoire  de  Physique  expérimentale. 

Axer  {A.).  —  Sur  les  systèmes  de  forces  intérieures  admettant  un 
centre.  (En  polonais,  p.  99-121.) 

M.  Delaunay  a  démontic  que,  pour  le  mouvement  de  trois  points  matériels 
s'altii'ant  suivant  la  loi  de  Newton,  il  existe  un  centre  des  forces,  c'est-à-dire 
que  les  trois  forces  résuliantes  sollicitant  res(iectivemenl  les  trois  points  en 
question  se  coupent  en  un  point.  (Congres  international  de  Heidelberg 
de  1904.) 

M.  Axer  établit  la  proposition  générale,  dont  le  théorème  de  M.  Delaunay 
n'est  qu'un  cas  très  particulier  :  pour  qu'un  système  des  forces  centrales  agissant 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  1'  série,  t.  XXXVIL  (.Mars  igia.)  W.i 
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dans  l'espace  à  «  diniensions  entre  « -f- i  points  A^,  Ai,...,A„,  qui  déterminent 
cet  espace  sans  ambiguïté,  admette  un  centre  de  forces,  distinct  de  tous  les 
points  A-,  il  faut  cl  il  suffit  qu'on  puisse  écrire 

\   \  /  A  =  0,  1 ,  2,  ...,«;  A 


P,;,  désignant  la  force  avec  laquelle  le  point  V^  sollicite  le  point  A.,  et  les  C, 
étant  des  facteurs  numériques  ('),  dont  un  au  moins  est  ^o  ;  pour  que  le  point 
Au  soit  le  centre  des  forces,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les  composantes  Pj,=:o, 
si  /il  ;^  0,  sauf  deux  qui  ne  sont  situées  dans  le  même  plan. 

Si  le  système  vérifie  la  loi  de  l'action  et  de  réaction,  les  conditions  précé- 
dentes se  simplifient  et  peuvent  être  résumées  toutes  deux  dans  la   possibilité 

d'écrire 

P    p  

P  .j.  =  K         ■"     °^       A;  \,  ; 

A;Aj  AjAj 

pour  n  —  3,  la  condition  générale  devient 

P    P    P    —  —  P    P    P 

et,  pour  le  cas  ordinaire,  ou  la  loi  de  l'action  cl  de  la  réaction  est  vérilîéc,  on 
a  cette  proposition  élégante  : 

Pour  un  mouvement  de  trois  points,  gui  s'attirent  ou  se  repoussent 
mutuellement  suivant  une  loi  quelconque,  il  existe  toujours  un  centre  de 
forces. 

Pour  n  =  4i  on  a  quatre  conditions 

PPP— ppp 

•   01  '   12  ^20  —  •  02  •  21  •    10' 

ppp—  ppp 

'^O3'^J3'30  —  '03'  32^205 

PPP—  —    ppp 
Pt2'2iP31^^  •13P32P2I' 

qui  se  réduisent  à  trois  ou  six  conditions  (qui  se  réduisent  à  cinq)  équivalentes 
aux  précédentes 

p    P  P    P 

♦^01  ^^23  '   03  '   21 

A„A,  A, A3  A,  A3  AjA, 

Quand  la  loi  de  l'action  et  de  la  réaction  est  vérifiée,  ces  conditions  se  réduisent 
aux  relations  simples 

p    p  P    P  P    P 

'01  '  23  '  02  '^  13  _  "^  03  '    12  , 

A, A,  A; A,  A„Aj  A, A3  A^A,  A, A, 

Zaï'eniba  [S.].  —  Sur   le   |)iinci[3e  de   Diiiililel.    (^Eii   |K)K»iiiiis, 
p.  i23-i:i8.) 

(Communication  présentée  à  la  scclion  d'Analyse  du  Congrès  iulinuilional  de 
llomc,  le  II  avril  1908.) 

(';   Les  points  A  sont  lixes. 
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Cette  Comiiiiinication   présente   une  méthode   nouvelle   de  démonstration  du 
principe  de  Dirichlet.  On  pose 

en  se  donnant  dans  un  domaine  (  D)  une  fouction  9,  telle  que  6(0,  9)  ait  un 
sens,  on  cherche  à  déterminer  une  fonction  v,  harmonique  dans  (  D)  et  remplis- 
sant la  condition 

B{v.  h)  =  B(9,  /i) 

pour  toute  fonction  liarmonique  /*,  pour  laquelle  U{h,h)  a  un  sons.  On 
démontre  que,  pour  (D)  limité  et  quarrable.  le  problème  précédent  (que  l'auteur 
appelle  le  problème  de  Dirichlet  transformé)  admet  une  solution  unique  déter- 
minée à  une  constante  arbitraire  près. 

On  considère  l'ensemble  (  E  )  de  toutes  les  fonctions  continues  dans  (D),  ainsi 
que  leurs  dérivées  premières,  qui  prennent  sur  le  contour  de(D)  une  succession 
continue  de  valeurs  données  T.  On  peut  démontrer  que,  si  parmi  ces  fonc- 
tions il  y  a  une  fonction  harmonique  u,  elle  résout  le  problème  de  Dirichlet 
transforme'  pour  toutes  les  fonctions  /  de  (E)  pour  lesquelles  ii{f,f)  a  une 
valeur  finie.  Il  en  résulte  immédiatement,  que  B{u,u)  est  égal  au  minimum 
des  B{f,f),  c'est-à-dire  que  l'existence  de  la  solution  du  problème  de  Di- 
richlet entraîne  la  validité  du  principe  de  Dirichlet. 

Le  problème  de  Dirichlet  lui-même  est  résolu  dans  une  large  mesure  par  le 
théorème  suivant  : 

Les  valeurs  que  prend  sur  le  contour  de  (  D)  une  solution  du  problème  de 
Dirichlet  transformé  relatif  à  une  fonction  de  (E)  ne  diffèrent  de  q  que 
par  une  constante.  Toutefois,  pour  établir  ce  théorème,  il  faut  faire  une 
hypothèse  complémentaire,  du  reste  peu  restrictive  sur  (D). 

Les  propositions  précédentes,  établies  d'abord  pour  le  cas  du  cercle,  se  démon- 
trent d'une  manière  générale  par  la  méthode  de  balayage  de  M.  Poincaré. 

Merecki  (/?.).  —  L'influence  de  la  variable  activité  solaire  sur  les 
éléments  météorologiques  terrestres.  (En  polonais,  p.  101-181.) 

.Mémoire  de  Météorologie. 

Arctowski  {H.).  —  Les  variations  séculaires  du  climat  de  Varsovie. 
(En  français,  p.  i83-2o6.) 

Mémoire  de  Météorologie. 

TliulUe  (Z.).   —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  électro- 
nique des  métaux.  (En  polonais,  p.  207-216.) 

Mémoire  de  Physique  expérimentale. 
Ernesfo  Pascal.   —  Sur  la  nouvelle  théorie  des  formes  différen- 
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tielles  d'ordre  el  de  degré  queleonques.  (En  français,  p.  ai'j- 

223.) 
(Communication  présentée  au  Congrès  international  tle  Home,  en  avril  1908). 

L'auleur  présente  une  tiiéorie  qui  est  la  généralisation  de  relies  des  formes 
pfalîiennes  et  des  formes  quadratiques.  Une  forme  difl'érentielle  d'ordre  r  et  du 
premier  degré  ft  est  une  expression  formée  comme  la  différentielle  d'ordre /'d'une 
fonction  /  de  plusieurs  variables  dépendantes  x,  ...,  a;„,  en  remplaçant  dans 
•  liaque  terme  les  dérivées  de /par  des  fonctions  t}uelconques  des  variables.  Une 
pareille  différentielle  peut  être  représentée  comme  une  somme  des  produits  de 
toutes  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  jusqu'à  l'ordre  /•  par  certaines 
expressions  diflérentielles  caractéristiques,  somme  des  produits  des  diflerenlielles 
des  variables  qu'on  désigne  par  ^/[]\..j-^,  Ji,  •••,Jm  étant  les  indices  des  variables 
X  qui  entrent  dans  la  formation  des  5.  L'auteur  énumère  les  propriétés  fonda- 
mentales des  5  : 

1°  Elles  se  transforment  linéairement  par  la  transformation  générale  des 
variables. 

>'  Leur  différentielle  s'exprime  par  les  0  mêmes  etc.  Une  forme  différentielle 
de  degré  R  est  une  expression  homogène  A-linéaire  des  5  de  K  ordres  déter- 
minés fixes  /■,  . . .,  /\;  la  somme  de  tous  ces  ordres  est  l'ordre  de  la  forme.  L'au- 
teur introduit  certaines  fonctions  des  coefficients,  obtenues  par  une  suite  d'opé- 
rations nouvelles,  appelées  déduction,  et  dites  symboles  fondamenlaux. 

L'auteur  résout  les  problèmes  suivants  : 

1.  La  condition  pour  l'équivalence  de  deux  formes  dill'érentielles,  obtenue  par 
la  considération  de  certaines  matrices  des  symboles  iulioduits. 

2.  On  établit  la  condition  pour  l'existence  de  transformations  infinitésimales 
qui,  étant  appliquées  à  la  forme,  donnent  zéro  ou  reproduisent  la  forme  à  un  fac- 
teur prés. 

.3.  Ces  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  en  généralisant  le 
problème  de  réduction  de  Pfaff,  c'est-à-dire  les  conditions  pour  l'existence  de 
transformations  finies  par  lesquelles  la  forme  donnée  d'ordre  quelconque  se 
transforme  à  un  facteur  près  en  une  forme  d'un  nombre  moindre  de  variables. 

4.  Le  problème  d'intégrabilité  complète.  Four  les  formes  pfaffiennes  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  d'intégrabilité  s'énonce  :  l'équation  admet  les  trans- 
formations infinitésimales  de  l'équation  adjoinlc. 

Pour  les  formes  d'ordre  supérieur,  il  faut  remonter  aux  opérations  d'ordre 
supérieur  en  introduisant  les  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  premier. 
L'auteur  a  établi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  en  se  bornant  aux  formes 
du  second  ordre.  En  tout  cas  une  condition  nécessaire  est,  que  chaque  système 
complètement  intégrable  d'équations  aux  différentielles  totales  d'ordre  quel- 
conque admet  toutes  les  transformations  infinitésimales  de  son  système  adjoint. 

5.  Quelques  résultats  sur  la  réductibililé  à  des  formes  à  types  spéciaux,  éta- 
blis pour  les  formes  du  second  ordre. 

Les  recherches  de  l'auteur  ont  été  publiées  :  Comptes  rendus,  ijjoo,  m(o4i 
Hendiconti  del  lastituto  Lombardo,  1900,  i,  l>,  3,  4)  ^ ''  ftendiconti  délia  /^ 
Accademia  dei  Lincei,  1902,  .3,  6;  Annali  di  Matemotica,  l.  VI,  1901;  Matlic- 
malische  Annalcn,  t.  LIV^,  1901;  Hendiconti  del  Circolo  nialematicn  di 
l'alermo,  t.  XML   i|,o(i.  XXIII,  1907. 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  3- 


Tome  XX,    1909. 
Hoborski  {A .).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
li^dP-'^lp''  ^^"^  polonais,  p.  1-143.) 

Un  problème  analogue  a  été  l'objet  du  Mémoire  de  M.  Zaremba  :  La  solu- 
tion générale  du  problème  de  Fourier  {Académie  de  Cracovie.  iqoS). 
L'auteur  de  cette  Communication  reprend  et  développe  les  calculs  indiqués 
dans  le  Mémoire  de  M.  Zaremba  en  les  adaptant  au  cas  de  deux  dimensions 
(M.  Zaremba  n'avait  en  vue  que  l'espace  à  trois  dimensions)  et  reprend  pour 
ce  cas  l'étude  systématique  de  certaines  propositions,  qui  servaient  do  base  an 
Mémoire  mentionné  de  M.  Zaremba. 

Le  problème  consiste  à  déterminer  la  fonction  v{x,y,  t)  continue,  ainsi  que 

f)S    d'Y     d'V  .  ,  ,        ■       \,  .... 

-7-)    r—^'  -T-ï'  ^>o  et  X,  y   étant   les   coordonnées   d  un    point    intérieur   au 

at     ÔX-     oy 

domaine  (D),  simplement  connexe  et  limité  en  tous  sens  par  une  courbe  fermée 

(C),  par  les  trois  conditions  suivantes  : 


1°  à  l'intérieur  de  (  D)  on  ; 

1 

dv 
ât  ~ 

0-  V        à'  V 

ôx"    '    ôy- 

2"  sur  la  courbe  (C)  on  a 

"■mr' 


(V)  -f-o         (A'=o,     ou  bien     /i'=i); 


/«-fonction  continue   du  point  de  la  courbe  C;  9-fonction  continue  du  point  do 

la   courbe  C   et   de  ^-1  -p^  \    la   valeur  limite  de  la  dérivée  de  v  prise  le  loni; 

de  la  normale  intérieure,  quand  x,  y  tend  vers  un  point  de  (C)  par  les  points 

de  (O). 

."5°  \\m\  {x,  y,  t)  =  V  {x,  y). 

t=o 

On  suppose  de  plus  v  {x,y,  t)  borné  pour  o  <  ^  ^T,  quel  que  soit  T  sur  la 
courbe  (C)  on  fait  un  certain  nombre  d'hypothèses  d'un  caractère  très  général. 

On  commence  par  étudier  le  problème  de  Fourier  simplifié  où  l'on  suppose 
'f  =  o;  on  cherche  à  développer  v  {x, y^  t)  en  série  de  fonctions  fondamentales 
de  fonctions  harmoniques  de  .M.  Poincaré  et  l'on  arrive  à  la  formule 

(.)  V(;r,  y,  ()='^.\,e~h'{],{x,y), 

OÙ  l'on  a,  à  l'intérieur  de  (D). 

££t       ôHJ^  +  2  U  =  O 
ôx-  ôx^         ■'    *^         ' 

sur  (C) 

'.■(^),=/.(^),. 


-^i  =  /    '*" ( •2^> r ) ^k i^^ y) d^ dy- 


38  SECONDE   PARTIK. 

Ensuite,  on  ramène  facilement  le   problème  général  au  jn'oblème  simplijîë. 

Pour  suivre  un  raisonnement  régulier  qui  conduit  au  développement  (i), 
pour  démontrer  sa  convergence  et  étudier  ses  propriétés,  on  reprend  l'étude  des 
fonctions  harmoniques.  Au  lieu  de  suivre  la  marche  classique  du  Mémoire  Sur 
les  équations  de  la  Physique  de  M.  Poincaré,  l'auteur  applique  la  méthode 
perfectionnée  de  M.  Zaremba  qui  consiste  à  déduire  les  propriétés  de  l'équation 

(II)  Ç4-Ç^!+;«  =  P(^,  r^ 

Ox-        dy  —   ' 

non  pas  celle  de  Laplacc,  mais  de  l'équation 

ô'^u        d-u 
i).T-        âv- 

;jL  étant  un  nombre  ayant  sa  partie  réelle  positive  et  suffisamment  grande;  on 
pose 

f--  (x  —  x^y-h  {y  —yo)- 

et  l'on  part  de  la  solution  particulière  de  (a) 


/(p.  jj.)=  i    f 


e 


dt. 


t- 


On  introduit  ensuite  les  potentiels  généralisés  :  le  potentiel  de  simple 
couche 

u{x,  y)  -  ^   /   z{x',  y')f{p',ix.)ds 
et  le  potentiel  de  double  couche 

V(a;,  r)  =  —    f  .(x',y')^^^^co,?ids, 
[pf  =  {x'  —  x)--h  iy'  —  yy-.  ds'^—  dx]  -h  dy\y 

2r-l'angle  de  la  normale  à  C  en  un  point  0  (a:',  jk)  avec  la  droite  OM,  M  étant 
le  point  {x,y)'].  u  et  v  ont  des  propriétés  tout  à  fait  analogues  aux  potentiels 
classiques;  ce  sont  des  solutions  de  (2)  et  pour  R(!i.)  assez  grand,  ils  peuvent 
servir  à  la  solution  des  problèmes  analogues  à  ceux  de  Dirichlct  et  Robin  par 
des  suites  d'approximations  rapidement  convergentes. 

De  (2)  on  passe  à  (II)  par  les  méthodes  de  M.  Poincaré,  que  l'on  complète 
dans  le  cas  de  h' =  1  par  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Zaremba  : 

c  étant  une  constante,  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  de  (C),  L  la  borne 
supérieure  de  la  longueur  d'une  corde  de  (C),  on  a,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion ¥  (x,  y  ), 


F-f/.9 

piuirvu  que 


^  4c 


lol- 


6r; 
L 
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Ixosenblatt  [A.).  —  Sur  les  développements  en  série  des  inté- 
grales d'une  équation  diirérentielle  du  premier  ordre  au  voisi- 
nage d'un  point  singulier  essentiel,  (En  allemand,  p,  i45-i52.  ) 

MM.  J.  Bendixson  et  J.  Horn  ont  étudié  les  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle 

[où  n  >i,  f{x,y)  une  série  des  puissances  qui  commence  par  les  termes  du 
second  degré],  dans  le  eas  ^  o. 

La  présente  Note  a  pour  objet  de  donner  la  représentation  d'une  partie  des 
caractéristiques  de  (i)  par  une  suite  convergente  d'approximations  successives, 
dans  le  cas  «  =  o,  sous  certaines  hj  pothèses  complémentaires. 

On  considère  le  cas  où  l'équation  (i)  se  présente  sous  la  forme 

dv 

(  2  )  ^"dx~  '^•^"'  "^  ^'-^^  ^'  ^  ^' 

I  fi^-y)  =bx''[j^o{x)]+xy/_{x,  y)  -h  cyr[i -^-/{y)], 

»(o)  =  o,        /(o)  =  o|, 

a  ^  o,         m  ^2,        a  ^  I .        /*  ^  wî  : 

on  suppose  de  plus 

,  ^  n  —  I 

h  i^n  —  I ,  >  "  —  2 , 

m  —  1 

ce  qui  a  toujours  lieu  pour  «  =  2  ;  on  peut  supposer  a=£=±i;  en  posanl 

r'- 


I  —  m 


on  met  (2)  sous  la  forme 


(3)  ^"rfi  ~  ^  +-/(^ir) 

et  l'on  forme  la  suite  d'approximations,  définie  par 

et  des  valeurs  initiales  a7o>o,  yo>o. 

Si  x„  est  suffisamment  petit  et  si  le  point  (^o'^o)  est  situé  entre  la  partie 
positive  de  l'axe  des  k  et  une  certaine  courbe  (C),  la  caractéristique  passant 
par  le  point  (^„>J>'o)  est  donnée  par  la  suite  convergente  (A). 

L'équation  de  la  courbe  C,  mentionnée  plus  haut  est 

(m  —  i)  y"'~' — (n — i)x''-^  —  o        pour        /i>«  — 1. 
(m  —  i)y"'-'  —  {n  —  i).r''~'  =  o        pour        h  ■=  n — i. 

Krygowski  {Z.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  hyperel- 
liptiques  en  séries  Irigonométriques.  (En  français,  p.  1  53- 187.) 

(Suite  au  Mémoire  commencé  t.  XIX,  p.  26-61). 
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Broniewski  C^-)-  —  "^^'^  ^^  formule  de  Helmholtz,  relative  à  la 
force  électromotrice  d'une  pile.  (En  polonais,  p.  189-192.) 

Mémoire  de  Physique  expérimentale. 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  les  groupes  engendrés  par  deux  opéra- 
teurs Ss  et  50,  qui  satisfont  à  la  condition  5,50=  5~^  5'J'.  (En 
anglais,  p.  193-197.) 

Les  cas  remarquables  sont  /i  =  —  i  et  n  =—  3;  dansle  premier  cas,  le  groupe  est 
cyclique;  dans  le  second,  il  peut  être  considéré  comme  engendré  par  deux  opé- 
rateurs, qui  satisfont  à  certaines  conditions  plus  simples  que  celle  de  l'énoncé 
de  la  question  (le  transformé  de  l'un  est  l'inverse  de  l'autre,  ou  bien  on  a  une 
circonstance  analogue,  plus  longue  à  énoncer). 

Gorczynski  [W  .y  —  Sur  l'influence  de  l'enveloppe  de  \erre  dans 
les  indications  de  thermomètres   de  radiation  et  sur  la  modifi- 
cation de  la  formule  fondamentale  pour  l'actinomètre  du  système 
Angstrom-Chwolson.  (En  polonais,  p.  199-214.) 
Mémoire  de  Physique  expérimentale. 

Sierpinski  {IV.).  —  Sur  les  développements  systématiques  des 
nombres  en  produits  infinis.  (En  polonais,  p.  21  5-234-) 

Parmi  tous  les  développements. possibles  d'un  nonilne  en  produit  infini,  il  y  en  a 
toujours  un  particulièrement  remarquable  par  la  simplinlé  de  sa  formation  et 
la  rapidité  de  sa  convergence. 

Si  y  >i,  on  détermine  le  plus  petit  entier  A,  qui  vérifie  l'inégalité 

z  >  I  -+-  T-  ; 

on  pose 


^  =  (-^)- 


et   l'on    détermine  le  plus  petit  entier /.„,  ((ui  vérifie  l'inégalité  /.i">'+  y-»  tt<' 
On  a 


7. 


=n(-É> 


La   condition   nécessaire  et  suffisante   pour  que  y   soit   commensurable    est 
/.^^  I  =  k),i  pour  toutes  les  valeurs  de  ni,  à  partir  d'une  suffisamment  grande. 


Tome  X\I,   1910. 

Siej'pinski  {W.).  —  Sur  une  propriété  caractérislique  des  nombres 
rationnels.  (En  polonais,  p.   1-6.) 
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On  appelle  /\.  la  difTérence  entre  ky  et  le  plus  grand  entier  ^^a:;  alors  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  A  soit  rationnel  est 

lim         7   r.—  -- 
n='»  n  ^  2 

Licliteiistein  {Léon).  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie 
des  équations  intégrales  linéaires.  (En  polonais,  p.  7-1 6. ') 

Le  procédé  alterné  par  lequel  Schwarz  résolvait  le  problème  de  Dirichlet 
peut  être  rattache  à  la  solution  d'une  équation  de  Fredliolm  dans  le  cas  clas- 
sique, à  un  système  d'équations  intégrales  linéaires  de  seconde  espèce  dans 
tous  les  cas.  On  peut  affirmer  l'existence  et  l'unicité  des  solutions  de  ces  équa- 
tions, car  les  équations  sans  second  membre  correspondent  aux  données  iden- 
tiquement nulles  et,  dans  tous  les  problèmes  auxquels  on  appliquait  le  procédé 
alterné,  on  démontrait  d'avance  que,  pour  les  données  identiquement  nulles,  il 
n'y  a  pas  de  solution  autre  que  zéro.  Cependant,  quand  on  présente  la  méthode 
sous  la  forme  indiquée  dans  cette  Communication,  il  n'est  nullement  nécessaire 
de  la  restreindre  aux  problèmes  de  cette  nature.  Quand  on  est  arrivé  au  sys- 
tème des  équations  intégrales,  on  peut  le  discuter  d'après  la  théorie  générale 
de  Fredholm.  L'unicité  nécessaire  de  la  solution  ne  se  présente  pas  dans 
beaucoup  de  cas  intéressants.  Il  suffit  de  modifier  quelque  peu  le  problème  que 
Schwarz  résolvait  dans  la  lettre  à  F.  Klein  {Mathematische  Annalen,  t.  XXI) 
pour  avoir  un  exemple,  où  l'ancien  aspect  de  la  méthode  est  inapplicable  et  le 
nouveau  permet  la  discussion  complète. 

M.  Picard  appliquait  le  procédé  alterné  aux  équations  elliptiques  plus  géné- 
rales que  celle  de  Laphice,  mais  toujours  au  type  d'équations  pour  lequel  il  y  a 
l'uniciié  du  problème  de  Dirichlet.  L'auteur  de  cette  Communication  a  démon- 
tré (dans  un  travail  qui  n'avait  pas  encore  paru  en  1910)  qu'en  imposant  cer- 
taines conditions  de  régularité  aux  coefficients  d'une  équation  elliptique,  on 
peut  affirmer  l'unicité  de  sa  solution  déterminée  par  les  valeurs  qu'elle  prend 
sur  un  contour  limitant  une  région  simplement  connexe,  comprise  tout  entière 
à  l'intérieur  d'un  cercle  dont  le  rayon  ne  dépasse  pas  une  certaine  quantité.  Le 
nouvel  aspect  du  procédé  cdlerné  permet  d'en  déduire  le  résultat  suivant  : 

C  étant  un  domaine  à  connexion  simple,  ou  multiple  limité  par  un  système 
de  courbes  à  courbure  continue  et  sans  point  commun  ;  une  des  deux  alternatives 
se  présente  : 

Ou  bien  l'équation  considérée  plus  haut  n'a  qu'une  intégrale  continue,  ainsi 
que  ses  dérivées,  qui  prend  des  valeurs  données  sur  le  contour  de  C. 

Ou  bien  cette  équation  dépourvue  de  second  membre  (de  terme  tout  connu  ) 
admet  un  nombre  limité  de  solutions  distinctes  nulles  sur  le  contour  de  C  et 
non  nulles  identiquement. 

Sierpinski  (  W.).  —  Une  remarque  sur  le  théorème  de  Riemann, 
relatif  aux  séries  semi-convergentes.  (En  polonais,  p.  17-20.) 

On  peut  altérer  arbitrairement  la  somme  d'une  série  semi-convergente,  en 
changeant  l'ordre  des  termes  et  sans  changer  la  fréquence  relative  des  termes 
positifs  et  négatifs. 
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Guntz  {A.)  et  Broiiiewski  [W.).  —  Sur  la  résistance  électrique 
des  métaux  alcalins,  du  gallium  et  du  tellure.  (Kn  polonais, 
p.  2 1-36. ) 

Mémoire  de  Physique  expérimentale. 

Axer  {A.).  —  Sur  la  Ibnction  cîi  /)  dans  la  théorie  des  idéaux. 
(En  polonais, p.  37-4  i.i 

■^{r)  étant  le  nombre  des  éléments  non  congruenls  d'un  corps  algébrique 
G(ti))  de  degré  A-,  qui  sont  premiers  à  l'idéal  r,  il  s'agit  de  trouver  les  fonctions 
analytiques  V  (x)  et  /  (x)  telles  qu'on  ait 

Il  m  s  u  p  .  '  ,,       =  i , 

lim  inf  -rr-rr, =  i- 

N/-  =  «  /(iNV) 

Ce  problème  a  été  résolu  par  M.  Landau  pour  le  corps  des  nombres  ration- 
nels. Cette  communication  ne  fait  qu'appliquer  au  cas  général  la  méthode  de 
M.  Landau,  en  la  simplifiant  en  ce  qui  concerne  la  fonction /.  On  cherche  tout 
d'abord  la  fonction  qui  représente  asymptotiquement  o  { f\)  { pour  ").  —  x) ,  i\ 
étant  le  produit  des  7.  premiers  idéaux  premiers  (qui  sont  rangés  par  ordre  de 
normes  croissantes,  en  outre  arbitrairement)  et  l'on  trouve  que  c'est 


ate'log  log  Nr^ 


Pour  en  déduire  /  (5;)  = ; -, j  la  méthode  de  .AL  Landau  fait  intervenir 

•'  ae'^log  log  X 

'■S  (x) 
un  calcul  asymptotique  de -=— ^^ — -f  que  M.  Axer  remplace  par  un  raisonnement 

direct  très  simple. 

Stamni  {E.).  —  Contribution  à   la  théorie  des  relations  et  des 
opérations.  (En  allemand,  p.  /\o.-^,\.) 

Soit  B  un  domaine  d'éléments  quelconques;  étant  donnée  une  opération  O. 
qui,  à  deux  éléments  de  B,  fait  correspondre  un  élément  de  B  et  un  seul,  on 
peut  définir  une  relation  R  entre  deux  éléments  en  écrivant  aKb  {a  est  en 
relation  avec  b)  toutes  les  fois  où  a  est  le  résultat  d'opérations  0  effectuées 
sur  6  et  un  a:  quelconque  de  B.  L'auteur  cherche  à  déduire  les  propriétés 
de  R  de  celles  de  O.  Il  fait  ensuite  des  hypothèses  particulières  sur  O,  en  la 
supposant  commutalive,  ou  associative,  etc.,  et  montre  qu'à  ces  propriétés 
correspondent  la  iransivité,  la  symétrie,  etc.  de  R.  Comme  exemple,  on  prend 
la  multiplication  pour  O.  l'ensemble  des  nombres  entiers  pour  B.  alors  R  est 
la  divisibilité. 

L'auteur  donne  aussi  l'énoncé  précis  du  problème  inverse. 

(')  a-une  certaine  constante  qui  ne  dépend  que  du  corps  considéré,  c-cons- 
tante  d'Euler. 
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Hosenblalt  (A.).  —  Piègle  de  Lagrange  dans  le  problème  des  iso- 
périmètres pour  les  intégrales  simples.  (En  polonais,  p.  55-6o.) 

L'auteur  étudie  de  près  les  conditions  nécessaires  dextremum  lié  d'une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables.  Il  les  applique  aux  problèmes  de  calcul  de  varia- 
tions, au  cas  des  champs  singuliers.  Il  donne  ensuite  un  exemple  où  la  règle 
de  Lagrange  tombe  en  défaut. 

Les  résultats  essentiels  de  cette  élude  ont  paru  aussi  dans  Mathematische 
Annalen  (t.  LXVIII). 

Miller  [A.  G.).  —  Sur  les  groupes  engendrés  par  deux  groupes 
conjugués.  (En  anglais,  p.  61-64.) 

L'auteur  reprend  les  résultats  de  M.  E.  Maillet  (Grand  Prix  de  1896.  Mémoires 
présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences,  1902),  en  les  précisant 
un  peu  et  en  donnant  des  démonstrations  plus  simples. 

Axer  {A.).    —   Une  contribution  à  l'étude  des  fonctions  de  la 
théorie  des  nombres  u.{ii)  et  )^(/^)  (').  (En  allemand,  p.  ôô-gS.) 
Les  théorèmes 
(I)  ii 


(II) 
(III) 

(IV) 


sont  des  conséquences  du  théorème  fondamental  sur  la  distribution  des  nombres 
premiers 

(!)  lim   ^1^  ^. 


log^ 


[-(a7)-ie  nombre  des  nombres  premiers  <.x\.  La  Communication  prcsenle 
établit  l'équivalence  entre  (I)  et  (II),  (III)  et  (IV)  ;  on  peut  déduire  non  seu- 
lement I  de  [I  et  III  de  IV,  mais  inversement  II  découle  de  I  et  IV  de  III  sans 
nouvelle  intervention  de  (i). 

(')  Soit  oj  («)  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  n,  les  facteurs  multiples 
étant  comptés  plusieurs  fois;  par  définition  ).(i)  =  i,  >,(«)  =  ( — 1)"'("), 
|j.(i)  — I,  [j.  (n)  =  o,  si  n  est  divisible  par  un  nombre  carré;  \x{n)  —  { — i)"l"), 
si  n  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  différents. 
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Les  deux   premières  déductions  sont  bien  connues;  les  deux  dernières  s'apè- 
rent  par  le  théorème  suivant  : 

Si,  quel  que  soit  ^.  —  \^  l/C''  )  I  ^*t  borné,  et  si 


y./^n) 


lim 


lim  -L  y 

n  =  l 


r/  X 

VT, 


VT, 


fin) 


Le  théorème  est  démontré  d'abord  pour  r  entier,  ensuite  pour  /•  quelconque, 
|)our  déduire  II  de  I.  il  suffit  de  prendre  7=1  et  tenir  compte  de 


i:(f  )''<") 


Tout  ce  qui  précède  s'étend  à  un  corps  algébrique  (|uelconque  de  degré  A. 


Landau  {E .).  —  Sur  la  portée  de  quelqties  théorèmes  nouveaux 
de  MM.  Hardy  et  Axer  relatifs  aux  valeurs  limites.  (En  alle- 
mand, p.  97-177.) 

Quelques  théorèmes  généraux  sur  les  valeurs  limites  permettent  de  relier  par 
des  raisonnements  élémentaires  certaines  propositions  importantes  de  la  théorie 
des  nombres.  En  particulier,  ils  permettent  d'établir  l'équivalence  de  deux 
théorèmes  de  MM.  Hadamard  et  de  la  Vallée-Poussin 


(0 


(2) 


JL"Ll^îIl  iog/.-.^|=o. 


2^'-'- 


p^.v 


K. 


(/(-nombre  premier,  E-une  certaine  constante  numérique). 

On  sait  déduire  (1)  de  (2)  par  des  moyens  simples  (transformation  d'Abel 
M.  de  la  Vallée-Poussin  a  déduit  (i)  de  la  proposition 


(3) 


l.m  ji 

.1'=  00    \  *27 


L  /'=• 


'og/^ 


—  y.  'o?y'  —  ^ \o^x  —  ( E 


l)X 


et  M.  Hadamard  de  la  proposition 

(4) 


hm  /  ^  V  l"g/>  log^  \  =  I. 
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ces  passages  de  (3)  à  (i)  et  de  (4)  à  (i)  sont  équivalents  on  substance  à  deux 
théorèmes  généraux  sur  les  valeurs  limites.  Sur  les  raisonnements  de  M.  de  la 
Vallée-Poussin  on  peut  fonder  le  théorème  de  M.  Hardy;  sur  ceux  de  M.  Hada- 
mard,  celui  de  M.  Landau.  L'énoncé  primitif  de  M.  Hardy  est  le  suivant  : 
Les  «„(/*  =  I,  2,  ...)  étant  des  quantités  réelles,  formant  une  suite  sommaMc 

d'ordre  r,  la  série  \    «„  est  convergente^  pourvu  que  |  na^  \  soit  borné. 
«=t 

Dans  cette  Communication,  l'auteur  étend  notablement  l'énoncé  précédent,  en 
y  remplaçant  la  condition  sominable  d'ordre  i  par  sommable  d'un  ordre  fini 
quelconque  (d'après  Cesaro),  et  la  condition  |  «a,,  \  borné  par  na„'>  —  c  (en 
désignant  par  c  une  constante  quelconque). 

Pour  démontrer  ce  théorème  l'auteur  se  sert  du  lemme  suivant  : 


Si  R(n)  croit  avec  n  et  si 


lim 

m  =  o 


alcrs 

lira  — 

existe  et  égale  g. 

Ce  lemme  ressemble  beaucoup  au  théorème  de  M.  Landau  (J/andbuch)  :  si 

lim/i^^., 

si  /' (x)  existe   partout  et  si   x /'  [x)  augmente  avec  x,    lim  f'{x)   existe  et 

est  égale  à  i. 

Dans  cet  énoncé  on   peut,  en  des  points  isolés,  remplacer/  (x)  par  la  déri- 
vée à  droite 

,^^/(.-^/0-/(^). 

Les   deux   propositions   précédentes    peuvent   être   embrassées    dans   un    seul 
énoncé  : 

Si  xF{x)  croit  avec  a;  et  si 

lim  —    /       V (a)  du  =  g, 

,t  —  oo  X  ^ j 

alors  )im  F  (x)  existe  et  est  égale  à  g. 

On  peut  généraliser  ce  lliéorèmc  en  remplaçant—    /       V  {u)  du  par 

L  r^  r^...r^\na^^)dx^ 

et,  si  r  =  I,  la  condition  x¥ [x)  croit  avec  x^  par  9(0;)  V {x)  croit  avec  x,  o{x) 
étant  une  fonction  (juelconque  parmi  celles  qui  remplissent  la  condition 

^{X->rlx) 
lim   lim  sup ; r =  i  . 
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Par  son  origine   même,  le  théorème   de   M.  Hardy  donne  un  passage  simple 
de  (3)  à  (i)  :  il  suffit  de  prendre  a„=  — ~ >  si  ii  est  un  nombre  premier 

et  a„= dans  les  autres  cas. 

n 

Encore  plus  simplement  on  passe  de  (jj  à  (i)  par  le  théorème  de  M.  Landau; 

il  suffit  de  tenir  compte  de  la  formule 

^iogy.iog^  =  r  (^^^iogjAdu, 

Ce  passage  peut  être  opéré  aussi  par  le  théorème  de  M.  Hardy  :  on  prendra 

a„  =:  c  (  /i  )  —  £  (  «  —  I  ) 

ou 


et  l'on  transformera  en  tenant  compte  de  ce  que  t  (a;)  est  borné. 

Le  passage  de  (i)  à  (2)  est  fourni  par  le  théorème  de  M.  Axer  (la  démons- 
tration de  M.  Axer  paraît  dans  le  même  Volume  des  Prace  matematyczno- 
fizyczne  que  celle  de  M.  Landau)  : 

f{r)  étant  une  fonction  de  la  théorie  des  nombres,  ou  de  la  théorie  des 
idéaux  d'un  corps  algébrique  quelconque  de  degré  K,  telle  que 


et  que 


soit  borné  quel  que  soit  x,  r  étant  un  nombre  réel  quelconque  >  o,  on  a 

'il"    ^  /(/•)p,(:r,  N;-)  =  o, 
[par  définition 

où  a  est  une  certaine  constante  qui  ne  lièpend  que  du  corps  considéré  et  égale  i 
pour  le  corps  des  nombres  rationnels  V-.(x)  —  le  nomi)re  des  idéaux  du  corps, 
dont  la  norme  ne  dépasse  pas  a;  pour  le  corps  des  nombres  rationnels  E(a:)  =  \x\ 
(le  plus  grand  entier  "^x)]. 

Pour  opérer  le  passage  de  (1)  à  (2),  il  suffit  d'appliquer  le  cas  le  plus  simple 
du  théorème  :  celui,  évidemment,  du  corps  des  nombres  rationnels  et  de  ;•  =  i- 
On  prend  y  (n)  =  logp  —  i  si  n  est  une  puissance  exacte  d'un  nombre  pre- 
mier p,  f  {n)  z=  —  \  dans  les  autres  cas. 

Le  tiiéorèmc   de  M.   Axer  est  susceplibli:  de  beaucoup  d'aulrcs   applications 
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importantes   et,    en   particulier,    pour    établir  l'équivalence    de   rasserlion   que 

—  V  (A  (ra)  pour  a:  =  OC  converge  vers  o  et  de  l'anirniation  que    >    — — -converge. 

"=1  n=I 

Cette  proposition  et  sa  correspondante  dans  la  théorie  des  idéaux  ont  été 
démoatrées  pour  la  première  fois  par  M.  Axer  lui-même,  dans  le  Mémoire  men- 
tionné plus  haut. 

Dans  ces  questions   il    est   utile   d'appliquer   le   corollaire    du    théorème    de 
M.  Axer  : 

Quand  oa  a  deux  classes  distinctes  de  nombres  :  les  n,,  et  les  n,,  et  si,  p,(a;) 
et  p2('^)  désignant  respectivement  les  nombres  des  n^  et  des  n^%,x^  on  a 


lim 


?^x) 


alors 


=  »  ?i{x) 


lim 


existe  pourvu  qu'il  existe 


I 


=  ^\x       ^      \nj       Zd      \nj 


et  ces  deux  limites  sont  égales. 

Pour  la  preuve  de  l'équivalence  de  deux  propositions  mentionnées  sur  la  fonc- 
tion \L  et  surtout  pour  son  extension  dans  la  théorie  des  idéaux  d'un  corps 
algébrique  quelconque,  on  peut  se  servir  d'un  théorème  de  M.  Riesz,  qui  a  un 
caractère  moins  élémentaire  que  les  propositions  de  MM.  Axer,  Hardy  et  Landau. 

Ce  théorème  se  rattache  au  résultat  suivant,  dû  à  M.  Fatou  :  si  lim  a„=  o  et 

n  =00 

ao  00 

si  la  fonction    y,  f',,-^"  est  régulière  pour  x  =i,    X,  '^«  converge  et  n'est  que 

11  =  0  «  =  0 

son  extension  pour  les  séries  de  Lejeune-Dirichlet. 
Si 

lim   — ! = =  o 


et  si  la  fonction 


/<')=2^ 


est  régulière  pour  .s  =  i.  la  série    »    — ^  converge. 

Comme    application    simple    de   ce    théorème,  on    peut    indiquer    encore    lu 
preuve  de  convergence  de  la  série 

•  > 

(■/  était  un  caractère  inodulo  /.'  dillércnt  du   caractère  principal),  qui  résulte 
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des  identités 


[F  (s),  série  de  Lejeune-Diiiclilet  convergente   pour  R(s)>^]  et  de  ce  que 

y  ^iliil  ^  o. 


n=  1 


Pour  compléter  celte  énuméralion  de  théorèmes  sur  les  valeurs  limites,  l'au- 
teur l'appelle  que  les  théorèmes  (i)  et 


(5)  lim 


x-=  1 


[^i.  (»)]=», 


ainsi  que  leurs  généralisations  pour  les  corps  algébriques  quelconques,  ont  été 
déduits,  par  lui,  de  son  théorème  ainsi  conçu  {Handbuch)  : 
Si  la  fonction 


/(s)  =2^^         (^•  =  ^  +  <i) 


définie  par    une  série  de  Dirichlet  convergente  pour  j>i  et  à  coefficients  ^o 
est  régulière   pour  j'=:i,  sauf  peut-être  le  point  s=i  et,  si/(5) — est 

régulier  même  dans  ce  point  (pour  g  convenable).  Si,  de  plus,  pour  î^  conve- 

^        f  (s)  .,        ,  , 

nable  et  7^l,  - — : —  est  uniformément  borne,  on  a 

l.-n    Uya„ 
\      n  —  \ 

Dans  la  présente  Communication,  en  profitant  d'une  remarque  de  M.  Weyl, 
l'auteur  généralise  son  théorème;  il  arrive  à  \  remplacer  la  condition  do  régu- 

larilé  de /(s) —  par  l'existence  de 

lim    |/(  =r  +  fi) ^ — -.  I 

<iz=i  L  a~i-\-ti\ 

atteinte  uniformément  dans  tout  intervalle  fini  pour  t. 

Arclowski  (//.).  —  La  dynamique  des  anomalies  climatiques.  (En 
français,  17(^-1 96.) 

Mémoire  de  Météorologie. 

Sierpinski  {W.).  —  Remarque  relative  à  mon  arliclr  sur  les 
développements  systématiques  de  nombres  en  produits  infinis. 
(En  polonais,  j).  iy;-i9^-) 
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Dans  son  Mémoire  publié  dans  les  Prace  mat.-fiz.  (t.  XX,  p.  2i5-234),  l'auleur 
présentait  quelques  résultats,  comme  des  propositions  publiées  pour  la  première 
fois.  Dans  la  Note  présente,  il  rectifie  son  assertion  en  ce  que  les  questions 
analogues  ont  été  traitées  par  M.  G.  Cantor  en  1869  et  par  M.  Gcgenbauer  en 
1892,  du  reste  par  des  méthodes  toutes  différentes. 

A.  Rajcuman  et  H.  Lauer. 


ATTI  DELLA  R.  AGGADEMIA  DEI  LINGEI. 

5'  série,  Rendiconti. 

Tome  VII;  année  1898,  i^'  semestre  (i). 

Tacchiiii  [P.).  —  [U]  Sur  les  taches,  facules  et  protubérances 
solaires  observées  à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain 
pendant  le  4*"  trimestre  de  189'^  (3-4)- 

Berzolari  (L.).  —  [Q  2  réf.  0  5/]  Encore  sur  l'extension  des 
théorèmes  d  Euler  et  de  Meusnier  aux  hjperespaces  (4-6). 

Voir  la  Note  du  Tome  VI,  2'  semestre,  p.  283.  Ici,  l'auteur  fait  une  nouvelle 
extension  qui  consiste  à  considérer  la  courbure  des  sections  faites  dans  une 
variété  de  S„  par  des  espaces  linéaires  quelconques,  au  lieu  de  celles  faites  par 
des  hyperplans  comme  dans  la  Note  précédente. 

Banal  (/?.)•  —  [G  ^d  veC.  Q2]  Sur  les  espaces  à  courbure 
constante  (7-1 5). 

Suite  du  travail  inséré  au  Tome  ^'I,  2^  semestre,  p.  357. 
L'espace  de  Ricci,  dont  l'élément  linéaire  est 

ds-  =  dx-  -i (  f/fJ-  +  si n-  6  d'/.-  ) , 

c- 

a  la  Courbure  totale  nulle,  et  constantes  et  égales  entre  elles  les  deux  courbures 
principales  différentes  de  zéro.  Il  est  déformable,  et  le  problème  de  déterminer 
toutes  les  variétés  applicables  sur  cet  espace  équivaut  analyliqucment  au 
problème  de  la  déformation  de  la  sphère,  'l'oute  seconde  forme  fondamentale 
d'une  sphère  de  rayon  donné  est  aussi  seconde  forme  fondamentale  de  l'espace 
de  Ricci  de  rayon  égal,  et  réciproquement. 
Les  variétés,  plus  générales,  dont  rèJénient  linéaire  a  la  forme 

ds-=  dx--+-  k'\  ji^((^6--t-  s  in- 6  dy-), 

(')  Voir  Bull,  des  Sciences  math.,  t.  WXVII,,  p.  16. 
Bull,  des  Sciences  mathé/n.,  2°  série,  t.  XXXVII.  (Avril  1910.)  R.4 
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ont  aussi  la  courbure  totale  nulle  et  en  tous  points,  égales  entre  elles  les  deux 
courbures  différentes  de  zéro.  Elles  sont  déformables,  et  le  problème  de  Saur 
déformation  coïncide  avec  le  problème  de  la  déformation  de  la  sphère. 

BortolottL  {E .).  —  [J  4^  réf.  Hi  i]  Sur  le  théorème  de  inultipli- 
catioii  des  opérations  fonctionnelles  distribiitives  à  détermination 
unique  (16-21). 

La  règle  de  multiplication  pour  Topération  A,  exprimée  en  général  par 
p  r  p  n 

r  =  0    5  =  0     71  =  0     m  =  0 

en  posant  A(i)  =  ;  et  en  introduisant  successivement  les  hypothèses 

A(t?.^)    =A{s}.'^), 
A  (;«  9)  —  m  k(-s  ), 
se  réduit  à  la  forme 

(,)    A  (9.;)=  1^9  -  i'^^''^]  ['^-7'^^'^^] 

X|ao-Ha,,o(?  +  '^)  +  =<n[A(?)  +  A(.;)]-4-a,_,9.;+...!  +  ÎA(=?)A('';), 

et,  dans  le  cas  où 

A(i)  =^  =  0, 
à  la  forme 

(2)     A(9';)  =  9A(^)  +  vA(?)+A(9)A(^) 

X  !  aî;l+a;;|(i?-f-^)-i-fl;;;[A(»)-(-A(^)]  +  a5;^  94- +  ...!. 

Dans    lune    ou    l'autre  de   ces  deux  formes  rentrent  les  multiplications  des 
opérations  connues;  par  exemple,  dans  la  forme  (2),  rentre  la  règle 

A(9.>)=^?A(.;)+'M('-P)  +  A(?)A(<;;) 

appartenant  à  la  diflTérentialion  (inie 

\o{x)  —  9  ( a;  H-  I )  —  -çlx). 

Durgatli  (P-)-  —  [H'jC^  Sur  la  transformation  des  équations 
difïércnticUes  du  deuxième  ordre  à  deu\  varial)les  indépendantes 

(21-27). 

Supposons  qu'une  c(|ualion  donnée 

f{^,  y,  :■,  p,  q,  '••  •'»■.  0  =  0 

soit  transformée  par  une  lonvenalilc  tiansformation  de  contact  en   une  autre 
(0  T>(a:,  y,  i>,  r,  n,  t)  =  0, 
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où  ne  figure  plus  le  couple  z,  q.  La  dérivation  donne 

d-o        do  dp        r)--s  iPp        d-z>     rPp  dv  ô'^  p  _ 

f)x       dp  i)x        âr  (}x-        Os   dx  dy       ât  dy-  ' 

et,  en  éliminant  t  entre  (i)  et  (2),  on  a 

(3)  A-r-^+2B^ — i—  +  C— -V -4- N  =  o. 

ox-  ax  Oy  dy 

Si  l'on  connaît  l'intégrale  z  de  (i),  celle  de  (3)  est 


P  = 


dx' 


réciproquement,  en  connaissant  l'intégrale /j  de  (3).  on  lire  t  de  (i)  et  l'on  a 

et  ensuite  on  trouve  z  par  des  quadratures. 

Cette  méthode  est  appliquée  par  l'auteur  à  des  équations  particulières  remar- 
quables. Par  exemple,  pour  l'équation 

2  +  9(r,  5)  =  (), 
la  dérivation  par  rapport  à  x  donne,  en  posant /?  =  :;'.  Téquation 

do    ,        do     , 
dq  dp 

dont  les  caractéristiques  sont  définies  par  les  deux  systèfies 

--^  dx  —  -— ^  dy  —  o, 
\  dq  dp     -^ 

(a)  I      .^     ^'-P  /  ' 

'     ;:  dx  +  -T-h  dp  =  o, 
dp 

dz'  —  p'  dx  —  q'  dy  =  o  ; 
I  dy  =:  o, 

(o)  •-   z   dx  H — -=-;  dq  -+-  — -^  dp   =  o, 

^  '  j         dq       *         dp     '  ' 

'      dz'  —  p  dx  —  q  dy  =  o. 

Le  système  (6)  admet  l'intégrale  _x  =  const,  quel  que  soit  o;  le  système  (a) 
n'en  a  pas  en  général.  En  éliminant  dx  et  dy  entre  les  équations  (a),  on  a 


z  dz  -^  \p  — =-7  —  q  — -  )  dp  =  o  ; 

V     dp         ^   dq  !    ^  ' 

on  peut  intégrer  lorsque 
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cette  condition  entraîne 

et,  par  conséquent,  les  équations 

peuvent  se  transformer  en  d'autres  ayant  deux  intégrales  premières  avec   une 
constante  arbitraire  et  appartenant  à  des  caractéristiques  différentes. 
En  appliquant  la  même  méthode  à  l'équation 

s  -{-  ap  -^  bq  +  cz  =  o, 

on  retrouve  les  transformations  de  Laplace  et  de  Lewj'. 
Pour  l'équation 

ar  -h  -2  bs  -h  et  -h  Ip  -h  ma  -+-  nz  =  o, 

où  6^ — ac  ^  o,  qui,  par  une  transformation  du  groupe 

I  =  ar,         Ti=T,(x,  y),        Zi=z\{x,  y)z, 
se  réduit  à 

ai/-,  +  2Z*,5,-+- /,/j.  H- ni^.,  =  o, 

la  même  métiiode  conduit  à  la  transformation  de  Laplace,  généralisée  par 
Legendre.  Si,  de  la  même  équation,  on  connaît  deux  solutions  particulières, 
une  transformation  de  la  fonction  et  de  la  variable,  suivie  de  l'application  de 
la  même  méthode  n  fois  de  suite,  conduit  à  une  équation  de  même  forme, 
ayant  pour  intégrale  une  expression  linéaire  par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n,  qui  s'annule  pour  2n  solutions  particulières  de  l'équation 
primitive.  On  retrouve  ainsi  les  transformées  étudiées  par  Darboux,  Liouville 
et  Nicoletti. 

Enlin  l'auteur  indique  une  transformée  intégrale,  (jui  est  une  généralisation 
de  celle  d'Imtscliencsky. 

Boidiga  {G.).   —    1^2']    Sur  la  classificalioii  des  congriiences 
(28-3i). 

Pour  les  congruences  de  l'espace  ordinaire,  cette  classilicalion  au  moyen  de 
Vordre,  de  la  classe  et  du  rang  a  été  faite  par  Schumacher  {Math.  Ann., 
t.  X.XXVII,  p.  100 ),  par  une  méthode  fondée  sur  la  représentation  de  l'cspaïc 
réglé  sur  un  espace  linéaire  de  quatre  dimensions.  L'auteur  obtient  les  mêmes 
résultats  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  courbes  algébriques. 

DoilolotlL  {E .).  —    [B  i  c  réf.  II 1  i]    Sur  la  généralisation  de  la 
propriété  du  détetininant  wronskien  (45-5o). 

Si  l'on  iiitlique  par  A''"i(a)  le  résultat  de  l'iqiplication  successive  r  fois  répétée 
de  rop(''ral  ion  distributivc    \.   la  i  nmlil  ion  que  le  (hicrnii  liant 

[AW(.^,)|         {r,s^i>,  .,  . ..,«-.) 
soit  nul  est  nécessaire  et  suffisanle   i>our  (|iie,   entn;  les  fondions  analytiques 
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'-Po'  ?p  •••»  ?„-i)  ayant  un  champ  commun  de  convergence,  il  y  ait  une  relation 
linéaire  homogène 


dont  les  coefficients  sont  constants  par  rapport  à  l'opération  A. 

Tacc/iini  (P.).  —  [U]  Sur  la  distrihtilion  en  latilude  des  phéno- 
mènes solaires  observés  à  l'Observatoire  roval  du  Collèee 
Romain  pendant  le  quatrième  trimestre  de   1897  (59-60). 

Bagneî'ci  (G.).  —  [J4«]  Sur  les  diviseurs  norznaux  d'indice 
premier  d'un  groupe  fini  (63-6^). 

Lorsqu'un  groupe  G  a  /•  diviseurs  normaux  d'indice  premier/»,  Gj,  ...,  G, 
le  sous-groupe  commun  à  ces  /■  groupes  a  en  G  un  indice  qui  est  un  diviseur 
de^"",  c'est-à-dire  qui  est /j"^  avec  i  =  'K=r.  Les  diviseurs  Gp  ...,  G,  sont  appelés 
indépendants  s'il  est  "K  =  r.    T  étant  le   sous-groupe  commun  à   G,   ...,  G^, 

supposés  indépendants  et  d'indice/?,   le  groupe  —  >  complémentaire  de  T  en  G, 

qui  est  du  degré /j"",  a  tous  les  éléments  du  degré  p.   Ce  groupe  „  est  abélien. 

Tout  diviseur  normal  de  G  d'indice />  contient  T,   et  le  groupe  complémentaire 

C 
de  T  dans  ce  diviseur  est  un  sous-groupe  de  —  du  degré  p  —  i  ;   la  recherche  du 

nombre  des  diviseurs  de  G  dépend  de  celle  des  diviseurs  d'un  groupe  abélien 
de  degré  p""  ayant  tous  ses  invariants  égaux  à  p,  et  l'auteur  trouve  que  le 
nombre  chei'ché  est 


Enfin,  ii  applique  le»  résultats  obtenus  à  la  composition  d'un  groupe  P,  dont 
le  degré  est  /?',  p  étant  premier.  11  est  possible  de  construire  une  série  de 
composition  de  P, 

"1        "11        '  2î         •  •  •)        "t— 1) 

telle  que  tout  groupe  de  la  série  soit  diviseur  normal  de  tous    les   précédents 
{série  canonique  de  composition). 

Veronese  (G.).   —  [J-^]  Segments  et  nombres  transfinis  ('^9-8"). 

Réponse  aux  observations  de  M.  Schœnilicss  (t.  VI  de  ces  Rcndiconli, 
2«  sem.,  p.  362  ). 

Levi-Civila  {T.).    —    [J-*]    Sur   les   nombres   transfinis   (91-96, 

Il3-I2l). 

Construction  d'un  système  de  nombres  finis,  infiniment  petits  et  infinis,  pour 
lequel  les  lois  ordinaires  de  l'arithmétique  conservent  leur  validité.   Dans  un 
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travail  inséré  dans  les  Alii  delC  Istiluto  Veneto,  iSgS,  l'auteur  avait  construit 
un  tel  système,  qui  toutefois  ne  contenait  pas  tout  le  système  de  M.  Veronese. 
Ce  dernier  système  peut  se  faire  rentrer  dans  celui  qu'il  construit  dans  ces  Notes. 

Lei^i  (B.).  —  [M,  I  brei.  P4]  ^w  ^a  transformation  d'une  courbe 

algébrique  en  une  autre  dépourvue  de  points  multiples  (i  i  i-i  i3). 

Manière  d'arriver  au  résultat  par  des  transformations  birationnelies  de  l'espace. 

Medolaglii  {P.).  —   [ J  4/]  Sur  la  forme  des  invariants  différen- 
tiaux  (145-149)- 

Dans  les  Annali  di  Matematica,  1897,  l'^'uteur  a  démontré  que  les  équations 
définissant  les  transformations  linies  d'un  groupe  continu  ont  la  forme 

Les  rrij,  ...,  ra,„  sont  les  /onctions  caractéristiques  du  groupe.  Les  équations 
I)t(-n  •••>  -,„;  «m  ■■■)-  zt        (A-  =  I,  ...,  m), 

obtenues  en  changeant  la  signification  des  quantités  qui  y  sont  renfermées  sont 
les  équations  finies  d'un  groupe  dont  la  composition  y,„  ne  dépend  que  du 
nombre  n  des  variables  et  de  l'ordre  s  des  équations  de  définition.  Dans  cette 
Note,  l'auteur  démontre  que,  dans  les  invariants  dilTérentiaux  d'un  groupe 
continu,  les  variables  dépendantes  et  indépendantes  entrent  seulement  dans  les 
fonctions  caractéristiques.  En  changeant  ces  fonctions,  on  passe  aux  invariants 
difl'érentiaux  de  tous  les  groupes  semblables.  En  considérant  comme  arguments 
les  dérivées  et  les  fonctions  caractéristiques,  on  obtient  les  invariants  dilTéren- 
tiaux (d'ordre  zéro)  de  groupes  intransitifs  avec  la  composition  y,„. 

Pinclierle  {S.).    —   [Hi']   Sur    une    extension  de   la   notion  de 
divisibilité  par  un  polynôme  (i85-i83). 

Soit  A  une  opération  définie  par  les  relations 

k{x")  =■  X" {i-{-  «„^i^  +. . .+  a„  a_xxr-^  -+-  XI') 
où 

lim  a„  ;=  «,  ; 
«  =  o     ' 

si  Ç  est  le  plus  grand  module  des  racines  de 

1  H-«,y+...+  a^_,r''   '+/''  =  o, 

et  si  l'on  appelle  S  l'ensemble  des  séries  de  puissances  de  x  convergentes  dans  un 
cercle  de  rayon  >■  Ç,  l'opération  A~'  appliquée  aux  séries  S  produit  des  fonc- 
tions ayant  en  général  des  singularités  dans  le  cercle.  Elle  produit  des  fonctions 
qui  n'ont  pas  de  singularités  dans  le  cercle  lorsque,  pour  la  série  ïlg^^x"  à 
laquelle  l'optiralion  est  appliquée,  on  a 
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C(ra)  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  aux  difTérences 

C(/i)+«„iC(/i+i)-t-...-l-  «,,,,,.-1  C{n  -hp  —  i)  -\-C{n-hp)  =  o. 

Lorsque  a„  ,  est  (=  fl,)  indépendant  de  /!,   cette  condition   coïncide  avec  la 

divisibilité  par 

i-h  a^x  +.. .+  a     ^x^-^-t  XI'. 

En  supposant  que  les  ct,,  ;  soient  des  fonctions  rationnelles  de  n,  on  a  des 
propriétés  relatives  aux  équations  diiïérenlielles  linéaires. 

Vivanti  (G.).  —  ['^  '  ^1  Stir  le  délerminant  wronskien  (194-197)- 

Autre  démonstration  du  théorème  démontré  par  M.  Peano  dans  le  Tome  VI, 
1"  semestre,  p.  ffi'i,  faite  sans  avoir  recours  aux  méthodes  de  Grassmann. 

Straneo  (P-)-  —  [T  46- réf.  T  7a]  S  tir  la  clélerinination  simul- 
lanée  des  conductibilités  thermique  et  électrique  des  métaux  à 
différentes  températures  (197-202). 

Pincherle  (S.).  —  [H  126]  Sur  la  résolution  approchée  des 
équations  aux  différences  (280-234). 

Pour  une  équation  aux  différences 

F(œ)  =  ■■s{x-hn)  -h  OL^{x):s{x-h  n —t)  -+-. .  .-h  a,,_^{x)  z>  {x  -h  i)  -+-  a„(.r)-f(j7)  =  o. 

soit  Wp  ...,  w„  un  système  fondamental  d'intégrales.  Les  intégrales  a,.  ...,  jj.,, 
de  l'équation  adjointe 

Fi  (  tp  )  =  x„  { a;  +  rt  )  -f  (  a;  4-  «  )  +  3t„^i  (  X  -H  «  —  I  )  ?  (  a:  +  n  —  1  )  -h . . . 

-I-  a,  (  /j  +  I  )  9  (  n  +  I  )  -+-  ?  (  «  )  =  0 

sont  les  multiplicateurs  pour  lesquels  on  a 

IL,  F  =  AG., 

les  G,,  étant  des  formes  linéaires  aux  différences  de  l'ordre  n  —  i.  Cela  a  été 
démontré  dans  un  travail  de  M.  lîortolotti  (ces  Bendiconti,  t.  \,  i"  semestre, 
p.  349).  On  en  déduit 

G,(w)  =0         pour         «  <  A", 
=  I         pour        i  =  k, 
{i,  fc  —  i,  2,  . . .,  n), 

et  Ton  a  la  formule  d'interpolation 

n  n 

/ = 1       / = 1 

pour  déterminer  la  forme  PC'f  )  <le  l'ordre  n  —  i  qui,  pour  »  =  w,,  devient  =  p,. 
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En  changeant  F  en  son  inverse  F"'  et  en  prenant  P  =  i,  on  obtient 

F-'(r)  =y  ^'A''\^r-?'y 

i  =  1 

d'où,  ayant  posé  h'^{x)  =  'j(j7-i-i),   et  en  observant  que  Ton  a 

A-i  9  =  —  9  —  6-j  —  6-  9  — ...  —  0'  -j  — ... , 
on  obtient 

V  =  0     /'  =  1 

Le  coefficient  de  6' a  dans  ce  développement,  c'est-à-dire 

n 

^^ 

est  invariant  lorsqu'on  remplace  les  u  par  un  autre  système  d'intégrales  fonda- 
mentales de  F,  et  les  a  par  le  système  correspondant  des  multiplicateurs  ;  par 
conséquent,  suivant  un  théorème  de  M.  Appell  (Ann.  de  l'Éc.  Norm.  sup., 
2'  série,  t.  X,  i88i),  les  )v  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par  les  coeffi- 
cients a  et  par  les  6a,  6-a,  ....  Or,  comme  on  démontre  que 

lim     T^r = ) 

v  =  oc6V.        &wi 

Wp  tOj,  ...,  étant  un  système  d'intégrales  pour  lesquelles  les  multiplicateurs 
satisfont  à  certaines  conditions,  on  a,  pour  v  suffisamment  grand,  l'expression 

\ 

que  l'on  peut  calculer;  celle-ci  donne  le  moyen  de  trouver,  par  approximation, 
l'intégrale  w,  par  une  équation  aux  différences  du  premier  ordre. 

Enriques  {F.).   —  [jMa^]  Sur  les  plans  douhlcs  de  genre  linéaire 
/?('^  =  i  (234-240). 

La  courbe  de  diramation  f{x,y)  =  o  est  supposée  ne  pas  contenir  de  parties 
multiples.  Etant  P  le  bigenre,  l'auteur  fait  la  classification  des  plans  doubles 
pour  lesquels 

/?('):=,  et  P>i. 

On  en  a  deux  classes  : 

I.  Plans  doubles  à  courbe  de  diramation  d'ordre  in{n'^  .3),  ayant  un  point 
(2«  —  4)-"I>''^ou  (2«  —  3)-uple. 

IL  Plans  doubles  dont  la  courbe  de  diramation  se  compose  de  /•  courbes 
d'ordre  3s  ayant  neuf  points  5-uples  en  commun  (  faisceau  d'Halphen),  et  éven- 
tuellement (  pour /•  et  s  impairs  et5>i;,  de  la  cubique  passant  par  les  neuf 
points. 

Chaque  classe  comprend  plusieurs  «as  subordonnés. 
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Vwanti  (G.).  —  [Di<^]  Observations  sur  les  maxima  et  les 
minima  des  fonctions  de  deux  variables  (240-241)- 

On  sait  qu'une  fonction  f{x,y)  peut  avoir  en  (a,  6  )  un  minimum  par  rapport 
aux  valeurs  qu'elle  prend  sur  toute  droite  passant  par  ce  point,  sans  y  avoir 
un  vrai  minimum  [par  rapport  à  toutes  les  valeurs  dans  les  points  voisins  de 
(a,  6)].  L'auteur  démontre  que  ce  fait  ne  peut  se  présenter  lorsqu'au  lieu  de 
toutes  les  droites,  on  considère  toutes  les  lignes  passant  par  (a,  b). 

Tacchini  (P.)-  —  [U]  Sur  les  taches,  facules  et  protubérances 
solaires  observées  à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain 
pendant  le  premier  trimestre  de  1898  (201-252). 

Millose^'ich  {E.).  —  [U]  Observations  de  la  nouvelle  comète 
Perrine  (1898,  mars  19)  (202-253). 

Bortolotti  [E .).  —  [H  12]  Les  formes  linéaires  aux  différences, 
équi\aleutes  à  leurs  adjointes  (25^-265). 

Note  faisant  suite  à  celle  du  Tome  V  (1896,  1"  semestre,  p.  349).  Équiva- 
lentes veut  dire  que  ces  formes  admettent  un  même  système  d'intégrales 
fondamentales.  6  étant  le  symbole  d'opération  dont  les  puissances  positives  et 
négatives  entrent  dans  les  formes  considérées,  entre  les  résultats  trouvés  par 
l'auteur,  citons  les  suivants  : 

Si  ^j'j  est  une  intégrale  d'une  forme  linéaire  A(jk)  d'ordre  n,  équivalente  à 
son  inverse  A(r),  6"j)',  en  est  aussi  une  intégrale.  Les  formes  A  (y)  et  6''A(j') 
ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant. 

rn  r2>    •••.  yn 

étant    un  système  fondamental   [commun    aux    formes  A(^')  et    A(j)^)],    tous 
les  déterminants  de  la  matrice 

sont  invariants  pour  Topéraiion  0". 

Voir  aussi  une  autre  Note  dans  le  2'  semestre,  p.  4^. 

Fano  [G.).  —  [J4/]  Sur  cerlains  groupes  continus  imprimilifs 
de  transformations  ponctuelles  de  l'espace  (3o2-3o8j. 

r^our  les  groupes  primitifs  (et  aussi  pour  certains  groupes  imprimilifs),  les 
types  auxquels  ils  peuvent  se  réduire  par  des  transformations  (quelconques)  de 
l'espace  ont  été  déterminés  par  Lie  {Théorie d.  Transf.  Gr.,  t.  U,  cliap.  VII,  VIll). 
L'auteur  et  M.  Enriques  {Annali  di  Mal..  2'  série,  t  \XVI,  1897;  ^Hi  di  Torino, 
1898,  et  Meniorie  di  Torino)  ont  fait  la  classification  des  groupes  de  transfor- 
mations  crémoniennes   dans   l'espace    en  déterminant   les   types  auxquels   ils 
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peuvent  se  réduire  par  des  transformations  aussi  crémoniennes .  Ceux  des 
types  de  Lie  qui  sont  crémoniens  doivent  rentrer  aussi  dans  les  types  de 
groupes  crémoniens  établis  par  l'auteur,  mais  ceux-ci  peuvent  en  comprendre 
d'autres  qu'on  pourrait  réduire  à  des  types  de  Lie  (crémoniens  ou  non  )  par  des 
transformations  non  crémoniennes.  Pour  les  groupes  primitifs,  l'auteur,  dans 
son  Mémoire  publié  dans  les  Meniorie  di  Torino  et  ayant  pour  titre  :  1  gruppi 
di  Jonguiéres  generalizzati,  a  démontré  que  les  types  trouvés  par  Lie  se 
trouvent  aussi  entre  les  types  crémoniens,  et  que  ces  derniers  comprennent  en 
outre  le  groupe  oc^  des  transformations  conformes  changeant  une  sphère  en 
elle-même,  qui,  par  une  transformation  (2,  i),  peut  se  réduire  au  groupe  de 
transformations  projectives  laissant  fixe  une  quadrique. 

Dans  cette  Note,  l'auteur  expose  les  résultats  qu'il  a  obtenus  relativement 
aux  groupes  crémoniens  imprimitifs,  et  met  ces  résultats  en  relation  avec  la 
classification  que  Lie  a  faite  pour  certaines  espèces  de  groupes  imprimilifs. 

Les  cas  considérés  par  Lie  sont  : 

I.  Groupes  transformant  on  lui-même  un  système  ce'  de  surfaces  et  subor- 
donnant un  groupe  primitif  sur  chacune  des  surfaces  du  système; 

II.  Groupes  transformant  en  elle-même  une  congruence  de  lignes  et  opérant 
sur  elle  primitivement. 

Pour  le  cas  I,  tous  les  types  de  Lie,  au  nombre  de  douze,  exception  faite 
pour  deux,  coïncident  avec  l'un  ou  l'autre  des  deux  types  suivants  de  transfor- 
mations crémoniennes  trouvés  par  l'auteur,  ou  avec  un  de  leurs  sous-groupes  : 

1.  Groupe  qo"  des  transformations  quadratiques  transformant  en  lui-même  le 
système  linéaire  cc^  des  quadriqucs  passant  par  une  droite  fixe  et  par  un  point 
fixe. 

2.  Groupe  oc-"+^  des  transformations  de  l'ordre  n{^i)  changeant  en  lui- 
même  le  système  linéaire  oc"+-  des  cônes  d'ordre  n  ayant  une  génératrice 
(n  —  i)-uple  et,  suivant  celle-ci,  les  mêmes  n  —  i  plans  tangents. 

Pour  le  cas  IL  les  types  de  Lie  (au  nombre  de  ai)  coïncident  avec  l'un  ou 
l'autre  des  types  crémoniens  trouvés  par  l'auteur,  ou  avec  un  de  leurs  sous- 
groupes.  Ce  sont  : 

1.  Le  premier  de  ceux  du  cas  précédent: 

2.  Groupe  00"  des  transformations  cubiques  changeant  en  lui-même  le 
système  00'  de  degré  6  des  surfaces  du  3"  ordre  passant  par  une  cubique  gauche 
et  aN'ant  un  même  point  double  sur  cette  courbe; 

3.  Groupe  de  dimension —  —9  des  transformations  d'oidrc  n, 

'  n  4- 1  )  I  n  -f-  2  ) 


changeant  en  lui-uiême  le  système  linéaire  v.  2  des  surfaces  d'ordre  // 

ayant  un  même  point  (n  —  i)-uple  et  un  même  cône  tangent   d'ordre  «  —  i    en 
ce  point. 

Fano  (G.).   —    [M./]     ^^^^    li-ansforma lions  infinitésimales   des 
groupes  typiques  eréinoniens  de  l'espace  (33?.-.^c)). 

Ces  groupes  typiques,  comme  l'ont  démontré  l'auteur  et  M.   Knriques  (Ann. 
di  Mat.,  «897),  sont  les  suivants  : 

1.  Groupes  projectifs; 

2.  Groupes  de  transformations  conformes; 
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3.  Groupes  de  Jonquiéres  généralisés,  transformant  en  lui-iiicme  un  faisceau 
de  plan  ou  une  étoile  de  droites; 

4.  Deux  certains  groupes  ce'  simples,  transitifs,  composés  de  transformations 
du  3°  et  du  7'  ordre  respectivement. 

Ici,  l'auteur  trouve  les  symboles  des  transformations  inlinilésimales  corres- 
pondantes à  tous  ces  cas;  en  tout  16  groupes,  un  pour  le  premier  cas.  un  pour 
le  deuxième,  douze  pour  le  troisième  et  deux  pour  le  quatrième. 

Baguera  {G.).   —    [J  4]  t-n  théorème  relatif  aux  invariants  des 
substitutions  diin  groujîe  kleinien  (34o-346). 

Un  invariant  d'ordre  /•  >  2  est  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les 
coefflcients  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  des  invariants  fondamentaux 
du  premier  et  du  deuxième  ordre,  et  qui  est  résoluble  par  racines  carrées. 

Straneo  (P-)-    —   [T4c]    Sur  la    température  d'un  conducteur 
linéaire  bimétallique.  Note  I  (346-353). 

La  .Note  II  est  dans  le  2°  semestre,  p.  206. 

Del  Lungo  (C).  —    [T4«]    Sur  la  densité  des  licjuides  et  des 
vapeurs  saturés,  comme  fonction  de  la  température  (353-358). 

S.   RlNDI. 


RENDICO^TI  DEL  CIRGOLO  MATEMATICO   DI  P.ALERMO. 

Palermo,  tip.  Amenta,  in-8  gr.  ('). 
Tome  IV,   1890. 

Maisano  (G.).  —  [B  ^d]  Sur  la  liessienne  de  la  sextique  binaire 
et  sur  le  discriminant  de  la  forme  du  huitième  ordre.  Noie  11"^ 
(,-8). 

Faisant  suite  à  la  Note  du  Tome  III  (18X9),  page  53. 

Relations  entre  les  invariants  d'une  forme  du  huitième  ordre   èi   un   élément 
triple  et  discriminant  de  la  forme  générale  du  huitième  ordre. 

Vàanti  (G.).  —  [H  2]  Sur  les  équations  algébriques  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  (9-24),  Noie  11"  (ic)--2i()). 

Afin  qu'une  équation 

/.(>.,=)(S)%/.(.^,=)(gr+.. .+/.,("■,=)=» 

(')  Voir  Bull,  des  Sciences  math.,  t.  XI.X.,  p.  i4o. 
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ait  une  inté£;rale  de  la  forme 

iv=F[I(.-)], 

r  étant  une  fonction  algébrique  et  I  une  intégrale  abélienne  transcendante,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  : 

a.  Que  ses  racines  soient  les  quotients  des  racines  d'une  équation  d'un  certain 
degré  a,  diviseur  de  m,  et  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  z,  par  les 

racines  d'une  autre  équation   du  degré  —  dont  les   coefficients  ne  dépendent 

que  de  w. 

b .  Que  les  racines  de  cette  dernière  équation  soient  les  dérivées  de  fonctions 
algébriques  de  (v. 

Une  équation  algébrique  différentielle  du  premier  ordre  ne  peut  avoir  aucune 
intégrale  de  la  forme  F(t'jt'2),  F  étant  une  fonction  algébrique  et  v»,,  v^  deux 
intégrales  abéliennes  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  telles  qu'il  n'y 
ait  entre  elles  aucune  relation  de  la  forme  *(t'i,  v«)  =  o,  «t»  étant  une  fonction 
rationnelle  entière. 

Autres  questions  relatives  à  la  forme  des  intégrales. 

Dans  la  i\ole  II'  l'auteur  recherche  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  intégrale  d'une  équation  algébrico-difTérenlielle  du  premier  ordre 

puisse  s'exprimer  algébriquement  par  les  intégrales  de  deux  équations  algé- 
brico-différentielles  linéaires  du  premier  ordre.  Cette  condition  est  qu'il  existe 
une  transformation  algébrique  de  la  variable  indépendante 

(T'  =  *  (  W  ) 
transformant  l'équation  donnée  en  une  équation  linéaire 

g  =M(x;)W-l-N(^). 

Lorsque  N  (  :;  )  =  o  identiquement,  il  y  a  un  nombre  infini  d'intégrales  de  la 
forme 

(.)  -..(f). 

m  étant  rationnel.  Autrement,  il  y  a  un  nombre  infini  d'intégrales  des  deux 
formes 

(o)  <\>{x'"+ ky), 


(3)  <I'(^^"'+^- 

où  A-  est  une  composante.  Les  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  .r  et  y 
sont  respectivement  pour  les  trois  cas 

(I)  È  =  P^'  ^  =  (/HP-i-M)r, 

^    '  dz         m  dz  -^        l< 

(3)  -r-  —  —  ^\x,        -j---^-r^x-\ Mr. 

dz        m  dz        />■  m 


KKVUIÎ   DlilS  PU  H  Ll  CATIONS.  6i 

Alagna  (/•*•)•  —    [B  \  c/]   Condilions  pour  qu'une  forme  du   liui- 
tième  ordre  ait  quatre  points  doubles  (26-29). 

D'aulres  cas  sont  traités  dans  la  JNote  de  la  page  iS-. 

Martinetti  (V.).  —   Sur  le  genre  des  courbes  Q.  dans  les  involu- 
tions  planes  de  classe  quelconque  (3o-42),  Note  TP  (i26-i4a). 

La  courbe  Q,  ou  isologique,  d'un  point  O  est  le  lieu  des  couples  des  points 
correspondants  dans  l'involution,  qui  se  trouvent  en  ligne  droite  avec  O.  En 
toute  involulion  d'ordre  av  et  de  classe  v,  les  courbes  Q.  sont  du  genre  iv — i  ; 
et  ce  nombre  iv — i  est  le  maximum  du  genre  des  Q  dans  toute  involution 
de  classe  quelconque  t'(>o).  A  étant  le  nombre  de  couples  de  directions 
fixes  que  les  il  ont  aux  points  fondamentaux,  le  genre  est  au  moins  v — A. 
L'auteur  étudie  en  particulier  le  cas  de  A  =  i  et  de  A  =  2,  dans  lesquels  le 
genre  est  au  moins  v  +  A- 

Caldarera  {F.)  —    [R.  12  />]  Système  de  cercles  tangents  à    trois 
cercles  donnés,  en  coordonnées  trilinéaires  (43-49)- 

Albeggiani  [M.  L.).  —  [K  i  2  b\  Observations  sur  la  Note  précé- 
dente (  5o-53). 

Les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  d'un  cercle  tangent  aux  trois  cercles 
donnés  sont  trouvés  par  M.  Caldarera  en  coordonnées  trilinéaires  et  par 
M.  Albeggiani  en  coordonnées  cartésiennes. 

Humberl  (G.).    —    [Mo  8e]     Sur   une   classe    de   surfaces    algé- 
briques (54-56)  [en  français]. 

Ce  sont  les  surfaces  dont  les  coordonnées  s'expriment  par 

px^=  2  0(«)  6(t'), 

0  et  0  étant  des  fonctions  thélafuchsiennes  liolomorphes  des  genres  respectifs 
p  et  p'  de  la  première  famille  établie  par  H.  Poincaré.  Le  genre  de  ces  sur- 
faces est  égal  à  pp'  si  à  tout  point  de  la  surface  ne  correspond  qu'un  seul 
système  de  valeurs  de  ï^et  de  v  ;  dans  le  cas  contraire  le  genre  est  inférieur  à 
pp'.  Voir  une  Note  de  M.  Castelnuovo  (p.  igS),  une  Lettre  de  M.  Nœther 
(p.  799)  et  les  Extraits  des  procès-verbaux  (p.  69-71). 

Burali-Forti    (C).    —    [Mo  2  y]    Sur   les  lignes  isopholes   des 
surfaces  algébriques  (3^-62). 

La  source  de  la  lumière  étant  supposée  à  l'infini,  la  ligne  isopliole  corres- 
pondant à  l'intensité  i  est  la  ligne  de  contact  de  la  surface  donnée  avec  la 
développable  circonscrite  dont  les  plans  tangents  font  l'angle  n=arcsini 
avec  la  direction  de  ces  rayons.  Propriétés  de  ces  courbes. 
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Castelnuovo  (G.).  —  [Mo  Se]  Sur  les  surfaces  algébriques  dont 
les  sections  planes  sont  des  courbes  lijperelliptiques  (-3-88). 

Ces  sui'faces  sont,  avec  certaines  restrictions,  représentables  point  par  point 
sur  un  plan,  f/auteur  après  avoir  démontré  cette  propriété,  fait  une  classifi- 
cation de  ces  surfaces,  étudie  la  représentation  d'ordre  minimum  et  démontre 
le  théorème  suivant  : 

Tout  système  linéaire  do  courbes  planes  hypereiliptiques  de  genre  ti,  tel  que 
le  passage  d'une  courbe  par  un  point  arbitraire  n'entraîne  pas  le  passage  par 
d'autres  points,  peut  se  réduire  à  l'un  des  systèmes  suivants  d'ordre  minimum  : 

1°  Courbes  d'ordre  ir  +  3  ayant  un  point  (~  +  i)-uple  et  un  point  double  ; 

2°  Courbes  d'ordre  2  7t  +  2  — [>.  ayant  un  point  (  2  t: — {jL)-uple  et  -  —  [a 
points  doubles  infiniment  rapprochés  de  ce  point  »  {\i  pouvant  être  =  o,  i... .,-). 

Noether  (M.).  —  [M,  i  a\.  Les  combinaisons  caractéristiques 
dans  la  transformation  d"un  point  singulier  (8()-io8)  [eti  fran- 
çais]. 

Soient  P  un  point  singulier  d'une  courbe  algébrique/  et  Z  une  branche  irré- 
ductible (cycle)  de  ce  point.  On  suppose  que  la  branche  Z  est  X,-uple  et  que 
la  tangente  en  P  à  Z  a  avec  cette  branche  )v  points  communs  (}v>X, ).  Si  l'on 
prend  P  pour  origine  des  coordonnées  et  la  tangente  à  Z  pour  axe  des  x  et  si 


les  substitutions  successives 

y  =  .v'x,,        X  =  x'xx.,.         ...,        X,  ^=.  xf'^x^ 
transforment  la  courbe  /  en 

respectivement,  Si  \  =  i  la  In'anchc  Z  de  »  correspondant  à  Z  est  simple  ; 
si  X  >  I,  on  transforme  tp  d'une  manière  analogue  à  la  précédente,  en  indi- 
quant par  lAp  [j.  les  no?nbrcs  analogues  à  )»,,  )»  et  relatifs  à  Z  et  en  observant 
(|ue  ;i,  =  A  .  En  c<Hitinuanl  ainsi  on  arrive  à  un  des  nombres 

!J-i.      ''r      PP       ••• 

qui  est  égal  à  riiiiit<''.  La  ri'-duction  du  genre  et  de  la  classe  de/,  dues  ;'i  Z,  sont 
respectivement 


(«) 


'>  =  --(>>,->)-!-  /A(>M-«)  +  ;ij^(:j-,->)  +  -''('^-<) 

W   :r.    A(A,_,)-<-   ^l(a,-   l)   -)-  v(v,-    l)   +.... 
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Coiiiiiie 

[x,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  et  a, 
V|  «  »  a.,  et  II, 

p,  »  »  V,  et  V, 


les  nombres  caractéristiques  de  la  singularité  Z  sont 
X[,  )>;     a,  V,  Cl,      . . ., 

par  lesquels  les  autres  restent  déterminés.  Cela  en  général;  mais  il  peut  arriver 
que  quelques  nombres  successifs  parmi  Tv,,  [j.,,  Vj,  ...  soient  égaux:  dans  ce 
cas  les  nombres  correspondants  parmi  les  a,  ;x,  v,  ...,  n'entrent  plus  dans  les 
formules  (i)  que  par  leurs  sommes,  et  ce  sont  alors  ces  sommes  qu'il  faut  consi- 
dérer comme  nombres  caractéristiques.  C'est  pourquoi  l'auteur  considère 
celles  qu'il  appelle  combinaisons  caractéristiques  de  la  singularité  : 

où  il  a  posé 

et  appelé 

Aj  le  premier  des  diviseurs  v,,  o,  ff,,  ...  dillerenl  de  A,. 
A3  «  p,  cr„  ...,  »  A., 


a,  la  somme  de  ceux  des  nombres  [x,  v,  p,  7  ...  qui  correspondent  aux  diviseurs 
égaux  à  A,, 

aj  la  somme  de  ceux  des  nombres  v,  0,  3-,  . . .  qui  correspondent  aux  diviseurs 
égaux  à  Ao. 

Il  donne  aussi  la  signification  géométrique  de  ces  combinaisons  caractéris- 
tiques, et  puis  la  comparaison  de  ces  combinaisons  avec  les  nombres  caracté- 
ristiques de  Smith  et  de  Halphen. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  il  considère  deux  branches  singulières  différentes, 
partant  d'un  même  point,  et  appartenant  respectivement  à  une  courbe  y  et  à  une 
courbe/',  et  il  recherche  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection. 

Voir  une  addition  à  cette  Note,  dans  ce  même  Tome,  page  299. 

Humbert  {G.).    —     [Ma   i/]     Sur  un   problème    fie   coutact    de 
jM.  de  Jonquières  (109-1  i4)  [en  français]. 

Etant  donné  un  système  linéaire  p —  i  fois  infini  de  surfaces  algébriques  de 
Tordre  n 

«1  ?!  4-  ïj 'f  ;  -f- . . .  -î-  a^  9j  =  o, 

trouver  le  nombre  de  ces  surfaces  qui    ont,    en    un    point,    un   contact    d'ordre 
P —  I  avec  une  courbe  plane  ou  gauche  C,  d'ordre  m  et  de  genre  y>. 
Ce  nombre  est 

mn  ri  -\-  o{q  —  i )  (p  —  i ) . 

Si  les  surfaces  passent  toutes  par  q  points  fixes  de  la  courbe  C.  et  si  l'on 
exclut  les  surfaces  pour  lesquelles  le  point  de  contact  est  un  des  points    fixes, 
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le  nombre  trouvé  doit   être  diminué  de    qp.    La    courbe    est    supposée    n'avoir 
d'autres  points  singuliers  que  des  points  multiples  à  tangentes  distinctes. 

Modification  du  nombre  trouvé,  lorsqu'il  y  a  des  surfaces  du  système  passant 
par  la  courbe. 

Leboji  {E .).  —    [O  5/i]    Sur  la  délermiiialion  des  ombilics  des 
surfaces  lélraédriques  (i  i  5-i  i'^). 

Résumé  des  recherches  de  l'auteur  sur  les  ombilics  des  surfaces  admettant  les 
six  plans  de  symétrie  d'un  tétraèdre  régulier. 

Burali-ForlL  [C).  —    [Lo  19  c  réf.  Q  2]   Sur  le  sjslème  de   qua- 
driques  ajant  en  commun  la  /i-uple  polaire  (i  18-120). 

L'équation  d'une  des  quadriques  du  système  est 

n 


et  la  condition  pour  le  contact  avec  un  espace  S„_i  est  une  équation 

les  n  étant  les  coordonnées  de  S^_,.  Cette  équation,  considérée  par  rapport 
aux  g,  est  celle  d'une  variété  d'ordre  s  i\  n  —  2  dimensions,  et  la  détermination 

de  la  caractéristique  (s,,,  Ep ^,,-2)  ''"    système,    c'est-à-dire   du    nombre   de 

surfaces  tangentes  conlemporanément  à  e,  espaces  S,  (s  =0,1,  ...,  n  —  :>)  se 
réduit  à  la  recherche  des  intersections  successives  des  variétés  0.  Il  faut  pour- 
tant en  retrancher  des  espaces  qui  se  détachent  de  ces  intersections  et  avoir 
égard  à  la  multiplicité  de  ceux  qui  restent.  Après  avoir  indiqué  la  méthode 
générale,  l'auteur  trouve  les  caractéristiques  pour  n  —  3,  4.  ^  et  6. 

Pincherle  {S.).  —    [D6^]   Sur  la  transformation  de  Heine  (i43- 
145). 

Dans  la  transformation  de  '-f  (  O  ^^  f  (•^)  ^u  moyen  de  la  formule 

appliquée  par  Heine  dans  ses  recherches  sur  les  fondions  de  Lamé,  il  y  a  pour 
v{t)  la  restriction  que  cette  fonction  ne  devient  infinie  d'ordre  ^  1  ni  aux 
limites,  ni  dans  le  chemin  d'intégration.  On  peut  ôter  cette  restriction  et  sup- 
poser que  »(0  devienne  infinie  d'ordre  fini  (  <  A -4-  i)  au  point  a,  extrême 
inférieur  de  l'intégrale,  si  l'on  substitue  à  (1)  la  formule 

.  r%{l)(l-aV'dl 
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Hennlte   [Ch.).    —     ['^'Vl    '^'"'    ''^*'    polynômes    de    Legendre 
(146-102). 

L'intégrale 

xf  dx 


1-tx  -^  a  - 
dont  le  développement  en  série  de  puissances  de  a  a  pour  terme  général 

a"    /         XV \,^  dx, 

en  posant 

V'i  —  2  T-x  -t-  a^  =  i  —  aj", 
se  transforme  en 

qui  est  un  polynôme  en  a  de  degré  p,  et  l'on  en  déduit,  pour  n  >/7, 

/         a;/'  X  „  —  dx  =  o  ; 
pour  n  =  p  on  trouve 

+  1  r(i)r(n  +  i) 


(i)  /         x"X„dx 

Comme 

^  -H  I  /'"*■' 

(2)  /         \Ji  dx  =  X  I         x"\„dx, 

«-—1  «-—1 

où  la  constante  A  représente  le  premier  coefficient  de  X„,  c'est-à-dire  la  limite 

X 

de  — ^  pour  a;  =  x,  on  détermine  cette  limite  en    partant  de  l'équation    fonda- 
mentale 


\/l  —  2fiX  H-  \- 
1  *  ■     1 

et  en  y  remplaçant  a  par  —■>  ce  qui  donne 


-,  =  Sa-'X,,, 


/ 


X 

Sa"  — ^, 
x" 


et  puis  en  supposant  x  infini  ;  on  voit  alors  que  A  est  le  Cûefficienl  de  a"  dans 
le  développement  de 


\Ji  —  2a 
par  suite 

I.3...(2  7l—  l)  V  2  / 


(3) 


'"•■•"  n.+or(l) 


Bull,  des  Sciences  niatkein.,  i'  série,  t.  XXXVII.  (Mai  iyi3.)  R.5 

/ 
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Par  subslilulion  de  (i)  el  (3)  en  (2),  on  a 

-i-I 


£ 


\J,  dx  =  — - — 

2  /«  -!-  I 


qui  est  une  des  propriétés  fondamentales  des  polynômes  de  Legendre. 

Après  cela,  l'auteur  ajoute  une  remarque  dans  le  but  de  se  rendre  compte  de 
la  discontinuité  que  présente  la  formule  de  Laplace 


do 


{x  -^  \  a;--t-  I  coscp)"^' 


où  £  est  =1  ou  =  —  I  suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou   néga- 
tive. Il  montre  qu'on  peut  déduire  celle  formule  de  la  relation 


r"x7. 


dt 


2Br 


^        ^B'-AC 


i£|=i  et  le  signe  de  £  est  celui  du  coefficient  de  i  dans Il  y  ajoute 

aussi  une  autre  manière  d'expliquer  le  fait  mentionné,  fondée  sur  robservation 

que  l'intégrale  de  Laplace,  écrite  sous  la  forme 


hi: 


d-:. 


-Tt    (:C  -h  \^X-—  I  COSCp) 

représente  l'intégrale  curviligne 


dz 


prise  suivant  une  circonférence  de  rayon  =  1. 

Maisano  {G.).  —  [B8c]  Le  conibinanl  N  de  la  forme  lernaire 
cubique  (i 53-i85). 

Mémoire  se  rattachant  à  ceux  de  : 

1.  Clebsch  et  GoRDAN  (Malli.  Ann.,  t.  I,  p.  56). 

2.  GoRDAN  {Math.  Ann.,  t.  I,  p.  90). 

3.  Clebsch  et  Gordan  {Math.  Ann.,  t.  VI,  p.  !^i6). 

Recherche  relative  à   certaines  formes  des   troisième,  quatrième   et   sixième 
degrés  dans  les  coefficients  du  combinant  N. 

Moore  { /{ .-Il .).  —  [F  •>./«]  Noie  sur  un  lliéorème  fonchuneiilal 
relalif  aux  fonctions  elliptiques,  démontré  dans  le  Traité 
d'Halphen,   Tome  I,  pages  39-41  (i86-i()4)  [en  anglais]. 

11  existe   un  argumcui  u  el  un  seul  (à  des  muiliplis  jirès  des  périodes)  pour 
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lequel  pu  et  pu  soient  respeclivemcnl  égaux  à  des  qu.inlilcs  imaginaires  don- 
nées, vcrifianl  la  reialinn 

Castelnuolo  (G.).  —    [MsHe]   Sur  un  lliéorèinc  de  M.  HumljerL 
(195-196). 

Fo/r  aussi  Nœthi:r  (M.).  Extraits  d'une  lettre  à  M.  Guccia  (ce  Tome, 
p.  2f)9)  et  les  Extraits  des  Procès-Verbaux  (p.  ^o-tO- 

Gebbta  {M.').  —    [R  5  «]    Sur  certaines  fondions  polentielles  de 
masses  diffuses  dans  loul  Tcspace  infini  (ly^-ibi). 

La  densité  est  supposée  être  une  fonction  potentielle  de  masse  occu|)ant  une 
extension  finie,  ou  une  dérivée  première  ou  seconde  d'une  telle  fonction.  La 
fonction  potenliellc  ordinaire  représentant  la  densité,  ou  dont  la  dérivée 
(première  ou  seconde)  représente  la  densité,  peut-être  de  volume,  de  surface 
ou  de  double  couche.  Lorsqu'il  s"agit  d'une  fonction  potentielle  de  volume  ou 
de  suiface,  le  calcul  peut  s'effectuer  au  moyen  du  théorème  de  réciprocité  de 
Gauss;  dans  les  cas  où  la  densité  est  représentée  par  la  dérivée  première  d'une 
telle  fonction,  l'auteur  emploie  une  généralisation  du  théorème  de  Gauss,  consis- 
tant dans  l'égalité 


Pour  le  cas  où  la  densité  est  une  dérivée  seconde  d'une  fonction  potentielle 
de  double  couche,  la  méthode  employée  ici  a  été  successivement  simplifiée  par 
l'auteur.  {Voir  t.  VI,  p.  196.) 

Les  fonctions  trouvées  satisfont  toutes  à  léquation  de  Poisson  dans  tout 
l'espace. 

Voir  un  Errata  à  la  page  384. 

Jung  [G.)  —  [jNI,  i/rcf.  M^  8  r/]  Sur  les  fainilles  associées  de 
systèmes  linéaires  et  sur  les  surfaces  tmivoquement  représen- 
lables  sur  le  plan  (253-26o). 

Avantages  que  les  deux  théories  peuvent  se  prêter  mutuellement  tlans  la 
question  d'assigner  tous  les  systèmes  minima  de  genre  p  en  assignant  toutes 
les  surfaces  rcpri-sentables  sur  le  plan  et  à  sections  du  genre/;;  principalement 
en  vue  de  la  difficulté  i]ui  se  présente  par  le  fait  que  deux  systèmes  minima 
birationnellement  différents  peu  veut  correspondre  à  deux  surfaces  dont  l'une 
soit  un  cas  particulier  de  l'autre. 

Vivanti  (G.).  —  [C5]  Quelques  formules  relatives  à.  ro|)éra- 
lion  Q  (261-268). 


Etant 


J7,,,      .  •  • ,     •^i,,' 
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Il  séries  de  n  variiibles,  l'opération  Q,  est 


a  =  S 


c'a:,,  . . .  d:c„„ 
où  S  est  développée  comme  un  déterminant,  et  l'on  peut  aussi  l'indiquer  par 

On  a 

^("u   •  ■',.„' ('-Pi  ?2  •••?„)   =  y  s  ±  aCîitœ,  ...  Q(nr)'J3^. 

«i+.  ..  +  n,  =  n 

J^enLiiii  {A.).  —    [J  2  e]    Sur   un    cas   général   de   compensalion 
angulaire  (269-2^4)- 

Alagna  {R.).    —   [B4'^/j    Sur  ceriains  cas   de   multiplicité  des 
racines  de  l'équalion  du  liuitiènie  ordre  (28^-298). 

Note  faisant  suite  à  celle  de  ce  Tome,  page  25.  Cas  où  la  forme  a  : 

I"  Un  point  triple  et  un  point  double  ; 

2"  Un  point  triple  et  deux  points  doubles; 

3°  Deux  points  triples; 

4"  Deux  points  triples  et  un  point  double. 

Nœlker  (M.).  —    [Mo  8  e  M,  i  a]   Extraits  d'une  lettre  adressée  à 
M.  Guccia  (299-801). 

Contient  une  addition  à  la  Notede  l'auteur  :  Sur  les  combinaisons  caractéris- 
tiques, etc.  (ce  Tome,  p.  89). 

KXTHAITS    DES   PROCÈS-VliRBAUX. 

Giudice  {F-)-  —  [U  2  *"']    Deux  ihéort-jnes  sur  les  séries  à  termes 
positifs  (64-65).  ^ 

Gerbald  {F.).  —  [iVJ  16].  Sur  les  points  sexlacliques  des  courbes 
algébriques  [dancs  (65-(i(i). 

}  iivinti  (G.).  —  [D  I  a].    Sur  quelques  Communications  de  M.  le 
prolesseur  Giudice  (66-67). 

Giudice  (A^).  —  [D  i  rt]  Réponse  au  professeur  Vivant!  (67-68). 

V'ivanti  [G .).  —  [D  1  «].    Réj)onsc  au  professeur- Giudi(e  (69). 
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Castelnuovo  (C),  [Jumbrtt  (G.)  el  Guccia  (G.  /?.).  —  [AL  8  e] 

(69-70- 
Castelnuovo  (G.)  et  Humbert  (G.).  —  [Mo  8e]  (71-72). 

Giudice  {F .) .  —  [D^ta]  Observations  sur  les  séries  (273-270), 
(276-277). 

Giudice  (F.).  —  [D  2a]  Une  nouvelle  règle  de  convero^ence  pour 
les  séries  à  termes  positifs  (278-279),  (279-280),  (280-281), 
(281-287),  (283). 

Giudice  (F.).  —  [D  2  a]    Sur   un   récent  article    de    M.    Fouret 

(284-285). 

Certo  (L.).  —  [K9a]  Théorème  sur  les  angles  dun  polygone 
convexe  (280-286). 

Certo  {L.).  —  [Ki4«]  Sur  une  démonslralion  d'un  tliéorème 
relatif  aux  angles  polyèdres  (286). 

S.  RlNDI. 


RENDIGONTI  DEL  GIRGOLO  MATEiVIATIGO  Dl  PALERMO. 
Tome  V,   1891. 

Schlegel  {V.).  —  [Q2]  Sur  une  méthode  pour  représenter  dans 
le  plan  les  solides  homogènes  à  /?  dimensions  (1-8,  une  planche) 
[en  français]. 

Un  polyèdre  est  homogène  si,  dans  toutes  ses  figures  liinilantes  ayant  mùine 
nombre  de  dimensions,  se  rencontre  un  même  nombre  d'autres  figures  ayant 
même  nombre  de  dimensions.  Il  y  a  trois  séries  de  polyèdres  homogènes,  qu'on 
peut  faire  commencer  dans  iespace  ordinaire  (et  même  dans  le  plan)  et  les 
poursuivre  jusqu'à  «dimensions  : 

Série  A  (triangle),  tétraèdre,   pentaédroïde,  .... 

Série  B  (quadrilatère),  hexaèdre,  octaédroïde,  

Série  C  (quadrilatère),  octaèdre,  hexadodécaédroïde,  .... 

Tous  ces  polyèdres  sont  réguliers  lorsque  leurs  figures  limitantes  à  /}  — 1  di- 
mensions sont  régulières. 

Pour  représenter  sur  le  plan  un  A„  on  construit  un  polygone    à    »  -h  i    snui- 

mets,  dont  les  angles  sont  tous  concaves,  avec  toutes  ses  diagonales.  Les  ( —  ) 


70  SKCON  \)\i   PAin  lE. 

figures  limitantes  à  /•  dimensions  sont  représentées,  avec  leur  connexion,  par 
l'ensemble  des  combinaisons  de  la  classe  /■  + 1  des  sommets  i,  2,   ...,  n. 

L  n  n„  est  représenté  de  deux  manières,  dont  nous  citerons  la  suivante  : 
comme  le  mouvement  d'un  point  décrit  un  segment,  le  déplacement  parallèle 
d'un  segment  engendre  un  parallélogramme,  celui  d'un  parallélogramme  (dans 
son  plan)  donne  la  représentation  d'un  parallélépipède;  en  continuant  h  dépla- 
cer, toujours  dans  le  plan,  la  figure  obtenue  chaque  fois,  on  obtient  la  repré- 
sentation de  B„. 

Un  C„  est  représenté  par  un  polygone  à  2/?  sommetsavec  toutes  ses  diagonales 
à  l'exception  de  celles  qui  joignent  les  sommets  opposés. 

Berzolari  [L.).    —   [B-a,    b,    Mso]    Sur    la    représenlalion  des 
formes  binaires  cubiques  et  biquadraliques  sur  la  cubique  gauche 

■    (9-^0)- 

L'auteur  démontre  quelques  propositions  du  jacobien  d'une  forme  quadratique 
et  d'une  cubique.  Puis,  en  prenant  une  cubique  gauche 

x^: X..: x^'. x^-=  a>' : (jj- : oj  :  i , 

il  représente  par  n  points  de  cette  courbe  les  n  valeurs  de =  qui  annulent  une 

forme  donnée.  (Si  la  forme  donnée  est  une  cubique,  le  plan  des  trois  points  est 
indiqué  par  le  symbole  même  de  la  forme.  On  a  alors,  pour  le  jacobien  Sr,  le 
théorème  suivant  : 

«  La  droite  commune  aux  deux  plans  A/'  et  Q  et  la  droite  commune  aux.  plans  y 
et  qf  appartiennent  au  complexe  linéaire  N  des  droites  conjuguées  à  elles-mêmes 
dans  le  Auf/sysiem ;  les  quatre  plans  (et  les  deux  droites)  se  rencontrent  en 
un  même  point  qui  est  le  foyer  du  plan  2;  dans  le  IS'ulhystem,  et  le  plan  ;ï  est 
celui  des  deux  droites.  » 

Après,  il  trouve  l'équation  de  la  surface  gauche  du  quatrième  degré,  engen- 
drée par  les  cordes  de  la  cubique  s'appuyant  sur  une  droite  fixe  et,  ayant 
posé 

(Ae)A,e,=  pi, 

(V8)V,e^==ai, 

(AV)A^V,=  T^, 

il  déduit  de  l'équation  trouvée  la  propriété  suivante  : 

La  surface  contient  la  cubique  comme  courbe  double,  et  touche  les  deux 
hyperboloïdes  harmoniques  des  couples  de  points  p  et  a  suivant  les  droites  qu'ils 
ont  respectivement  en  commun  (en  dehors  de  la  cubique)  avec  l'hyperboloïde 
harmoni(jue  des  deux  points  t,  c'est-à-dire  suivant  les  droites  joignant  respec- 
tivement les  coHpIes  A  et  v- 

L'équation  de  la  surface  est  obtenue  comme  covariant  simultané  île  deux 
formes  cubiques,  et  l'auteur  examine  la  dégénération  de  celte  surface  dans  le 
cas  où  l'invariant  il  de  ces  formes  est  =  o. 

Puis  il  étudie  la  forme  biquadralique,  et  le  système  d'une  cubique  et  d'une 
biquadratique.  Uelativemenl  à  ce  système  il  trouve,  par  exemple,  que  l'annule- 
ment  de  l'invariant 

(TA)^(TA')^(TA")- 
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représente  l'ensemble  des  trois  liyperboloïdes  harmoniques  des  trois  couples  de 
points,  correspondant  aux  facteurs  quadratiques  de  T,  c'est-à-dire  des  liyper- 
boloïdes  passant  par  la  cubique  gauche  et  par  chacun  des  couples  d'arétcs  oppo- 
sées du  tétraèdre  dont  les  soinniels  sont  les  points  déterminés  sur  la  cubique  par 
Tannulement  de  la  forme  biquadratique. 

Enfin  il  étudie  les  formes  cubiques  apolaires  d'une   jjiquadratique  donnée. 

Pono   {F.).  —  [U]  Sur  l'extension  de  la  loi  de  Newton  aux  sys- 
tèmes d'étoiles  doubles  (5i-5S). 
La  loi  d'attraction  est  représentée  par  l'expression 

H  =         ""' 


I  —  é-   {a'  —  a^X)* 

où  X  est  la  distance  du  centre  d'attraction  (situé  sur  l'axe  des  x)  au  centre  de 
l'ellipse  et  x  l'abscisse  du  point  attiré.  Si  a^  —  x\  se  réduit  à  une  constante, 
on  a  la  forme 

a-b- 

si  a- — .rX  est  fonction  de  r  seulement,  la  forme 


L'auteur  arrive  à  ces  résultats  par  une  simplification  de  la  méthode  suivie  par 
Glaisher  {Monthly  Notices  of  the  /?.  Astr.  Soc,  XXXIX). 

Pennacchietli  i^G.).  —  [1^7  f^]  Sur  le  mouvement  brachistochrone 
(59-74). 

En  supposant  l'existence  d'une  fonction  potentielle  et  en  posant  la  condition 
que  le  mouvement  soit  brachistochrone,  l'auleur  obtient  des  équations  cano- 
niques analogues  à  celles  de  Hamilton.  Ces  équations  sont 


clT 

cl    ()T 

âT 

<^+    dt    fL 

dt  ôq',  " 

àq,  ~ 

àq,          T      dq'^ 

où  s=  I,  2,  3  pour  le  mouvement  sur  une  courbe,  et  s  =  i ,  2  pour  le  mouve- 
ment sur  une  surface.  Dans  ce  second  cas  les  équations  conservent  cette  forme 
lorsqu'il  n'y  a  pas  de  fonction  potentielle,  pourvu  que  l'expression 

y.dx  +  ^  dy  +  Zdz 

soit  la  diiïérentielle  exacte  d'une  fonction  de  q^,  q^. 
Une  transformation  des  équations  les  amène  à  la  forme 

dt  dp,  ' 

dt    "  dq,' 
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Dans  le  cas  du  mouvement  sur  une  courbe,  on  a  les  équations 


(0 


Étant 


dx         dn 

dt            dp,  ' 

^clp, 
dt 

dx 

dt  ~       dp,'' 

^dp 
dt 

-  dy 

T^  -_  'i!L, 

dt             Op^ 

dt 

~  dz 

I    ^  _  1  t'T   _  I    c)T  _ 


l'intégrale  des  forces  vives  est 


U-H/i 


Si  S  est  une  solution  complète  de  l'équation 

(d'ày     fdsy     /ds 


\dxj        \dy/ 

contenant  les  constantes  arbitraires  a,,  a,,    '*^s  intégrales    du   système    (i),    ne 
renfermant  pas  t  explicitement,  sont 


dS 
da. 

=  6. 

dS 

=  b 

àS 
dx 

=  />!. 

dS 
dy 

=  /^2, 

dS 
dz 

6p  6;  étant  deux  autres  constantes  arbitraires.  L'autre  intégrale  de  (i)  s'obtient 
par  une  quadrature. 

Observation  semblable  pour  le  cas  du  mouvement  sur  une  surface. 

Application  au  cas  d'un  corps  pesant  dans  le  vide. 

Fottret  (G.).  —  [M,  3e]  Sur  qiielc|ue5  propriétés  relatives  aux 
points  d'incidence  des  droites  issties  d'un  même  point  et  rencon- 
trant une  courbe  plane  sous  un  même  angle  (73-79)  [eu 
français]. 

Etant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  dépourvue  de  branches  parabo- 
liques, de  brandies  isotropiques  et  de  singularités  ponctuelles,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  points  d'incidence  des  droites  issues  d'un  point  (ixe  p  du 
plan  et  coupant  cette  courbe  sous  un  même  angle  d'incidence  0,  ne  \aric  pas 
lorsque  la  courbe  se  déforme,  en  conservant  les  mêmes  asymptotes. 

Ce  théorème  csl  obtenu  par  l'auteur  comme  conséquence  d'un  théorème  de 
Liouville  (/.  de  Math,  pures  et  appliquées,  i"  série,  t.  VI,  p.  35f)),  suivant 
lequel  le  centre  de  moyenne  dislance  des  points  communs  à  deux  courbes  algé- 
briques, satisfaisant  aux  conditions  mentionnées,  reste  (ixe  busqué  ces  murbes 
se  déforment  en  conservant  les  mêmes  asymf)tolcs. 

-Suivent   ciciix   autres   théorèmes   sur   le    mém<'   sujet;   le   seciuul    pinuvc  c|ii'cn 
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faisant  varier  l'angle  0,  tandis  que  le  point  p  reste  fixe,  le  centre  de  moyenne 
distance  des  points  d'incidence  décrit  une  droite. 

Picard  {£.).  —  [^  9]  Revue  annuelle  d'analyse  (80-90)  [en  fran- 
çais]. 

Coup  d'œil  d'ensemble  sur  l'état  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  de 
celle  des  équations  diiTérentielles,  des  groupes,  des  fondements  de  la  Géométrie 
et  de  la  Géométrie  infinitésimale. 


Burali-Forti  {C .).  —  [P6/]  Sur  les  transformations  (2,  2)  que 
l'on   peut  obtenir  au   moyen   de   deux   transformations  doubles 

(9'-99)- 

Soient  5,  7',  a"  trois  plans,  et  supposons  qu'il  y  ait  une  transformation  double 
de  l'ordre  n  et  du  genre  p  entre  s  et  a",  une  autre  de  l'ordre  n'  et  du  genre />' 
entre  c'  et  <s" .  Si,  dans  ces  deux  transformations,  les  plans  <t  et  5'  sont  doubles 
tous  les  deux  ou  simples  tous  les  deux,  il  résulte  entre  a  et  a  une  transforma- 
tion (2,  j  )  ;  si  l'un  est  double  et  l'autre  est  simple,  on  a  entre  eux  une  trans- 
formation (i,  4)-  L'auteur  étudie  les  deux  cas  où  l'on  a  une  transformation 
(2,  2),  et  les  propriétés  de  cette  transformation. 

Morera  {G.).  —   [R^]  Sur  les    systèmes  de  forces  admettant  la 
fonction  des  forces  (ioo-io5). 


Étant  U  (fonction  des  forces)  une  fonction  des  coordonnées 

N 


telle  qu'on  ait 


^l,d\,=  dL\ 


h-l 


où  les  £j  sont  les  composantes  des  forces,  on  n'a 


que  dans  le  cas  où  les  S,,,  sont  des   fonctions   des  \  seulement.   Lorsque    les   3.^ 
sont  des  fonctions  des  %  et  de  leurs  dérivées,  on  a 


0\, 


dt      dt 


dt 


o      %i 
dt 


dt 


où  les  £'/'  sont  des  fonctions  potentielles   quelconques  (même  des  constantes) 
et  les  £">  des  fonctions  arbitraires  des  ^^  et  de  leurs  dérivées. 
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L'auLeur  observe  enfin  qu'en  admettant  le  principe  de  la  réaction,  il  ne  s!en- 
suit  pas  du  principe  de  l'énergie  que  les  forces  intérieures  soient  des  fonctions 
des  distances  mutuelles,  mais  seulement  que  ces  forces  admettent  une  fonction 
des  forces  dépendant  des  distances  mutuelles. 

Hindi  (S .).  —  [^Io2/i]  Sur  les  normales  communes  à  deux  sur- 
faces algébriques  (106-108). 

Application  d'une  formule  de  Zeutlien.  Nombre  des  normales  communes. 

Martinetti  (F.).  —  [M(5r/]  Théorèiries  sur  les  polygones  de 
Steiner  inscrits  à  une  courbe  du  troisième  ordre  (1  09-120). 

Etant  P  et  P'  deux  points  d'une  cubique  plane,  A,  un  autre  point  de  la 
courbe,  A^  l'intersection  de  la  courbe  avec  FA,,  A3  celle  avec  P'A^,  et  ainsi  de 
suite,  on  ne  peut  avoir  que  deux  cas  (Steiner,  Geomelrische  Lehrsâtze;  Ges. 
Werke,  Bd.  II,  p.  869)  : 

1°  Ou  la  ligne  brisée  ne  se  ferme  jamais; 

2°  Ou  elle  se  ferme  toujours,  quel  que  soit  A,,  en  donnant  un  pohgone  d'un 
nombre  pair  an  de  sommets. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  P,  P'  est  un  couple  de  Steiner  d'ordre  n. 

Entre  les  théorèmes  démontrés  par  l'auteur,  il  y  en  a  un  au  mojen  duquel 
on  peut  trouver  des  couples  de  Steiner  d'ordre  n  en  connaissant  des  couples 
dont  les  ordres  n^,  /?,,   ...,  ont  n  pour  leur  plus  petit  multiple  commun. 

Kerbedz  {E .  de).  —  [V^g]  Sophie  de  Rowalevski  (i  21-1  28).  Bio- 
graphie et  liste  des  travaux. 

Bortolotti  {E.).  —  [H  12/"]  Sur  les  sj^stèmes  récurrents  du  troi- 
sième ordre,  et  en  particulier  sur  les  sjsièmes  périodiques  (129- 
i5i). 

Soit  la  matrice 


M  = 


I  a„  o, 
o  I  a 
001 
o      o      0 


6,      -, 


b..  ,     -1 


par  suppression  de  trois  colonnes  on  obtient  (  '-  \  délorniinanis.  lui  dehors 

de  ceux  qu'on  obtient  en  supprimant  des  colonnes  consécutives,  qui  sont  égaux 
;i  l'unité  en  valeur  absolue,  cl  en  se  bornant  aux  cas  où  l'on  supprime  toujours 
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les  colonnes  extrênnes  (comme  l'auteur  prouve  qu'on  peut  faire),  on  a  trois  types 
de  déterminants  : 

Type  a  :  En  supprimant  la  première  colonne  et  les  deux  dernières; 
Type  3  :  En  supprimant  les  deux  premières  et  la  dernière  ; 
Type  y  :  En  supprimant  le*  deux  extrêmes  et  une  intermédiaire. 

Les  a  sont  des  intégrales  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  équations  aux  diffé- 
rences Unies  {in^'erses,  suivant  une  définition  de  M.  l'inclierle)  : 

/(•r) -«„_,/(«  -i)  +  6„.  ,/(«-2)4-/(«-3)  =  o, 
/('•)-a,/(/-  +  i)  +  6,/(r+2)--/(/-4-3)  =  o. 

Les  j3  le  sont  pour  les  équations 

/(«)- ^,-i/(«-i] -«„-,/('«- 2) -/(n- 3)  =  0, 
/('■)-6,/(/-  +  i)-a,^,/(/--+-2)-/(;-+3)  =  o. 

Les  Y,  en  supposant  que  la  colonne  intermédiaire  supprimée  soit  la  (p  +  2)~'*"", 
ont  la  même  propriété  par  rapport  aux  équations 

fin)-  ^.   ,/(n-.)-a,._,/(«-2)-/(n-3)  =  o, 
f{p  -  r)  -  a^/ip  -  r  -  i)  ^  b,.f{  p  -  r  -  2)  -  f{  p  -  r  -  ^)  =  o. 

Les  y  peuvent  s'exprimer  en  fonction  des  a  et  des  ^. 

Les  propriétés  de  ces  déterminants  sont  appliquées  par  l'auteur  à  l'étude  des 
systèmes  récurrents.  Il  trouve  que,  dans  un  système  récurrent  du  troisième 
ordre, 


OÙ  les  coefficients 


^<^/.M  +  'î'oV^  =  V^' 


«o:     «M      •••'     «pi!     «o>     «1.      ••• 
b,,     b,,     ...,     b.;     b„,     b„     ... 


se  reproduisent  périodiquement  avec  la  période  p,  les  fonctions  t  dont  les  indices 
appartiennent  à  une  même  classe  par  rapport  au  module/),  forment  un  système 
récurrent  du  troisième  ordre  à  coefficients  constants. 

Les  fonctions  j  dépendent  rationnellement  des  racines  d"une  équation  cubique 
contenant  i p  constantes  arbitraires. 

Voir  le  Tome  VI,   1892,  p.  6,  pour  une  correction  des  formules  (21)  et  (20). 

Maisan  (G.).  —  [B  7  d,  e]  Le  hessien  de  la  sexlique  binaire  et  le 
déterminant  de  la  forme    diihuilième  ordre  (102-1  54). 

Hermite  (Ch.).    —   [F.  5]    Sur  la   li-ansformalion   des    fondions 
elliptiques  (i55- 15-)  [eu  français]. 

Soit 

U 
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la  formule  de  .lacolii  pour  la  transformation  (rordrc  n,  qui  donne  l'équation 
dy  dx 


En  posant 


\  (I  —.-»•■-■)  (i  —  À\v-)        M  \  (,i  —  :r-  )  (I  —  k-x") 


on  peut  disposer  des  n  +i  coefficients  A,  B  de  manière  que  le  polynôme 

»-  (  a:  )  —  '}-  (  ^  )  (  I  —  a:--  )  (  i  —  A'- a?'  ) 
admette  le  facteur  U  —  \v.  Alors  la  relation 

ç-( j")  —  <{^-(a7)  (i  —  :c-)  (i  —  A--X-)  =  o 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

A(U^-V=y^)[j;^-ô=(.r)]  =  o, 

où  6  {y)  est  une  fonction  rationnelle  de  r,  ce  que  l'auteur    prouve    au    moyen 
du  théorème  d'Abel,  en  montrant  que,  pour 

on  a 

%{y)  =  sn{  nu). 

Enfin  il   remarque  qu'en  faisant 

on  a 

[\}^x)  -y^-\^x)][\5,{x)  -  x-'-Y.ix)] 
=  'r{x,y)  (i— r')(i-ÀV)  —  '^■{x,y){i  —  x")  {i  —  k-x-), 

cp  et  6  étant  rationnelles  et  entières  en  x,  y.  et  qu'en  posant  les  équations 

F  { z,  X  )  —  o-  {  z ,  X  )  (i  —  X-  )  (  i  —  V-  X-  )  —  ^-{z.  x)  {i—  Z-)  {i  —  k-  Z-)  —  o. 
F{z,  y)  =.  f-{  z.  y)  {,  -  y-)  {i-\\v^-)  -  ^Hz,y)  (i  -  z^-)  (i  -  k'  z')  =  o, 

l'élimination  de  z  conduit  à  la  formule  de  multiplication. 

Poincaré  (//.).  —  [Ha,  c  ^]  Sur  rinlégrallon  algébrique  des 
équalioiis  didércnllellos  du  j>remicr  ordn'  et  du  pi(Miiier  dej^rr 
(i()i-i9i)  [en  franeais]. 

Ce  travail  se  rattache  à  ceux  de  M.  Itarboux  (ce  fitiUetin),  île  M.  l'.iinievé 
{Ann.  de  VEc.  Nom.  sitp.)  et  de  M.  Aulonnc  {J.  de  VEc.  Polytechn.).  —  Ea 
difficulté  principale  (|ui  restait  pour  trouver  une  limite  supérieure  du  dejjré  de 
l'intégrale  générale,  et,  par  conséquent,  pour  décider  si  rt''(|uati(in  dilliTcnlielle 
donnée  est  inlégruble  algébrii|uemcnl,  consistait  dans  le  défaut  d'un  moyen  pour 
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exprimer,  clans  les  inégalités  relatives,  rirréductibilité  de  rinlégiale.  C'est  ce 
iiio^^en  que  M.  Poincaré  se  propose  de  trouver,  au  moins  dans  des  cas  particu- 
liers, et  aussi  de  donner  la  solution  complète  du  problème  étudié  par  M.  Pain- 
levé  :  reconnaître  si  ré(|iiati()n  ailmet  une  intégrale  algébrique  de  genre 
donné. 
L'équation,  sous  la  forme  homogène,  considérée  par  M.  Darboux,  est 


(I) 


dx    dy    dz 

X       y       z 
L       M       N 


L,  M,  N  étant  des  polynômes  entiers,   homogènes    en  x^  y,    z   et   de    degré    ni 
(dimension  de  l'équation). 
Soit 

/+C9  =  o 

l'intégrale  générale,  qui,  pour  certaines  valeurs  (valeurs  remarquables)  de  C, 
peut  se  décomposer  en 

/-+-€»  =  ?<«>"«=.■  .  ît^fc. 

Les  points  singuliers  de  l'équation  sont  donnés  par 

L  _  M  _  N 

X  "  y  ~  z' 


et,  comme  l'a  démontré  M.  Darboux,  ils  sont  au  nombre  de  /?i-+  m 
suppose  tous  différents. 

Si  S,,  Sj  sont  les  racines  de  l'équation  en  S 


On  les 


(2) 


dL  f)N       ^. 

ax  Ox 


\    ày 


ôy 
X  — 


■y N  —  S 

■"  dy 


m 

dx 


dN 


où  les  X,  jK,  z  ont  les  valeurs  correspondant  à  un  point  singulier,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  donnée  peut,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  se 
mettre  sous  la  forme 

(3)  Xf'X^Ssr^  const-, 

X,  et  X.J  étant  des  séries  ordonnées  suixanl  les  puissances  croissantes  de - 

z        z„ 

et  •-  —  —,  où  Xij,  yi),  Z(,  est  le  point  singulier  considéré.  En  dehors  des  cas  où 
z        z^ 

l'équation  (2)  se  réduit  à   une  identité  et  où  elle   a  une   racine    nulle,    qui    ne 

peuvent  se  présenter  lorsque  les  points  singuliers  sont  distincts,  il  y  a  un   seul 

cas  d'exception,  c'est  celui  où  S,  =  S^;  alors  l'intégrale  générale  peut  se  mettre 

sous  la  forme 


^  -f- A  logXi 


consl.; 


et,  lorsque  A  =  o,  le  point  singulier  est  ce  que   M.  Autonnc  appelle  un   point 
dicritigue. 


s 

Si  le  rapport  — i  est  réel  négatif,  le  point  singnlier  s'appelle  un  col  (col  irre- 

gidier  lorsque,  comme  il  arrive  en  général,   l'inlégrale  ne   peut   se  mettre  sous 
la  forme  (3),  col  régulier  dans  le  cas  contraire). 

Pour  que  l'équation  soit  inlégrable  algébriquement,  il  est  nécessaire  que,  pour 

S 
tous  les  points  singuliers,    le    rapport  -i  soit    réel    et    commensurable,    que    les 

S 
points  où  ^  =^  I  soient  ilicriliques  et  que  tous  les  cols  soient  réguliers.  Lerap- 

S 
port  ^  s'appelle  l'exposant  du  point  singulier.  Les  points  singuliers   ayant  un 

exposant  réel  et  positif  sont  des    nœuds   (les    points    dicritiques    sont    compris 

dans  ce  nomlire).  Etant  —ou  — —  l'exposant  d'un  nœud  ou  d'un    col    respecti- 

V  V 

vement,  les  nombres  entiers  [i  et  v,  premiers  entre    eux,    sont    les   caractéris- 
tiques du  point  singulier. 

Dans  le  cas  où  les  nœuds  sont  dicritiques,  le  genre  de  la  courbe 

/+C?  =  o 
est 

m  —  !\ 


Dans  le  cas  où  il  }•  a  des  nœuds  «lo/iocr/^i^i/es  (  dont  l'exposant  n'est  pas  =  i), 
considérons  une  valeur  remarquable  de  C,  soit  C,,  pour  laquelle  on  ail 

L'examen  des  points  singuliers  de  la  courbe  indécomposable /-»- C»  =  o  et 
des  courbes  a,  =  o,  et  le  dénombrement  de  leurs  intersections,  conduit  à  l'ex- 
pression du  genre  et  au  résultat  suivant  : 

La  condition  pour  qu'on  puisse  reconnaître  si  l'équation  difrérentielle  admet 
une  intégrale  générale  algébrique  de  genre  donné  est  que 


(a-Hv)     I —      >i, 

\         ni  -h  2/ 

ce  qui  a  toujours  lieu  pour  ni  >/|. 
Les  cols  sont  distingués  en  trois  genres  : 
1°  Points  doubles  d'une  courbe  indécomposable 

/-^C',?  =  o 
ou  d'une  courbe  «,=  o,  u^  étant  un  des  facteurs  de 

./+ (Vf  =  «?'•■•  "^ 

pour  une  valeur  remarquable  C,.  On  a  pour  ces  points  jjl  =  v  ::^  i. 
?."  Points  d'intersection  de  deux  courbes 


correspondant  à   une  même    valeur    remarquable    de   C,    l't.TUt    a^  —  a     et,    p.n 
conséquent,  jx  =  v  =  i. 

3"  Même  cas,  mais  avec  ^.^a,  "^t-  pa''  conséquent  a  <;  v,  v  >•  i. 
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La  connaissance  de  ix,  v,  qui  suit  de  l'équation  diirérenlieile  donnée,  peimel 
de  distinguer  les  cols  des  deux  premiers  genres  de  ceux  du  troisième. 

Après  d'autres  propriétés  et  une  classification  des  valeurs  remarquables  de  C 
en  cinq  espèces  suivant  l'égalité  de  tous  ou  de  quelques-uns  des  exposants  des 
facteurs  m,,  l'auteur  démontre,  en  appliquant  un  théorème  d'Halphen,  que, 
si  /+Cg  n'est  pas  réducliljle  quel  que  soit  C,  le  nombre  total  des  valeurs 
remarquables  est  limité. 

Enfin,  pour  ce  qui  se  rapporte  au  sujet  principal,  c'est-à-dire  à  la  liuiilalion 
du  degré,  il  arrive  à  un  résultat  qui,  lorsque  tous  les  cols  sont  du  premier  ou 
du  deuxième  genre,  permet  de  trouver  une  limite  supérieure  du  degré  p  de 
l'intégrale  générale. 

Segre  [C .).  —  [AL  8  réf.  Q  2]  Sur  les  variétés  représentanl   les 
couples  de  points  de  deux  plans  ou  espaces  (192-204). 

Etant  j,  les /j -(- I  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  S  ,  >',„  les  7  +  1 
coordonnées  dans  un  espace  S  ,  ....  le  groupe  des  points  a^,.  _7',„,  ...,  est  repré- 
senté par  la  variété  M^  constituée  par  les  points 

qui  est  de  la  dimension 

contenue    dans    un    espace    de    (y7-i-i),    {q-\-i).   ...  — i     dimensions,    et   de 
Tordre 


p\  q\  ... 

L'auteur  traite  le  cas  où  les  espaces  considérés  sont  deux  plans  ~,  ~'.  On  a 
alors  une  variété  i:  du  sixième  ordre  à  quatre  dimensions,  appartenant  à 
l'espace  S^  et  renfermant  oc*  quadriques  ordinaires,  chacune  desquelles  repré- 
sente les  couples  de  points  pris  sur  deux  droites  de  -,  t.'  respectivement;  les 
génératrices  rectilignes  représentent  entre  ces  couples  ceux  où  l'un  des  deux 
points  est  fixe.  On  a  aussi  sur  S  deux  systèmes  x-  de  variétés  cubiques  à  trois 
dimensions,  appartenant  à  des  S^.  Ces  S^  forment  une  variété  cubique  V  pour 
laquelle  la  variété  2  est  double,  et  il  y  a  entre  S  et  T  une  dualité  que  l'auteur 
met  aussi  en  évidence  par  la  représentation  analytique.  Une  collinéation 
entre  x  et  ~'  est  représentée  sur  S  par  une  surface  du  quatrième  ordre  qui 
appartient  à  un  S^  et  qui  est  une  surface  de  Veronese. 

La  variété  S,  lorsqu'elle  est  réelle,  peut  présenter  deux  cas  :  le  cas  hyper- 
bolique et  le  cas  elliptique,  et  la  variété  elliptique  sert  pour  représenter,  avec 
ses  points  réels,  tous  les  éléments  (complexes)  d'une  forme  fondamentale  de 
deuxième  espèce. 

Vivanli  (G.).  —  [P  6e]  Sur  les  transformations  de  contact,  trans- 
formant toute  développable  en  une  développable  (200-220). 

Toute  transformation  de  cette  classe  peut    s'obtenir  par    une   transformation 

ponctuelle  précédée  et  suivie  par  la  transformation  de  Legendre. 

Etant 

l^  px  -\-  fjy  —  z, 
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et  9,  '\i,  y  trois  fonctions  arbitraires  de  ^,  p.  q  les  formules  donnant  la   trans- 
formation plus  générale  de  cette  classe  sont 

X  =  _  ('^/.)2-g  +  ('y/.)3r  —  {■^-/.)x        Y  ^  ('-?/)7-^  +  (?/)3r  —  (?y.)i 
(-^<;),j;  +  (-f-;)3/>- (9.;),'  (?<]' ):^- -H  (?';)3r -('-?•;),' 

Z  =  aX  +  4/Y  -  y,         P  =  c?,         Q  =  •;, 
où  les  symboles  sont  définis  ainsi  : 

^     _  dp    di        dp    f)s 

^^'^'~  âpdq~dg'dp' 

r)p    dz         dp  ô-y 

oq  âZ,  âl  ôq 

dp  du         dp    du 

^^^^'=àld^-d^  d;" 

De  Vries  (J-)-  —  [(^4^^]  Sur  les  configuralions  planes  dont 
chaque  point  supporte  deux  droites.  Extrait  d'une  lettre 
adressée  à  M.  V.  Martinetti  (221-226)  [en  français]. 

Les  configuralions  aux  indices  2  et  i  se  rangent  en  deux  groupes  : 

Premier  type  :  [{3k  -i-  i)n^,  2 "21+1  ] 

Deuxième  type  :  (kn^,  «21). 

Si  à  une  configuration  d'un  de  ces  groupes  on  ajoute  les  intersections  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  configuration  originale,  on  obtient  un  27?-lalère  ou  bien 
un  /i-latére  complet.  Les  droites  de  la  configuration  avec  les  points  nouveaux 
forment  une  configuration  d'un  des  types  mentionnés,  qui  s'appelle 
complémentaire.  Par  trois  espèces  de  transformations,  consistant  à  enlever  ou 
à  ajouter  des  droites  et  des  points,  l'auteur  indique  le  moyen  d'obtenir  toutes 
les  (  3 «5,  2/13)  lorsque  l'on  connaît  les  [o{n  —  i)^,  2  («  —  1)3]  et  les  [3(n  —  2)3, 
2(/l  —  2)3]. 

Autres  propositions  concernant  les  (21K,  n^). 

Beltranii  {E .).  —  [T  2]  Sur  la  théorie  générale  des  ondes  planes 

(22--235). 

L'auleur  reprend  la  théorie  lelative  aux  ondes  planes  pour  l'exposer  sans  la 
restrictii)n  posée  par  Kirchholl',  qui  suppose  a  priori  que  les  vibrations  soient 
rectilignes. 

Les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à  la  forme 


d\. 
ds 

d'u 

dY, 
ds 

d-'-v 

^  de  =  °' 

d/. 
os 

d-iv 
^   di^    ="' 
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nii 

'   Z,  =  /  Z^ -^  m  Z^.  -f-  n  Z.  ; 

u,  V,  w  sont   les   composantes    du    déplacement   et  s   le    paianièlie    des    plans 
d'onde 

Ix  ^-  iny  -+-  nz  =  s, 

dont  l,  m,  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale. 

En  indiquant  par  n'  ce  que  devient  le  potentiel  d'élasticité  n  en  y  substituant 
aux  composantes  de  déformation  x^,  x ..  ...,  les  valeurs  correspondantes 

x'j.^  la^  J'i  =  '"c  -T-  nb, 

y'y  =  inb,        z'^  =  na  -+-  le, 
z'.  =  ne,  x'y=  Ib  -¥-  ma, 

les  trois  équations  (i)  peuvent  se  remplacer  par  l'unique  équation 
ô-{au  -^  bv  ^  cw)         à-  ( d~'  d~'  àr.' 


(Jt-  i).i-  \  da  t)b  <)c 

en  assignant  aux  constantes  a,  b,  c  trois  systèmes  de  valeurs  indépendantes,  ce 
qui  peut  se  faire  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue  \,  par  les  équations 

en'      ,.,  on'      ,„,         dn' 

—-  =  \-a,  —-.=\-b,  — hV-c, 

ôa  ôb  ()c 

auxquelles  conduit  aussi  (en  supposant  a,  b.  c  coordonnées  «l'un  point),  la 
détermination  des  axes  de  l'ellipsoïde 

2n'=i. 

On  a  pour  V-  trois  valeurs,  inverses  des  carrés  des  semi-axes  de  rellipsoïde, 
et  l'équation  devient 

f/-  (  au  -h  bi>  -^  cw  )  _       (P  (  au  -+-  bu  -+-  av  ) 
ayant  l'intégrale  générale 

aM  -r-  6f  -h  C(V  =  ï  (5  —  Vi)  —  '}(S  +  V/), 

qui  donne  pour  chacune  des  valeurs  de  V  la  composante  de  déplacement  suivant 
le  semi-axe  correspondant.  Quel  que  soit  donc  le  plan  d'onde,  est  possible  la 
propagation  de  trois  ondes  à  vibration  rectiligne  avec  trois  vitesses  distinctes; 
les  directions  forment  un  système  orthogonal. 

Pour  établir  la  notion  de  rayon,  l'auteur  s'appuie  sur  la  proposition  suivante 
de  la  théorie  des  pressions,  qu'il  démontre  : 

Etant  O  un  point  d'un  milieu  élastique  et  Q  une  droite  quelconque  par  O, 
il  existe  toujours  une  droite  H  et  une  seule,  par  O,  telle  que  les  pressions  qui 
agissent  sur  tous  les  éléments  plans  u'  passant  par  R  en  O,  soient  normales  à  Q. 

Bull,  des  Sciences  mathém..  2°  série,  t.  XXXVII.  (Juin  1910.)  H. 6 
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Alors  en  attribuant  à  Q  la  direction  du  mouvement  qui  a  lieu  en  O,  on  recon- 
naît l'existence  d'une  droite  R  telle  que,  dans  le  voisinage  de  O,  il  n'y  a  aucun 
échange  d'énergie  à  travers  tout  élément  plan  passant  par  R,  En  prenant 
comme  direction  Q  en  un  point  O  celle  du  mouvement  local,  la  direction  R  de 
la  pression  sur  l'élément  normal  à  0  est  celle  du  rayon. 

Enfin  l'auteur  déinonlre  que  le  point  de  contact  de  l'enveloppe  des  plans  de 
l'onde  avec  chacun  de  ces  plans,  est  toujours  sur  le  rayon  correspondant  à  ce 
plan. 

Loria  (G.).  —  [Y  9]  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages  de  J.  Caso- 
rati  (286-25  i). 

Avec  la  liste  des  5i  travaux  de  Casorali. 

Pieri  i^M-\  —  [P4/i'ef.  Q  2]  Formules  de  coïncidence  pour 
les  séries  algébriques  co"  de  couples  de  points  de  l'espace  de  n 
dimensions  (a52-268). 

L'ensemble  des  points  doubles  et  des  droites  principales  (joignant  des 
couples  de  points  correspondants  infiniment  rapprochés)  est  une  variété  à  n — i 
dimensions  (variété  de  coïncidences)  dont  l'élément  générateur  est  le  système 
d'un  point  double  et  de  sa  droite  principale.  L'auteur  trouve  des  relations  entre 
les  caractères  fondamentaux  des  séries,  c'est-à-dire  les  nombres  indiquant 
combien  des  couples  de  points  correspondants  satisfont  à  des  conditions  fonda- 
mentales données,  et  les  caractères  fondamentaux  de  la  variété  de  coïncidence. 
Il  applique  le  principe  de  Chasies  et  le  principe  de  continuité.  Les  résultats 
sont  presque  totalement  nouveaux. 

Vivanti  (G.).  —  [P  6  e]  Un  problème  sur  les  transformations  de 
contact  (269-2'^8). 

Généralisation  du  problème  traité  dans  la  Note  précédente  de  l'auteur 
(ce  même  tome,  p.  2o5).  On  détermine  ici  les  transformations  de  contact, 
transformant  une  surface  a  en  une  autre  S  de  manière  que  la  courbure  aux 
points  correspondants  soit  égale. 

Ces  transformations  se  réduisent  ou  à  un  simple  déplacement  ou  à  un  dépla- 
cement joint  à  une  inversion  par  symétrie  par  rapport  à  un  plan.  Les  fornuilcs 
générales  sont 

\  =  a^x  ^  a^y  ~-  a  z  —  a^. 

Y=  b^x  -T-  b-^  y  -^  b  z  —  b  , 

Z  =  c^x  -\-  c^y  -\-  c z  —  f,, 

_       «;  p  -h  a^q  —  a 
~        c.p  —  c^q  —  c  ' 
_  b.  p  -i-  b:,q  —  b 
c , p  -r-c^q  —  c' 
étant 

a]  -h  bl  -h  c;  =  al  -^  b]  -h  c]  =  a''  -^  b-  +  C'  =  t . 

ajCj-r  ôjôj-f-CjCj  =  aoj-f-  bb^-i~  cCj=  aa^-h  bb  -1-  cc^=  o. 
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Vries  (J.   de).   —    [P()c]     Invûluiions    cubiques    dans   le    plan 
complexe  (2(Sf)-3oo)  [en  français]. 
Une  équation 

(0  /(-;)  = /.9(^) 

représente  l'involution  formée  par  les  groupes  de  n  points  que  l'on  obtient 
pour  les  diverses  valeurs  du  paraniétre  )>.  L'équation 

représente  une  involution  qui  s'appelle  l'involution  focale  de  (i).  Dans  le  cas 
de  n  —  3,  les  points  doubles  de  l'involution  focale  sont  les  centres  de  deux 
triangles  équilatéraux  dont  les  sommets  sont  deux  groupes  de  l'involution  cubique 
Ces  deux  points  sont  appelés  métacentres.  Propriétés  relatives  à  ces  involutions. 
Transformation  des  involutions  cubiques  par  inversion  :  par  exemple,  par  une 
inversion  dont  le  pôle  soit  l'un  des  points  doubles,  on  obtient  une  involution 
isobarique,  c'est-à-dire  dont  les  groupes  ont  même  barycentre.  Pour  les  invo- 
lutions cubiques  à  point  triple  t,  l'auteur  donne  la  construction  suivante  des 
points  doubles,  lorsqu'on  donne  le  point  t  et  un  groupe  de  linvolution  :  du 
point  t  comme  centre,  on  transforme  par  inversion  le  groupe  donné.  On 
construit  les  foj'ers  du  groupe  nouveau  (les  racines  de  l'équation  dérivée);  la 
transformation  inverse  de  ces  points  donne  les  points  doubles. 

ilagna   (/?•)•    —    [B  -  6]    Conditions    pour    que    deux    formes 
biquadratiques  soient  en  involution  {  3oi-3o-). 

Ces  conditions  sont 

nC : nij  -f-  /?  D  =0, 

(6/i--i-  /}-/|-i-  "îpri)  B  —  r-  ji —  fini'-j  —  2  p- \j\  —  a  nirP-r- 12  mpD  =  o. 

On  peut  trouver  les  points  doubles  de  Tinvolulion  sans    avoir  recours   à  des 
résolvantes  cubiques,  en  déterminant  les  éléments  du  covariant  quadratique 

Picard  (E.).  —  [H  9  e]  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  (3o8-3i8  > 

On  peut  étendre  la  méthode  de  Laplacc  aux  équations 

r)-u  „    rp  n  ^  à'-  n         ^^  du         „  (lu 

(  I  )  A ^  2  B ■:-  C  -—  -H  D L h  I<  J<  =  o, 

^   '  ax'  ôx  (Jr  ûr-  ôx  ây 

où  A,  B,  . . .,  F  sont  des  polynômes  du  premier  degré  en  x,  y.  (  Voir  la  Note 
de  l'auteur  dans  les  Comptes  rendus,  septembre  1888).  Ici  l'auteur  applique  sa 
méthode  à  la  recherche  d'une  itiléuraie  de  (1)  ayant  la  forme 


u  =  I  I  e--^e--'y/{z,z)dzd: 
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en  choisissant  convenablement  le  domaine  d'intégration,  qu'on  suppose  ne 
dépendre  pas  de  .r  et  y,  ainsi  que  la  fonction  f{z,z").  On  trouve  que  si  la 
fonction  /^  satisfait  à  une  certaine  équation 

P,  Q,  R  étant  des  polynômes  du  deuxième  degré  en  z',  elle  fournit  une  inté- 
grale (3),  pourvu  que  le  domaine  d'intégration  soit  tel  qu'on  ait  sur  le  contour 

z'^z'?e"e^'y/{:-,z')  =  o 
pour  a,  p  =  I.  2. 
Cette  méthode  est  appliquée  par  l'auteur  à  l'équation  d'Euier  et  de  Poisson 

(.r  —  r) 3 h?  —  =0, 

'    '  àx  (Jy        '    dx        ^  Oy 

pour  laquelle  il  trouve 

O  étant  une  fonction  arbitraire.  On  a  alors 

u  =  f  fe--^ e'-y  z'?'-'  ^?-' o{z-hz')  dz  dz-', 

■et  l'on  peut  choisir  comme  chemin  d'intégration  dans  le  plan  :  une  courbe 
partant  de  l'infini  et  y  revenant  en  tournant  autour  de  l'origine,  et  de  même, 

dans  le  plan  z' ;  et  en  ajoutant  la  condition  que  e''  et  e^'y  s'annulent  à  l'infini 
pour  les  chemins  suivis. 

Puis  il  traite  le  cas  de  l'équation 


fd-u 
\dx^ 


â'^u\        ^  du  au 


dy-  j    '    '   dx    '    '     dy 


■mais  aussi  pour  cette  équation  il  laisse  de  côté  la  question  de  trouver  l'intégrale 
générale  et  renvoie  pour  cela  à  l'analyse  de  l'équation   d'Euier  et   de  Poisson, 
faite  par  M.  Darboux  dans  ses  Leçons  (t.  II,  Chap.  III  et  IV). 
Enfin  il  considère  l'équation  plus  générale 

{ax  -i-  oy)-T—^  -~  -iia  X  -^  0  y) : 1-  («  x  -h  b  y)  -—-r-i-  a- h  3  -r—  =  o, 

^  -^  '  dx-  ^  -^  '  oxdy       ^  -^  '  dy  dx       ^  dy 

et  celle  où  A ,  B,  C  sont  constants  et  D,  E,  F  des  expressions  linéaires  en  x,  y. 
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Giudice  {F.).  —  [D  1  a\  Sur  les  successions  (280-283). 

Oiuliani  [G.).  —  [^  •  '  «^^c]  Sur  la  foiiclion  E(x)  (285-28^). 

Oîudice  {F.).  —  [D  2  c]  Sur  les  produits  infinis  à  facteur  général 
développable    en    série  ordonnée  suivant  les    puissances    de  - 

(287-288). 
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Gebbia  (M).  —  [T  2  a]  Propriétés  fondamentales  de  la  statique 
des  corps  élastiques  (Sao-SaS  ». 

Pieri  (M.).  —  [M^  2  //]  A  propos  de  la  Note  de  M.  Rindi  :  Sur 
les  normales  communes  à  deux  surfaces  (323). 

S.     PlI>DI. 


RENDIGO.NTI  DEL  CIRCOLO  MATEMATICO  DI  PALERMO. 
Tome  VI,   1892. 

E.   Bortolotti.    —    Sur  la  généralisation   des  fractions   continues 
algébriques  périodiques  (p.  i-i3). 

Dans  un  précédent  ir3i\ail{Iiendiconli del Circo/o  matematicodi Palermo,  t.V, 
1891)  l'auteur  a  étudié  une  propriété  des  systèmes  récurrents  du  troisième  ordre 
et  en  particulier  des  systèmes  périodiques:  il  l'applique  ici  à  la  généralisation 
des  fractions  continues  algébriques  de  Pincherle.  Grâce  à  la  méthode  des  déter- 
minants, il  généralise  facilement  les  propriétés  des  fractions  continues,  et  en 
particulier  celle-ci,  <\u'une  fraction  continue  périodique  représente  une  irra- 
tionnelle du  second  degré  :  étant  données  deux  fonctions  c,,  z^,  développées  en 
séries  de  puissances  décroissantes  de  a;,  de  degré  respectivement  — :,  —  2,  on  leur 
fait  correspondre  deux  suites  infinies  a„,  a^ ,  ...  ;  èj,  b^,  ...  (les  a  étant  des  binômes 
du  premier  degré  et  les  b  des  constantes),  et  réciproquement.  (  Fotr  Pixcherle, 
/?.  Ace.  Se.  Bologna,  1890).  Quand  les  suites  (a),  (6)  sont  périodiques,  et 
de  même  période,  les  fonctions  5,,  z^sont  déterminées  par  une  équation  algé- 
brique du  troisième  degré. 

G.  Pennacchielti.  —  Sur  les  courbes  funiculaires  (deux  Mémoires) 
(p.   14-39). 

L'auteur  établit  sous  diverses  formes  les  équations  d'équilibre  d'un  fil  flexible 
et  inextensible;  il  montre  comment  on  peut  en  faire  dépendre  l'intégration 
d'un  système  canonique,  et  met  en  évidence  des  propriétés  qui  ont  leurs  ana- 
logues dans  le  mouvement  d'un  point  matériel.  Citons  l'étude  du  cas  où  les 
lignes  d'action  des  forces  agissantes  appartiennent  à  un  complexe  linéaite  ;  et 
l'indication  de  classes  de  problèmes  pour  lesquels  la  courbe  funiculaire  reste  la 
même  lorsque  les  forces  varient  en  satisfaisant  toujours  à  certaines  condi- 
tions. 

G.    Peano.     —     Lettre    ouverte    au     professeur    G.     Veronese 

(p.  4o-4i)- 

A  propos  d'une  interprétation  erronée  de  Veronese  (  Fondamenti  di  Geome- 
tria...)  d'une  phrase  de  G.  Peano  {Arithmetices  pr.). 
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G.    Veronese.    —    A   propos    dune  lellre  du   professeur    Peano 

(p-  42-4:). 

Réponse  à  la  précédente. 

G.  Torelli.  —  Achille  Sannia  (Notice  nécrologique)  (p.  48-5i). 

G.  Pennacchietti.  —  Sur  le  mouvemenlbrachislochrone  d'un  sys- 
tème quelconque  de  points  matériels  (p.  02-62). 

Les  équations  générales  du  mouvement  brachistoclirone  d'un  système  de 
n  points  matériels,  soumis  à  des  forces  dérivant  d'un  potentiel,  sont  formées 
d'après  les  règles  classiques  du  calcul  des  variations,  et  mises  sous  forme  cano- 
nique. On  étudie  ensuite  le  cas  du  corps  solide,  en  particulier  lorsque  le  moment 
des  forces  agissantes  est  nul  par  rapport  à  un  point;  enfin,  lorsque  les  forces 
se  réduisent  à  une  seule  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  obtient  des  consé- 
quences intéressantes  relatives  au  mouvement  du  solide. 

G.  Fouvet.  —  Sur  la  génération    des   congruences   de   droites  du 
premier  ordre  et  de  classe  quelconque  (p.  63-6^). 

Par  des  considérations  élémentaires,  l'auteur  tlémonlre  le  résultat  suivant  de 
Kummer  :  0  Excepté  la  congruence  composée  des  cordes  d'une  cubique  gauche, 
toute  congrueuce  du  premier  ordre  et  de  n''""  classe  est  formée  des  droites  qui 
s'appuient  à  la  fois  sur  une  même  droite  et  sur  une  même  courbe  d'ordre  n, 
rencontrant  cette  droite  en  n  —  i  points.  » 

D.  Padelletti.  —  (Liste  des  publications  de)  (p,  68-'j2). 

G.  Veronese.  —   Observations  sur  une  démonstration  contre  le 
segment  infinitésimal  actuel  (|i.  '-3--6). 

Il  s'agit  d'une  démonstration  de  Peano.  { liivista  di  Matcmatica, 
mars  1S92.  ) 

R.  Alagna.  —  Les  relations  entre  les  invariants  d'une  forme  quel- 
conque du  huitième  ordre  (p.  77-99)* 

Le  sjstème  complet  d'une  forme /du  huitième  ordre  possède  neuf  invariants 
fondamentaux,  entre  lesquels  doivent  exister  trois  relations.  Le  présent  travail 
a  pour  but  de  trouver  ces  dernières.  La  méthode  repose  sur  les  considérations 
suivantes  : 

On  sait  (]u'entre  les  invariants  simultanés  de  «tcux  formes  biquadratiques 
existe  une  relation;  si  l'on  considère  deux  covariants  quelconques  du  quatrième 
ordre  de  la  forme  /,  on  obtient  ainsi  une  relation  pour  <  lia(jue  couple  de  cova- 
riants  choisis.  Substituons  alors  aux  invariants  sinuillanés  du  couple  leurs 
expressions  en  fonction  des  invariants  fondamentaux  de  /.  Si,  en  opérant  ainsi, 
on   ne  tombe  pas  sur  une  identité,  on   a   une  des  relations  cherchées.  L'auteur 
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opère  sur  trois  couples  convenablement  choisis,  et  montre  que  les  relations 
obtenues  ne  sont  pas  des  identité»,  et  sont  distinctes;  il  en  résulte  que  ce  sont 
celles  que  l'on  voulait  obtenir. 

G.  Vivanti.  —  Sur  la  déteiininalion  de  quatre  fondions  à  l'aide 
d'une  équalion  unique  (p.  100-108). 

L'équation  dont  il  s'agit,  déjà  considérée  par  Bertrand  à  propos  d'un  problème 
de  Mécanique  {Journal  de  Malliématiques,  1"  série,  t.  II,  p.  iiS-i^o),  est  la 
suivante 

(/-?)=-*- (P-r/')  (*-:r9')  =0 

[/,  F  sont  fonctions  d'une  variable  x;  «ï»,  »  sont  fonctions  d'une  autre  va- 
riable y  ]. 

La  méthode  employée  repose  sur  un  lemme  important,  concernant  la  déter- 
mination de  fonctions  P„,  P,,   ...,  P„  d'une  variable  x,  0^,  Q, 0„    d'une 

variable  jK,  lorsque  ces  fonctions  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 

L'équation  de  Bertrand  est,  en  elTet,  de  cette  nature.  Le  lemme  précédent,  joint 
à  la  considération  des  équations  diflérentielles  simples  qui  s'introduisent,  permet 
de  résoudre  complètement  la  question;  la  détermination  des  quatre  fonctions 
cherchées  dépend  d'un  certain  nombre  de  constantes  arbitraires;  ce  sont  des 
fonctions  rationnelles  très  simples. 

G.  Pennacchielti.  —  Sur  des  intégrales  qui  comprennent  comme 
cas  particulier  l'intégrale  des  forces  vives  (p.  109-114). 

P.  del  Pezzo.  —  Sur  les  surfaces  deRiemann  relatives  auxcjourbes 
algébriques  (p.  110-126). 

Klein  a  indiqué  une  méthode  très  simple  pour  construire  intuitivement  la 
surface  de  Riemann  correspondant  à  une  courbe  algébrique  {Math.  Ann., 
t.  'V,  p.  8). 

Étant  donnée  une  courbe  plane  algébrique,  il  suffit  de  considérer  l'ensemble 
des  points  réels  d'où  l'on  peut  mener  des  tangentes  imaginaires  à  la  courbe, 
chacun  de  ces  points  étant  regardé  comme  répété  autant  de  fois  qu'il  y  passe  de 
tangentes  imaginaires. 

Cette  Note  a  pour  but  détendre  le  procédé  de  Klein  aux  courbes  de  genre 
supérieur  à  zéro  dans  un  espace  à  plus  de  deux  dimensions  ;  une  première  partie 
traite  d'une  courbe  du  quatrième  degré  dans  l'espace  à  trois  dimensions  et,  par 
suite,  d'une  courbe  quelconque  de  genre  un;  une  seconde  est  relative  aux  courbes 
de  genre  p. 

G.  Vivanti.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  du  mouvement 
d'un  point  qui  dépendent  linéairement  des  composantes  de  la 
vitesse  (p.  127-138). 
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La  recherche  de  ces  intégrales  conduit  à  l'équation,  traitée  par  l'auteur  dans 
un  article  précédent 

(/- '■?)=^  (!• -r/')  (* -^'•?')  =  o. 

P.  del  PeZ'ZO.  —  Sur  les  points  singuliers  des  surfaces  algébriques 
(p.   i39-i54). 

Une  courbe  plane  ayant  un  nombre  fini  de  points  singuliers  peut,  par  une 
transformation  de  Cremona,  se  réduire  à  une  autre  dont  tous  les  points  singu- 
liers sont  ordinaires  :  c'est  sur  ce  théorème  que  repose  toute  la  théorie  des  sin- 
gularités des  courbes.  Le  présent  travail  a  pour  but  de  montrer  qu'il  existe  un 
théorème  analogue  pour  les  surfaces  algébriques  et  d'en  tirer  des  consé- 
quences :  il  donne  la  définition  des  cycles  de  nappes  au  voisinage  d'une  ligne 
singulière. 

Extraits  des  procès-verbaux  des  séances  (p.  i55-i64). 

E.  Berlini.  —  Observations  sur  les  leçons  de  C.  ISeumann  sur 
la  théorie  de  Riernann  des  intégrales  abéliennes.  (Lettre  au 
professeur  A.  Gapelli)  (p.  i65-i-2). 

R.  Rettazzi.  —  Sur  les  points  de  discontinuilé  des  fonctions  de 
variable  réelle  (p.   I'jS-iqS). 

Si  l'on  considère  une  fonction  y  de  variable  réelle  x  définie  sur  un  ensemble 
quelconque  de  points,  dont  a  est  un  point  limite,  à  droite  ou  à  gauche,  l'en- 
semble des  valeurs  de  jk  au  voisinage  de  a  se  rapproche  quand  x  tend  ^ers  a 
d'un  certain  ensemble  de  valeurs  qui  est  dit  ensemble  frontière  de  _t  pour 
X  —  a. 

Un  tel  ensemble  est  fermé  et  compris  entre  deux  valeurs  précises  appelées 
limites  supérieures  et  inférieures  d'indétermination  pour  x  =  a. 

L'auteur  expose  d'abord  quelques  propriétés  fondamentales  des  ensembles 
linéaires;  puis  il  en  tii'e  diverses  conclusions  relatives  aux  ensembles  frontières 
et  à  la  manière  dont  une  fonction  peut  tendre  vers  ses  valeurs  limites  pour 
X  =  a.  Signalons  les  théorèmes  suivants  :  Si  une  fonction  définie  dans  un  inter- 
valle {a,  b)  est  continue  pour  tous  les  points  intérieurs  de  l'intervalle,  l'en- 
semble frontière  pour  une  des  extrémités  se  compose  soit  d'une  valeur  soit  de 
toutes  les  valeurs  d'un  intervalle.  Si  pour  chaque  valeur  d'un  intervalle  l'en- 
semble frontière  n'a  qu'une  valeur,  la  fonction  est  continue  sauf  pour  un 
ensemble  dénombrable  de  valeurs  de  la  variable. 

AI.  Gebbia.  —  Sur  certaines  fonctions  polentielles  de  masses  répan- 
dues dans  tout  l'espace  (p,  196-207). 

L'auteur  simplifie  et  améliore  certains  calculs  d'intégrales  définies  faits  dans 
un  article  paru  précédemment  sous  le  mémo  litre  (/h'nc/ic,  t.  IV.  p.  ii' 
cl  suiv.). 
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Il  étudie  ensuite  les  fonctions  potentielles  d'une  masse  répandue  dans  l'espace 
dont  la  densité  est  une  fonction  potentielle  de  ligne,  ou  une  dérivée  première 
ou  seconde  d'une  telle  fonction.  Il  montre  enfin  que  celles  dont  la  densité  est 
une  dérivée  seconde  de  fonction  potentielle  ont  la  propriété  de  se  comporter  à 
l'infini  comme  les  fonctions  potentielles  ordinaires,  ce  qui  leur  donne  les  prin- 
pales  propriétés  de  ces  dernières. 

C.  Segre.  —  Riccardo  de  Paolis  (p.  208-224). 
Notice  biographique. 

E.  d^Ovidio.  — Théorème   sur  les  forines  algébriques;   applica- 
tion aux  forines  binaires  du  sixième  ordre  (p.  220-233). 

Soient  deux  fonctions  algébriques  à  plusieurs  variables 

f  z=  a„x1-^  na^x'l'^  X  — . . .,         -ç  —  :l^,x'l-i-  noL^x"~' x.,-i- . . .. 

Considérons  l'opération  d'Aronhold 

d,^  =  —    »    r-  a ,. . .  a,  ot  {1  =  1,9.....). 

•'  '        { :  «^  oa,j  . . .  Oa^  da,    '  '    • 

et  supposons  que  les  coefficients  de  9  soient  des  fonctions  entières  et  homo- 
gènes de  ceux  de/,  telles  que  le  résultat  d f.  o  soit  de  forme  M/-f-  N9  -i-  Pt|;  -t-  ..., 
où  >ï.  >',  P.  ...  sont  des  fonctions  entières» et  homogènes  des  coefficients  de  9. 
Considérons,  en  outre,  une  forme  invariante  de  f.  w^-  telle  que 

df^(3i,-^  Aoj^;         f/^.^io^=  Toj,;         .... 

OLi  A,  T.  ...  sont  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  coefficients  de  y.  On 
a  alors 

'>>f+lz+-xi+..  —  - ''''  ;•'•'"•••  dr^  d'f-^ . . .  (M,.. 

Tel  est  le  théorème  que  démontre  l'auteur,  théorème  dont  des  cas  particuliers 
étaient  connus  et  dont  il  fait  l'application  aux  formes  binaires  du  sixième 
ordre. 

M.  Pieri.  —  Sur  les  transformations  birationuelles  attachées  à  un 
complexe  linéaire  spécial  (p.  234-244)- 

La  présente  Note  donne  les  correspondances  de  Cremona  les  plus  générales 
établies  entre  deux  espaces  superposés,  pour  lesquelles  les  couples  de  points 
homologues  sont  distribués  biunivoqucment  sur  les  droites  s'appuyant  sur  une 
droite  fixe. 

De  telles  transformations  peuvent  être  d'ordre  aussi  grand  qu'on  le  veut,  à 
l'inverse  de  ce  qui  se  passe  pour  les  transformations  birationnelles  attachées  à 
un  complexe  linéaire  général,  lesquelles  sont  au  plus  d'ordre  11  ;  mais,  comme 
ces  dernières,  elles  ont  la  propriété  d'être  complètement  déterminées  au  moyen 
d'une  ou  de  deux  courbes.  Elles  fournissent  immédiatement  les    représentations 
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perspectives  (i,i)  ou  (2,1)  les  plus  générales  du  complexe  linéaire  spécial    sur 
lespace  ponctuel  ordinaire. 

Notice  nécrologique  de  E.  Betli{\i.  245-246). 

M.  Jaivet. 


MEMORIE  DELLA.  R.  ACCADEMIA  BELLE  SCIENZE  DI  TORINO  (•). 

Série  a";  tome  L,   igoi. 

Daniele  {E.).  —  [06A']  Sur  les  défomialions  infinitésimales  des 
surfaces  flexibles  et  inextensibles  (20-62). 

1.  Étant  X,  [X,  V  les  composantes  du  déplacement  du  point  M(i<,  v)  par  rapport 
aux  axes  «,  v,  w  (où  w  est  la  normale)  et  en  posant 

i  -  —  —     ■      ^      -        — , 


1    (h      I) .  \y 

I      (M  I      i)\  I       (  à\G  ()<^E. 


(0  'r-'^  =  T^àr,-^Ë' 


_     I     <:)h  I       r)^E  D 

~  VÊ  '^'^        VËG     t'^    ■''       Ë  '' 

^  _  _^  (^  _^ I     ^)vG.^      n '  ^ 

~  V'G  ^^'         \ËG     <^"     '         *^ 

pour  un  point  P  infiniment  rapproché  de  M,  dont  les  coordonnées  (/,  in^n)  sui- 
vant les  axes  u^  v,  w  sont 

(  =  \/E  du,         m  =  y  G  f/^',         /?  =  o, 
on  a 

X  -h  £)>  =  A  —  rm  -\-  al  -h  hin , 

[A-)-  Sa  =^  ;x  +  /•/    -+-  hl  -i-  6/?i, 

V  -H  Sv  =  V  -i-  jim  —  ql^ 

cl  le  déplacement  de  ce  point  V  peut  se  décomposer  en  <Icu\   dont  l'un  (A)  a 
pour  composantes 

A„  =  '>  —  rni,  \  ,  —  ;jL  --  ;7,  A,,  =  v  -|-  />m       rjl, 

(')  Voir  //m//,  des  Sciettces  math.,  t.  WM.,  p.  17'). 


KEVUlî   DliS   PUBLICATIONS.  91 

et  Tautre  (B) 

B„  =  a^  -f-  lini.        B^  =  hl  -4-  bni,        B^  =  o. 

Le  premier  est  celui  qui  appartient  à  réiément  considéré  comme  rigide 
(translation  a,  a,  v  et  rotation  p,  q,  r  autour  de  M),  le  second  est  une  défor- 
mation pure  dans  le  plan  de  l'élément,  déformation  à  fonction  potentielle, 

f{l,  m)  =  -  {al- -h  ihlni  ^-  bni-), 

composée  de  deux   dilatations  perpendiculaires  dans  les  directions  des  axes  de 
la  conique 

aP-^  2lilm -^  btn- =  £        (constante  infinitésimale). 

Si  l'on  prend  des  nouvelles  lignes  coordonnées  w,,  v^,  tangentes  en  .M  aux  axes 
de  cette  conique,  la  fonction  potentielle  du  déplacement  devient 

fi{li,mi)  =  ^{aJ:-^  b^mi); 

o,.  6j  sont  les  allongements  unitaires  dans  les  directions  u,,  r,,  et 


2 a,  =:  a  -h  b  -^  \i  {a  —  b  I- -7-  ^ h". 


2  6j  =  a  -i-  6  —  V  (  n  —  b  )-  —  ^  h-  : 

les  quantités  a,  b.  h  sont  appelées  les  coefficients  de  la  déformation  pure  pour 
l'élément  considéré. 

"2.  Les  axes  de  la  conique  mentionnée  plus  haut  son^  appelés  les  axes  de  la 
dilatation  de  l'élément  et  ils  sont  aussi  les  rayons  unis  d'une  projectivité  qui  a 
lieu  entre  les  directions  joignant  respectivement  le  point  M  à  un  point  P  de 
l'élément  et  au  point  P'  qui  en  est  le  transformé  par  le  déplacement. 

Les  axes  de  la  dilatation,  considérées  en  tout  point  de  la  surface,  enveloppent 
un  double  syslème  de  courbes  orthogonales,  les  lignes  de  déformation,  dont 
dont  l'équation  différentielle  est 

h  (  E  du-  —  G  dv" )  -h  {b  —  a  )  s,  EG  du  dv  =  o. 

Suit  la  détermination  de  la  dilatation  linéaire  dans  une  direction  quelconque, 
et  le  théorème  suivant  : 

Les  dilatations  linéaires  a,  b  pour  deux  directions  orthogonales  quel- 
conques ont  une  somme  constante  et  égale  à  a^-î-  b^.  Cette  somme  représente 
aussi  la  dilatation  superficielle  (pour  l'élément  considère)  rapportée  à  l'aire 
unité. 

Autres  propriétés  relatives  aux  directions  qui  conservent  leurs  inclinaisons 
mutuelles,  à  celles  de  déviation  maxima,  etc. 
En  calculant  les  variations  de  E,  F.  G  en  fonction  de  ;.  r,.  Ç,  l'auteur  obtient 

&E  =  2aE,        ZV=2h\.W.,         cG=x26G, 
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et  en  conclut  que  les  conditions  a  =  h  =  b  =  o,  qui  coïncident  avec 

SE  =  oF  =:  qG  =  o, 

sont  celles  de  l'inextensibilité  de  la  surface.  En  calculant  la  variation  de  EG, 
on  obtient 

5(EG)  =  2EG(a-+-ô). 

et  la  condition  a  -}-  b  =:  o  est  celle  de  l'inextensibilité  dans  le  sens  de  Lagrange 
(invariabilité  de  l'aire). 

3.  Les  composantes  />,  q,  r  de  la  rotation  et  les  coefficients  a,  h,  b  de  la  défor- 
mation pure  sont  lices  par  trois  équations  que  l'auteur  obtient  en  résolvant 
les  (i),  (  j)  par  rapport  aux  dérivées  de  "K,  |x,  v  et  en  déterminant  les  conditions 
d'intégrabilité  pour  les  trois  équations  aux  difierentielles  totales  qui  doivent 
être  satisfaites  par  a.  \i,  v.  Les  six  quantités  étant  données  de  manière  que  ces 
relations  soient  satisfaites,  la  déformation  est  déterminée  lorsque  l'on  connaît  le 
déplacement  d'un  point. 

Si  l'on  donne  a,  h,  b,  la  détermination  de  p,  q,  r  se  réduit  à  l'intégration 
d'une  seule  équation  du  deuxième  ordre  par  rapport  à  /",  qui  est  une  générali- 
sation de  Véqiiation  caractéristique  de  Weingarten. 

Suit  le  cas  dune  surface  plane,  et  en  particulier  de  la  déformation  uniforme, 
pour  laquelle 

X  -+-  i'ix  =  /(  u  -t-  cV), 

ce  qui  entrainc  a  =^  b,  h  =  o.  Si  la  déformation  de  la  surface  plane  est  homogène, 
c'est-à-dire  si  a,  b,  h  sont  constantes  sur  toute  la  surface,  on  trouve  que  X,  [x 
sont  des  fonctions  linéaires  de  u,  v. 

En  revenant  au  cas  d'une  surface  quelconque,  l'auteur  trouve  que,  si  dans  la 
déformation  il  n'y  a  pas  de  rotation  {p^=  q  =  r  =  o),  les  lignes  de  courbure  sont 
des  lignes  de  déformation. 

4.  Recherche  de  l'équation  caractéristique  par  la  méthode  de  Weingarten. 

5.  Décomposition  d'une  déformation  infinitésimale  d'une  surface  extensible; 
élude  d'une  extension  pure  particulière. 

Cette  dernière  déformation  est  celle  oii  le  déplacement  de  tout  point  a  lieu 
sur  la  normale. 


Tome  LI  ;  1902. 

Faiio  (G.).  —  [Nol^a]  Nouvelles  recherches  sur  les  congruences 
de  droites  du   troisième  ordre  dépourvues  de  ligne  singulière 

(•-79)- 

Pour  une  CDiigruence  de   l'ordre  m,  de   la  classe  n  et  du  rang  /•,  on   appelle 
genre  sectionne/  le  nombre 

/>  =  (  m  —  I  )  (  «  —  1  )  —  /•■ 
qui  est  le  genre  îles  courbes  sections  hyperplanes  de  la  surface  de  l'espace  S^ 
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(contenue  dans  la  quadrique  P^  des  droites)  sur  laquelle  on  peut  représenter  la 
congruence  donnée.  Voici  les  résultats  principaux  que  l'auteur  résume  à  la  fin 
du  Mémoire. 

Les  congruences  du  troisième  ordre  dépourvues  de  ligne  singulière  sont  toutes 
de  classe  /t^i3  et  de  genre  sectionnel  =6. 

Du  genre/?  =  o,  il  n'y  a  que  la  congruence  crémonienne  (3,i)  engendrée  par 
deux  plans  collinéaires  en  position  générale. 

Celles  de  genre />  =  i  (n  =  6)  peuvent  s'obtenir  toutes  comme  projections  de 
systèmes  de  droites  renfermées  en  des  variétés  cubiques  de  S^,  avec  un  nombre 
fini  et  ^  6  de  points  doubles. 

Celles  du  genre  />  =  2  (n^y)  contiennent  toutes  un  unique  système  00'  ra- 
tionnel d'indice  3  de  quadriques  réglées  enveloppant  la  surface  focale  (du 
huitième  ordre). 

Celles  de  genre /?  =  3  (/i^t3)  contiennent  un  cône  elliptique  d'ordre  n — 1 
(extension  des  congruences  du  deuxième  ordre  et  de  première  espèce  qui  con- 
tiennent un  cône  rationnel  d'ordre  n  — i). 

Celles  de  genre/»  =  4(^  =  9)  sont  toutes  contenues  dans  un  complexe  tétraédral 
(et  forment  l'extension  de  celles  du  deuxième  ordre  et  de  deuxième  espèce)  à 
l'exception  : 

1°  De  la  congruence  (3,3),  intersection  d'un  complexe  linéaire  non  spécial 
avec  un  complexe  cubique; 

2°  De  la  congruence  (3,9)  formée  par  un  système  <k>  d'indice  3  de  quadriques 
réglées  n'ayant  pas  de  génératrices  en  commun. 

Celles  de  genre  p  =  b  sont  toutes  de  la  classe  n  =  Ç>  et  contiennent  10  cônes 
cubiques  elliptiques. 

Celles  de  genre/?  =  6  sont  de  classe  n  — -;  et  contiennent  20  cônes  cubiqurs 
elliptiques. 

Toutes  ces  congruences  sont  représentables  sur  le  plan,  à  l'cMcption  de  celle 
de  genre  />  =  6  et  de  quelques-unes  de  genre  />  =  4- 

Severi{F.).—  [03/«ref.Q2]  Sur  certaines  singtilarité.s  des  courbes 
d'un  hyperespace  (81-1  \/\). 

Première  Partie.  —  Soit  une  courbe  C  de  S,,  pour  laquelle  soient  : 

«,   l'ordre, 

«;,  le  rang  t'*™', 

/n,  la  classe, 

f/,  le  nombre  des  points  doubles, 

p,    le  nombre  des  rebroussements, 

p,,  le  nombre  des  S,  stationnaires, 

/t,  le  nombre  des  points  doubles  apparents, 

/v,  le  genre. 

Alors  la  surface  réglée,  lieu  des  cordes,  chacune  desquelles  se  trouve  dans 
l'hyperplan  osculateur  en  l'un  des  points  d'appui,  est  de  l'ordre 

j;  =  2  A  -I-  m  (  «  —  I  )  —  (  /•  —  I  )  n,  —  (  /•  —  '-O  P- 

Si  chaque  corde  doit  être  dans  un  hyperplan   osculateur  en  un  point  qui  ne 
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soit  pas  l'un  des  points  d'appui,  on  trouve  l'ordre  du  lieu  de  ces  cordes 

y  =:  -  [m(7i  —  i)  (/2  —  2/-)  -f-  2/j(  m  —  2/-)  -i-  r(r  —  1)^1+  (/•  —  i)  (r  —  2)p]. 

Le   nombre   des   cordes  principales,   ciiacune   desquelles  est   dans   les   plans 
osculateurs  en  tous  les  deux  points  d'appui,  est 


m  —  7 


)<r)--<v)-^- 


Après  ces  résultats,  l'auteur  ti-ouve  le  nombre  des  groupes  cycliques  d'indice 
donné,  dans  une  correspondance  T  d'indices  a,  [î  et  de  valence  y  sur  une  courbe 
de  genre  p.  En  posant 

{v)  =  a''+  ,3''-H(  — i)^+'2yV, 
il  trouve  que  le  nombre  cherché  est 

avec  les  S  étendues  à  toutes  les  combinaisons  simples  des  Vj,  v^,  ..-iV    qui  sont 
les  facteurs  premiers  de  v. 

Si  la  correspondance  T  est  celle  où  à  tout  point  on  fait  correspondre  les  autres 
points  d'intersection  du  plan  osculateur,  les  groupes  cycliques  donnent  ce  que 
l'auteur  appelle  les  polygones  principaux. 

Deuxième  Partie.  —  Ici  la  courbe  est  supposée  sans  points  multiples  et  l'auteur 
étudie  les  espaces  ayant  des  contacts  donnés  avec  la  courbe,  ou  qui  touchent 
la  courbe  et  la  rencontrent  en  d'autres  points. 

Suivent  des  recherches  particulières  aux  courbes  de  l'espace  S^.  Puis  d'autres 
relatives  aux  courbes  de  l'espace  Sj,  par  la  méthode  fonctionnelle  de  Cayley. 
Dans  ce  but,  il  donne  d'abord  l'intégration  de  l'équation  fonctionnelle 

C5(.r,  +  a-;,  ....x„-{-x',^) 

=  ?(^ x„)  -^-o{x\,  ....  ^„)  -f-  /(a;,.  ...,x„\x\ ,x'n), 

où  f  est  une    fonction  donnée,   et   les  x,  x'  sont  des  entiers  positifs,   le  zéro 
compris,  et  trouve  pour  la  forme  de  cp  : 

(0  {x^,  .  .  .  ,  X,J 

n  n     .»),— 1 

=      y    Cta^j+V    y  /(o,  ...,o,  ii,o,  .,.,o;o,  ...,  0,37;— /,o,  ...,o) 
1  1        1 

H 

-N^  /(o,  ...,o,  a7„x,^,,  ...,x„;o,  ...,o,  x._,,o,  ...,  o), 

2 

les  C  étant  des  constantes  arbitraires;  par  i;  on  indiriuc  qu'on  a  fait  x^  =  i. 

Venerovi  {E.).  —  [^.i/]  Sur  les  connexes  bilinéaires  entre  points 
el  drolles  clans  l'espace  oïdinairc  (i  i.")-ij8). 
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I.  Correspondance  entre  les  points  d'un  espace  S  et  les  droites  d'un  autre 
espace  2.  Aux  points  de  S  correspondent  des  complexes  en  S  et  à  une  droite 
de  S  correspondent  les  points  d'un  plan  de  S.  L'équation  de  cette  correspon- 
dance est 

(i)  r,j  ,c,j  ^x^i^x^=  o, 

étant 

/,  /,-,  5  =  1 ,  2,  3,  4        et        c,n  ,  =  —  C;,-  j, 

et  les  x^j.  étant  les  six  coordonnées  d'une  droite,  et  les  x^  les  quatre  coordonnées 
d'un  point.  Ainsi  au  point  x^  correspond  le  complexe 

(2)  p;a= -,Ca-,.^„ 
et  à  la  droite  x-^  correspond  le  plan 

(3)  !J-;.= -aC.iv'^a- 

Le  connexe  est  appelé  de  première,  deuxième  ou  troisième  catégorie  suivant 
que  les  complexes  du  système  linéaire  (2)  ont  en  commun  deux  droites  dis- 
tinctes, ou  deux  droites  coïncidantes,  ou  un  faisceau  de  droites. 

Par  un  choix  convenable  des  éléments  fondamentaux,  on  peut  réduire  l'équa- 
tion d'un  connexe  de  la  première  catégorie  à  la  forme  plus  simple 

et  aux  complexes  spéciaux  correspondent  les  points  de  la  quadrique 

Une  semblable  réduction  a  lieu  pour  la  deuxième  et  la  troisième  catégorie. 
Le  connexe  est  spécialisé  lorsque  la  matrice 

a  la  caractéristique  3.  Dans  ce  cas  les  complexes  (3)  appartiennent  à  un  réseau 
et  la  correspondance  se  réduit  à  une  homographie  entre  les  droites  d'une  étoile 
et  les  complexes  d'un  réseau. 

Lorsque  la  caractéristique  de  la  matrice  est  2,  le  connexe  esl  deux  fois  spé- 
cialisé, et  se  réduit  à  une  homographie  entre  un  faisceau  de  complexes  et  un 
faisceau  de  plans. 

Dans  le  cas  où  la  caractéristique  est  i  (connexe  trois  fois  spécialisé),  tous 
les  points  de  l'espace  correspondent  à  un  même  complexe. 

IL  Cas  des  espaces  S  et  S  superposés.  On  obtient  une  espèce  de  Nullsystem 
en  faisant  correspondre  à  un  point  M  le  plan  polaire  \i'  de  M  par  rapport  au 
complexe  correspondant.  Alors  à  un  plan  \i'  correspondent  trois  points  de  ce 
même  plan. 

Les  points  qui  correspondent  aux  plans  11'  passant  par  un  point  P  forment 
une  quadrique  Q.  Toutes  ces  quadriques  forment  un  système  linéaire  à  cinq 
points  de  base,  qui  sont  appelés  les  cinq  points  unis  du  connexe. 

Un  connexe  a  huit,  sept  ou  cinq  invariants  absolus  suivant  qu'il  est  de  la  pre- 
mière, deuxième  ou  troisième  catégorie;  et  pour  chacun  de  ces  cas  l'auteur  trouve 
la  forme  réduite  de  l'équation. 
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Les  types  de  connexes  pour  lesquels  les  points  unis  sont  en  nombre  infini,  sont 
pour  la  première  et  la  deuxième  catégorie,  les  suivants  : 

a.  Connexes  avec  une  droite  de  points  unis  et  deux  points  unis  extérieurs  à 
la  droite. 

b.  Connexes  avec  une  conique  de  points  unis  et  un  point  uni  qui  n'est  pas 
sur  la  conique. 

c.  Connexes  avec  une  cubique  gauche  de  points  unis. 

Il  y  a  aussi  des  cas  semblables  pour  la  troisième  catégorie. 

Le  paragraphe  II  se  termine  par  l'examen  de  deux  types  de  connexes  une  fois 
spécialisés.  Un  connexe  une  fois  spécialisé  est  déterminé  par  une  correspondance 
projective  entre  les  droites  d'une  étoile  (A,)  et  les  complexes  d'un  réseau  (R). 
En  supposant  que  (  R')  soit  le  réseau  des  complexes  spéciaux  dont  les  axes  for- 
ment (A,),  et  qu'il  soit  rapporté  projectivement  aux  rayons  de  (A,)  même,  de 
manière  qu'un  rayon  de  (A,)  corresponde  au  complexe  spécial  ayant  ce  rayon 
pour  axe,  on  a  un  connexe  une  fois  spécialisé,  pour  lequel  tous  les  points  de 
l'espace  sont  unis,  et  que  l'auteur  appelle  connexe  à  sections  identiques.  Si 
jKp  y^,  JK3)  ^4  sont  les  coordonnées  du  point  \,  (centre  du  connexe)  et  si  l'on 
pose 


l'équation  de  ce  connexe  est 


Ir.x. 


Le  paragraphe  IV  est  relatif  à  Pintersection  de  deux  connexes  bilinéaircs  et 
aux  faisceaux  de  connexes:  le  paragraphe  V  à  l'intersection  de  trois  ou  quatre 
connexes;  le  paragraphe  VI  et  dernier  à  un  système  linéaire  x'  de  connexes 
homofocaux. 

Panetti  {M.).  —  [T2a]  Contribution  à  la  tractation  graphique 
de  l'arc  continu  sur  des  appuis  élastiques  (3o^-333,  trois 
planches). 

Tome  LU  :    1903. 

Severi  {F.).  —  [Mo  1  a^b  réf.  Q12]  Sur  les  intersections  des  variétés 
algébriques  et  sur  leurs  caractères  et   singulariti's   j^rojeclives 

(61-1  18), 

L'auteur  traite  trois  espèces  de  questions  (questions  iVégui^alence)  : 

i"  Ktant  définies  plusieurs  variétés  V/'  ,  ...,  V/'^*  en  S,  par  certains  carac- 
tères, déterminer  les  caractères  de  la  variété  de  SA, —  (/?  —  i)r  dimensions  qui 
leur  est  commune,  les  variétés  étant  supposées  en  position  générale. 
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2°  En  supposant  que  l'intersection  se  décompose  et  ayant  assigné  les  carac- 
tères de  l'une  de  ses  parties,  déterminer  ceux  de  l'autre  et  de  la  variété  commune 
aux  deux  parties. 

3°  En  supposant  que  les  V  aient  en  commun  une  partie  de  dimension 
h  >  SA', —  {p  —  i)/\  dont  les  caractères  soient  donnés,  déterminer  ceux  de  l'autre 
partie  commune  à  S/,, —  {p  —  i)/*  dimensions  et  ceux  de  la  variété  commune 
aux  deux  parties. 

L'auteur  introduit  un  caractère  qu'il  appelle  coetus  /''"'  de  la  variété  V,  qui 
est  l'ordre  de  la  Mt_,.  lieu  des  points  de  contact  des  S^  qui  sont  tangents  à  V 

et  s'appuient   à   un   S |,_,  donné.  En   indiquant  ce  caractère  par  w,  on   a,  par 

exemple  : 

Les  deux  variétés  \\  et  V/,.  ayant  des  singularités  quelconques,  dont  les  coetus 
soient  respectivement  u^,  w,,  ...  ;  w,!, ,  w'.,  ...  et  qui  soient  en  position  générale, 
ont  en  commun  une  variété  de  A-t-/.' — /•  dimensions  dont  le  coetus  v,  est 
donné  par 

(où  (o„  et  (ij[,  coïncident  respectivement  avec  les  ordres  des  deux  variétés). 

La  classe  i'^"'  p,  d'une  variété  V  est  l'ordre  de  la  M;_,  des  points  de  contact 
des  Sj  tangents  à  V  et  s'appuj'ant  à  un  S^_n^,_,  donné  suivant  un  S,_,.  Etant 
<ï>,,  une  variété  contenue  avec  une  certaine  multiplicité  dans  une  Vj,  et  celle-ci 
dans  S^,  et  en  posant 


=2' 


A-(A--T-3)  —  (A-f-i)/-. 


l'ordre  de  la  Mj^;,_j  des  points  de  contact  des  Sj  tangents  à  V  en  des  points  de  <I> 
et  appartenant  à  la  figure  [a^,  a,,  ...,  a^}  (suivant  la  notation  de  Schubert), 
est  appelé  caractère  d'immersion  {a„,  o,,  . . .,  a^)  de  <t>  en  V. 

La  classe  ^,  d'immersion  de  4»  en  V  est  l'ordre  de  la  M,,_,  des  points  de  con- 
tact des  Sj  tangents  à  \'  en  des  points  de  4>  qui  s'appuient  sur  un  S^_i^,_,  suivant 
un  S,_i  ;  le  coetus  }\  d'immersion  est  l'ordre  de  la  M;,_,  des  points  de  contact 
des  Sj.  tangents  à  \  en  des  points  de  «I>,  s'appiiyant  en  un  point  sur  un  S^_n_ 
donné. 

Quant  aux  relations  liant  entre  eux  les  caractères  des  deux  courbes  qui,  prises 
ensemble,  constituent  l'intersection  complète  de  deux  variétés,  l'auteur  obtient 
le  résultat  suivant  : 

Une  variété  \\.  d'ordre  0,,  et  de  classe  première  p,  et  une  variété  VJt'-+.i  d'ordre 
p'„  et  de  classe  première  p,,  contenues  dans  S^(/=  A-f-A'),  ayant  en  commun 
une  courbe  qui  soit  s-uple  ordinaire  pour  V  et  s'-uple  ordinaire  pour  V,  et  sup- 
posées en  position  générale,  se  coupent  ultérieurement  en  une  courbe  d'ordre  [i[,  et 
de  classe  p.',,  et  dont  les  classes  d'immersion  en  V  et  en  V  sont  respectivement 
z\  et  !^',,  ayant  avec  la  première  courbe  d  points  communs;  et  les  caractères  de  la 
seconde  courlie  s'expriment  en  fonction  de  ceux  de  la  première  a,.  \^.^.  J,,  !^,  au 
moyen  des  formules 

-1  =  PIP"  — -I*'' 

■51  ^  r"!  ro       11  *• 
d    =Z^s'-r-l^S — l-i-i^s'. 
Bal/,  des  Sciences  matliém.,  r'  série,  i.  WWII.  (Juillet  igiS.)  R.n 
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La  méthode  suivie  consiste  i:énéialeincnt  à  trouver  les  coïncidencos  dans  une 
certaine  correspondance.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  proposition  citée,  l'auteur 
prend  en  S,  un  -,_„  général,  et  appelle  un  Sj_2  de  -  associe  à  un  Si_,  de  -  lorsque 
par  S4_;  passe  un  Sj  tangent  à  V  et  par  St_,  un  S;  tangent  à  V  au  même  point,  et 
cherche  combien  de  fois  deux  espaces  associés  ont  un  point  commun  ;  il  établit 
de  cette  manière  la  formule 

;j.ii5'-l-  d  =z  z^s'  -^-  ^,5. 

Au  sujet  des  l'elations  entre  les  caractères  de  deux  surfaces  constituant  ensemble 
l'intersection  complète  de  deux  formes  de  S^,  il  montre  comme,  en  connaissant 
les  caractères  de  l'une  de  ces  deux  surfaces,  on  peut  calculer  ceux  de  l'autre. 

Ensuite,  il  trouve  les  relations  entre  les  caractères  de  deux  surfaces  constituant 
isnsemble  l'intersection  complète  de  r  —  n  formes  dans  S^  (étant  r>-  4)- 

Il  est  à  remarquer  que  dans  toutes  les  formules  qui  donnent  la  résolution  de 
ces  questions,  n'entrent  que  des  nombres  dont  la  définition  dépend  de  chacune 
des  variétés,  considérée  en  elle-même  et  ne  dépendent  nullement  de  nombres 
dont  la  définition  suppose  la  considération  simultanée  des  variétés  en  question. 

La  question  complètement  générale  sur  les  caractères  de  deux  surfaces  consti- 
tuant ensemble  l'intersection  complète  d'une  \\.  et  d'une  V/^^.2  en  S^  (étant 
r  =  A'-f-A:')  n'est  pas  traitée,  et  l'auteur  indique  ce  qu'il  faudrait  faire  pour 
résoudre  ce  problème  i;énéral.  Soit  T  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  des  Sj 
tangents  à  V  en  des  points  de  F  et  s'appuyant  sur  un  S^_;_,  donné,  et  T'  le  lieu  des 
points  de  contact  des  Sj.'_2  tangents  à  \'  en  des  points  de  F  et  s'appuyant  sur 
un  Sj_3  donné.  L'ordre  de  Test  le  caractère  d'immersion  de  F  en  V,  et  l'ordre 
de  r'  celui  de  F  en  V.  Le  nombre  des  points  communs  à  V  et  Y'  donne  celui  des 
points  de  F  tels  qu'un  S^,  langent  à  V  en  chacun  de  ces  points  s'appuie  sur 
un  S^_j_|  donné,  et  un  S^'_^  tangent  à  V"  au  même  point  s'appuie  sur  un  Sj_3 donné. 
Pour  résoudre  la  question  générale  mentionnée  ci-dessus,  il  faudrait  exprimer  ce 
nombre  en  fonction  de  caractères  intrinsèques  des  deux  courbes  T  et  V,  et  dont 
la  définition  n'impliquât  pas  la  considération  simultanée  de  ces  courbes,  ou,  ce 
qui  i-evient  au  même,  des  deux  variétés  \   et  \  '. 

Le  dernier  Chapitre  (Chap.  IV)  contient  les  recherches  suivantes  : 

1°  Nombre  des  points  où  se  coupent  ultérieurement  deux  variétés  V^,  V)rr  (étant 
k -^  k' =  /■)  ayant  en  commun  une  courbe  5-uple  pour  V  et  s'-uple  pour  V.  On 
trouve 

N  =  popl,  —  'i>-aSs'       Z^s' — ^',  S -T- JJL,55'. 

2°  Caractères  de  la  courbe  où  se  coupent  ;•  —  i  formes  de  S^  en  dehors  d'une 
.M,,  pour  laquelle  elles  passent  toutes  (;•>  2/j).  Nombre  des  points  où  se  coupent 
/•  formes  en  dehors  d'une  M,,  commune. 

3°  Nombre  des  points  communs  à  /formes  de  S^  en  ilehors  dune  .M,^(  «A  ■</•) 
double  pour  (|uclques-uncs  des  formes  et  simple  pour  les  autres. 

Garbasso  {A.).  —  [TTrt]  Sur  les  coiinints  de  décharge  des  con- 
densateurs suivant  deux  eirciiits  d(h'ivés  (i4')-H)(j). 

(iiambelU  {G.-Z.).  —  [Q2]  Résolution  <lii  prohlùnie  des  espaces 
sécants  (i-i-ai  i). 
Le  problème  est  résolu  complètement  par  lauieur  en  donnant  le  moyen  d'ex- 
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priiiior  le  prodiul  de  plusieurs  condition»  caractcrisliques  imposée»  à  un  espace 
[s]  au  moyen  d'une  somme  de  conditions  caractéristiques.  Des  cas  plus  ou  moins 
particuliers  avaient  été  étudiés  et  résolus  par  Schubert  même,  par  Castelnuovo 
et  par  Pieri.  Ici  l'auteur,  en  employant  deux  formules  données  par  M.  Pieri, 
(juil  démontre  de  nouveau  sans  appliquer  le  principe  de  la  conservation  du 
nombre,  mais  seulement  le  calcul  symbolique  de  Schubert,  exprime  une  condi- 
tion caractéristique  arbitraire  au  moyen  d'un  déterminant  formé  avec  les  con- 
ditions particulières  qui  imposent  à  l'espace  [s]  de  couper  en  un  point  un  espace 
donné.  De  là  il  déduit  la  résolution  numérique  du  problème.  Puis,  par  l'appli- 
cation des  résultats  trouvés,  et  au  moj'cn  d'un  nouveau  calcul  symbolique, 
donne  le  mojen  de  construire  les  formules  relatives  à  un  produit  quelconque  de 
conditions  caractéristiques,  et  enfin  une  formule  explicite  relative  à  un  tel  pro- 
duit. Le  procédé  suivi  par  lauteur  met  aussi  en  lumière  une  relation  entre  le 
problème  des  espaces  sécants  et  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation. 

Guidi  [C).  —  [T2a]  L'arc  élastique  sans  charnières  (293-332, 
(3  planches). 

More.ra  {G.).  —  [H6//]  Stir  l'intégration  des  équations  aux  diflé- 
rentlelles  totales  du  deuxième  ordre  (333-349). 

Une  équation  aux  difTérentielies  totales  de  l'ordre  /•,  illimitément  intégrable, 
c'est-à-dire  satisfaite  par  une  relation  entre  les  variables,  renfermant  des  cons- 
tantes arbitraires  (une  au  moins),  peut  être  complètement  ou  incomplètement 
intégrable.  Le  premier  casa  lieu  lorsqu'on  peut  prendre  arbitrairement  la  valeur 
initiale  de  l'une  des  variables  et  celles  de  ses  dérivée»  partielles  jusqu'à  Tordre 
r  —  I  :  le  second,  lorsqu'on  ne  peut  prendre  arbitrairement  que  les  valeurs  de  s 
dérivées  partielles,  étant  s  <  r  —  i. 

Pour  les  équations  de  deuxième  ordre,  l'auteur  démontre  que,  aussi  bien  dans 
le  cas  de  l'intégrabilité  complète  que  dans  celui  de  l'intégrabilité  incomplète, 
l'intégration  peut  être  obtenue  en  intégrant  une  équation  dilTérentielIc  du 
premier  ordre. 

La  méthode  suivie  par  l'auteur  consiste  à  appliquer  une  observation  faite  par 
lui-même  dans  les  Math.  Ann.,  t.  XWII,  tS^G  {Ueber  die  Intégration  cler 
vollsldndigen  Dijfei'entinle),  c'est-à-dire  que  l'application  du  théorème  de  INlayer 
(par  lequel  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dillérentielles  totales  à 
inlégrabilité  illimitée  peut  se  réduire  à  celle  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles ordinaires)  équivaut,  dans  le  champ  des  variables  indépendantes,  à  choisir 
la  lifjne  d'intégration  en  purlaiU  des  valeurs  initiales  assignées. 

S.  RiM)i. 
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ATTI  DELLA  R.  AGGÂDEMIA  DELLE  SGIENZE   DI  TORINO  ('). 
Tome  XLVI,    igio-ii. 

Sannia  (G.).  —  [Bie]  Le  réciproque  d'un  déterminant  infini 
normal  (3i-48). 

Sannia  (G.).  —  [1^'<?]  Extension  des  tliéorèmes  de  Sylvester  et 
de  Hadamard  aux  déterminants  infinis  normaux  (67-77). 

Rainaldi  {B.).  —  [U]  Sur  la  durée  du  Soleil  sur  l'horizon  de 
Turin  en  1906- 1909  (io3-i42,  une  planche). 

Coionnetli  (G.)  —  [Ta^]  Sur  les  lignes  d'iniluence  de  la  poutre 
conlinue  invariablement  liée  à  ses  appuis(329-242,  une  planche). 

Pizzetti  {P.).  —  [Uiort]  Sur  le  calcul  théorique  des  déviations 
du  géoïde  de  l'ellipsoïde  (33i-35o). 

Jadauza  {N.).  —  [T3<7]  Sur  certains  systèmes  composés  de  deux 
lentilles  et  sur  le  niveau  de  H.  Wild  consti'uit  par  la  maison 
Zeiss,  à  léna  (35o-37o). 

Pagliero  (G.).  —  [H  12]  Sur  le  reste  dans  la  formule  de  Luhbock 

(389-408). 

Jacoangeli  (O.).    —   [Uio]    Démonstration  géométrique    de   la 
règle  de  Bessel  (44ï-446). 
Réduction  des  angles  à  l'iiori/.on . 

Colonnetti  (G.).  —  [TaA]  Sur  l'équilibre  élastique  des  systèmes 
réliculaires  plans  (45o-46o,  une  planche). 

liurali-Forti  [C .).   —   [05ref.l3i2]   Quelques   aj)plicalions  de 
l'opérateur  homographique  G  à   la  géométrie  dilTérenlielle  sur 
une  surface  (46i-48i). 
Lopéralcnr  C  est  celui  qui  produit  l'iiomograpliie 

C  ï  —  1 1  ï       2 . 

(')  Voir  liull.  des  Sciences  niatli.,  t.  X\\\  I^,  p.  ion 
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Il  est  à  remarquer  la  simplicilc  des  calculs  par  lesquels  lauleur,  au  moyen 
de  cet  opérateur  et  du  calcul  vectoriel,  obtient  des  résultats  qui,  en  introdui- 
sant les  coordonnées,  exigeraient  des  procédés  plus  ou  moins  longs  et  pénibles. 
En  particulier,  il  obtient  la  fonction  caractéristique  d'une  déformation  infini- 
tésimale et  ses  propriétés. 

Sisam  {C.-H.).  —  [Njief.  Qa]  Sur  les  connexes  algébriques 
lijperconiqiies  dans  les  espaces  de  ;■  dimensions  (48 [-48-)  [en 
anglais]. 

Ces  connexes  sont  constitués  par  les  couples  de  points  de  S^  satisfaisant  à 
l'équation 

/  m  n  \ 

V\x,,  . . . ,  X,  ;  jKo.  ••••  Xr)  =  "> 

de  degré  ni  par  rapport  aux  a:  et  de  degré  n  par  rapport  aux  y,  et  telle  qu'en 
fixant  les  x,  l'équation  obtenue 

*(ro,  ■■■,yr)  =  " 

représente  un   hypercône  dont  ^i,, x^  est  le  sommet.   Cette  équation  ren- 
ferme 

(  »i  -t-  /•  )  !  (  /;  -f-  ;•  —  1  )  :  {m  -^  n  -n)\ 
(m  -i-  i  )l  (r  —  1)1  n\  ri 

paramètres  essentiels. 

Lama  {E .),  —  [T  2rt]  Sur  une  classe  générale  de  vibrations  des 
milieux  isotropes  (5 17-638). 

Vibrations  dont  les  composantes  sont  du  type 

"  -  y  a.(0  uXj:,  y,  z), 


*'  =  V,  3(,(0  v^x,  y,z), 


=  y]a.(0'^.(-^.  r»-)' 


qui    constiuient    une    généralisation    des   vibrations    aj'aiblies,    étudiées    par 
l'auteur,  et  dont  les  composantes  sont 

u  =e-*^''(«,  cosA-f-4-u,  sinA-f), 
V  =e-''^'{Vi  cos/.Y-i-v,  sinkt), 
IV  =  e~^°'(«v,  C0SÂ7  H-  w,  sin/.t), 

les  u^,  Vp  (V,,    u,,  V,,  w,   étant  des  fonctions   de  position.    Il  trouve  ainsi  des 
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vibrations 
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e-''''  cos/.-;(  i!/„-f-  a^l  -f- 
e-''"'  sinA'f  (u„-l-  u,  /  ^- 


"J") 


qu'il  appelle  vibrations  affaiblies  d'ordre  n.  Elles  sont  engendrées  dans  un 
milieu  isotrope  par  des  forces  de  niasse  et  des  tensions  superficielles  dépendant 
du  temps,  mais  les  vibrations  simples  dont  elles  se  composent  ne  peuvent  exister 
séparément.  L'étude  de  ces  vibrations  dépend  de  l'intégration  du  système 


dans  le  cas  où  l'équation 


{i  —  1.2,  ...,n], 


/',,-/' 
/*., 


/(....-  /> 


a  des  racines  imaginaires  multiples.  Cette  étude  est  simplifiée  par  la  considé- 
ration des  complexes  d'ordre  n  (de  n  éléments)  et  de  leurs  substitutions. 
Suit  le  cas  des  vibrations  longitudinales. 

Fontana  {}^.\  —  [U]  Le  micromètre  de  l'éqiialorial  de  l'Obser- 
vatoire Peraloner,  à  Florence  (634-649). 

Burali-Foiti  [C .).   —   [Caref.Br:^]   Sur  une   forniide  j^énérale 
pour  la  transformation  d'intégrales  d'homograpiiies  vectorielles 

(745-765). 

Formule  pour  transformer  une  intégrale  de  volume  en  une  intégrale  étendue 
à  la  surface. 

Etant  U  un  s^'stème  linéaire  de  fonctions  d'un  point  variable  P  :  V  la  classe 
des  opérateurs  linéaires,  fonctions  de  P,  transformant  des  vecteurs  en  des 
éléments  de  U  ;  |x  un  opérateur  linéaire,  fonction  de  P,  transformant  des 
vecteurs  en  des  éléments  de  V;  IV  le  vecteur  unité  normal  à  la  surface  j  du 
volume  ~,  on  a  :  les  conditions 


(2) 


/   L'ï'(!J-)u-)-  ^I'(!J-,u)]  rfT  =—  f  {•i.\)\ids. 
pour  u  —  const.,         U^"([x,  u)  =  o, 


déterminent  univoqucment  les  fonctions  '!>  et  M",  éléments  des  classes  V  et  l) 
respectivement.  L'existence  de  «!•  et  ^I"  a  lieu  lorsqu'il  existe  les  dérivées  de  \i 
et  de  u  par  rapport  à  P. 

Pour  des  valeurs  particulières  de  jx,  par  exemple 

\i.x  —  (  a.r)  A, 
lia:  —  (arAi')  A, 


on  tire  de  (i)  des  formules  générales  remarquables. 
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Pagliero  {G.).  —  [1  26]  Les  nomlMCs  premiers  depuis  100000000 
à  1 00 000 000  (766-770). 

Ricci  (C.-L.).  —  [T  '2a]  Relations  entre  les  forces  et  les  déplace- 
ments  pour  un   système  rioide  soumis    à    des   liens  élastiques 

(789-823). 

Aimonetti  (C).  —  [Uio]  Une  modification  de  l'appareil  pendu- 
laire de  Sterneck  et  nouvelle  détermination  de  la  gravité  relative 
à  Turin  et  à  Gênes  (893-910). 

Jorio  (C).  —  [Uio]  Conjonction  du  Bureau  de  Géodésie  agrégé 
à  l'Université  de  Turin  au  réseau  géodésique  italien  (91  1-933). 

Panetli  {M.).  —  [T26]  Sur  l'ellipse  d'élasticité  des  liges  cour- 
bées en  are  de  cercle  et  sur  ses  applications  au  calcul  des 
régulateurs  Leniz  (988-1003). 

Boggio  {T.).  —  [S  36]  Sur  le  mouvement  d'un  courant  libre, 
détourné  par  une  paroi  rigide  (1024-1047)- 

S.  Hindi. 


RENDICONTI  DEL  CIRGOLO  MATEMATIGO  DI   l'ALERMO  (i). 
Tome  \\\.  année   iSg'i. 

Enrico  d^Ovidio.  —  Application  aux  quintiques  d\m  théorème 
sur  les  formes  algébriques  (i-4)' 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  l'auteur  dans  le  Tome  VI  des  Bendiconti  et 
déjà  appliqué  aux  sextiques. 

Berzolari  {L.).  —  Sur  les  combinantes  d'un  système  linéaire  de 
quintiques  (5-i8 ), 

La  détermination  efleclive  des  relations  identiquement  vériliées  par  les 
combinantes  élémentaires  d'un  sj'stéme  linéaire  de  formes  binaires  n'avait  été 
faite  auparavant  que  pour  les  formes  cubi(jues  et  biquadratiques.  L'auteur 
traite  le  problème  dans  le  cas  des  quintiques  au  moyen  d'un  calcul  symbo- 
lique, en  utilisant  certains  résultats  de  .M.  Stephanos.  Les  formules  trouvées  lui 
servent  à  déterminer  la  biquadratique  apolaire  commune  à  deux  quintiques. 

('  )  Voir  Bull,  des  Sciences  math.,  t.  XXXVII,,  p.  8.'). 
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Gerbaldi  (/"•).  —   Sur  les    courbes    planes    du    troisième    ordre 

(19-25). 

En  s'appuyanl  sur  des  résultais  dus  à  Cicbscli  et  Gordan,  l'auteur  détermine 
l'enveloppe  de  la  droite  polaire  d"un  point  pai-  rapport  à  une  culiique  plane, 
<|uand  le  pôle  parcourt  une  courbe  du  faisceau  syzygélique  :  celui-ci  comprend 
deux  courbes  pour  lesquelles  renvcloppc  est  la  cayleyennc. 

Marcolongo  (/?.).  —  Sur  un  point  de   la  tli(''orie  de  la  rotation 
d'un  corps  (2(3-28). 

Marcolongo  (/?•)•  —  Sur  la  rcciierche  des  centres  de  courbure 
des  trajectoires  des  points  d'une  figure  mobile  (29-06). 

Construction  de  Boltilier  et  Savarj',  établie  par  l'élude  de  l'accélération  des 
points  d'une  figure  mobile  dans  un  plan. 

Gehbia.  —  ?S^otice  sur  Giuseppe  Albeggiani,  président  du  Cercle 
mathématique  de  Palerme  (09-47). 

(juccia  {G.-B.).  —  Deux  propositions  relatives  aux  involutions 
d'espèce    quelconque    admettant    des    singularités    ordinaires 

(49-60). 

Quand  on  considère  sur  une  droite  une  série  K  fois  infinie  de  groupes  de  n 
points  (n=K),  tels  que  K  points  arbitraires  déterminent  un  seul  groupe  de 
la  série,  celle-ci  est  dite  involulion  de  degré  n  et  d'espèce  (ou  rang)  K.  Elle 
possède  en  général  (K -(- i)  (« — K)  points  (  K  ^- i)-uples.  L'auteur  définit  les 
singularités  ordinaires  cV une  involution  et  montre  comment  leur  introduction 
dans  une  involulion  modifie  le  nombre  des  points  multiples  en  question. 

Viva/iti  (G.).  —  Sur  l'application  de  la  fonction  elliptique  jjm  à 
la  lliéorie  des  polygones  de  Poncelet  (61 -^4)- 

Héinonstration  simple,  à  l'aide  de  yii,  des  résultais  de  Jacobi;  cas  où  les 
fonctions  elliptiques  dégénèrent. 

Torelli  {G.)  —  Sur  les  déterminants  de  fonctions  (75-84). 

i'ropriétés  relatives  à  quatre  types  de  dcterminanls  fonctionnels  dans  lesquels 
les  fonctions  se  mettent  sons  la  forme  d'un  produit  de  facteurs. 

Castelnuovo  (G.).  —  Sur  les   multiples  d'une    série   linéaire  de 
groupes    de     points    appartenant     à     une     courbe     algébrique 
(89-Mo). 
Sur  une  courbe  algébrique  C„  d'ordre  «,  dans   un  espace  E^  à  /■  dimensions, 


HKVUE    DKS    PUBLICATIONS.  io3 

les  variétés  V  à  /  —  i  dimensions  et  d'ordre  k  déterminent  une  infinité  de 
groupes  de  kii  points,  constituant  une  séiie  linéaire.  La  dimension  de  celle-ci 
et  le  nombre  ainsi  défini  :  toute  variété  V  passant  par  i\-^  i  points  de  C„  contient 
celte  courbe  tout  entière.  Si  C„  est  de  genre  p  et  n'a  pas  de  points  multiples, 
r)n  a  i\=  kn — /?,  à  la  condition  que  k^  n — 2.  Si  /.' <  h  —  2  la  diliérence 
kn  —  p  —  /,.  est  =  o,  et  sa  valeur  est  ^  -rt  —  p.  t  étant  le  genre  maximum  d'une 
courbe  d'ordre  n  dans  E^.  L'auteur  traite  également  le  cas  des  courbes  à 
points  multiples.  Dans  ce  Mémoire,  il  emploie  deux  métliodes  dillércnles  dont 
l'une,  d'une  nature  élémentaire,  conduit  à  la  détermination  du  nombre  Tt,  et 
permet  de  montrer  que  le  nombre  maximum  des  points  doubles  de  C„  dans  E^ 
est  X  —  p. 

Ldiiricella  (G.).  —  Sut-  les  fonctions  Jiypergéométricjiies  à 
plusieurs  vai'iables  (i  i  i-i58). 

M.  Appell  a  généralisé  la  fonction  hypergéométrique  à  une  variable  de  Gauss, 
en  introduisant  quatre  fonctions  hypergéomctriques  à  deux  variables.  L'auteur 
élargit  encore  cette  conception,  en  envisageant  des  fonctions  à  un  nombre  quel- 
conque n  de  variables  :  leur  nombre  croit  très  vile  avec  n  (4  pour  n  =  2, 
I '1  pour  «  =  o),  aussi  l'auteur  n'étudie  que  les  plus  importantes.  Il  a  surtout 
pour  objet  de  montrer  comment  on  peut  les  construire  par  des  séries,  d'étu- 
dier le  champ  de  convergence  de  celles-ci,  de  définir  les  fonctions  par  un  sys- 
tème d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  de  les  représenter 
par  des  intégrales  définies  et  d'établir  les  relations  qui  les  lient. 

Montcsano  {D.).  —  Représentalion,  sur  un  plan,  des  congruences 
de  droites  du  second  ordre  pourvues  de  lignes  singulières 
(•59-177). 

L'auteur  démontre  que  toute  congruence  telle  est  représenlable  d'une  manière 
univoque  sur  un  cône  de  rayons;  puis  il  en  déduit  la  représentation  univoque 
sur  un  plan  des  cinq  types  de  congruences  suivants  :  1°  génératrices  des  qua- 
driques  d'un  faisceau  dont  la  base  admet  un  point  double  ou  se  décompose  en 
deux  coniques;  2"  droite  sappuyant  sur  une  courbe  unicursale  d'ordre  «  et  sur 
une  droite,  ayant  en  commun  n  —  2  points;  3°  droites  tangentes  à  une  surface 
d'ordre  n.  qui  a  une  droite  {n  —  2)-iiple,  et  coupant  cette  droite;  4°  système 
simplement  infini,  rationnel  et  d'indice  2,  de  faisceaux  de  droites  ayant  un 
rayon  commun:  5»  faisceaux  plans  de  rayons  tangents  à  un  cône  de  deuxième 
classe  et  ayant  leurs  sommets  sur  une  courbe  rationnelle,  correspondant  point 
par  plan  au  cône. 

Pour  chacune  de  ces  congruences,  l'auteur  étudie,  sur  le  plan  de  représenta- 
tion, l'involution  constituée  par  les  couples  de  points  qui  correspondent  aux 
roupies  de  rayons  de  la  congruence  issus  des  points  singuliers  d'un  plan  arbi- 
traire. 

Geibaldi   {F.).    —   L'équalion    du    vingt-qualrième   degré    dont 
dépend  la  reclierclic  des  points  d'inflexion  d'une  courbe  géné- 
rale du  quatrième  ordre  (i  jS-190). 
.\  tout  point  d'une  quariique  on  peut  faire  correspondic  une  tangente  à  une 
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conique,  et  réciproquement  à  chaque  tangente  à  une  conique  C.^  on  peut  faire 
correspondre  ses  quatre  pôles  par  rapport  à  une  cubique  Cj  :  C^  et  Cj  étant 
arbitraires,  le  lieu  des  pôles  sera  une  courbe  générale  du  quatrième  ordre  C^. 
La  hessienne  de  la  cubique  est  une  fonction  dont  le  carré,  en  un  point  M  de  C,, 
coïncide  avec  la  valeur  qu'elle  prend  au  point  correspondant  de  C^.  quand  M 
est  un  point  d'inflexion,  et  dans  ce  cas  seul.  Ceci  permet  de  former  l'équation 
cherchée.  Cas  où  C,  est  équianharmonique. 

Giiccia  [G.-B.).  —  Recherches  sur  les  SAStèmes  linéaires  de 
courbes  algébriques  planes  admetlant  des  singularités  ordinaires 
(198-255). 

Ce  Mémoire  est  la  première  Partie  d'une  étude  plus  étendue.  Un  système 
linéaire  d'ordre  n  et  de  dimension  K  est  constitué  par  une  série  Iv  fois  infinie 

1  I         1.      I  •  ,■  •  .    «  (/?  -I-  3  )       ,.  ...  ,         ,, 

de  courbes  d  ordre  «,  satisfaisant  a Iv  conditions,  de   telle  sorte 

2 

que  par  K  points  arbitraires  il  ne  passe  qu'une  courbe  du  système.  Dès  lors.  O 
étant  un  point  du  pian,  supposons  que  :  1°  la  courbe  générale  C  du  système 
admette  O  comme  point  d'ordre  /•  à  tangentes  distinctes;  1"  si  l'on  appelle 
U„,  (m  —  I, —  s  <  /■)  les  branches  issues  de  O  d'une  courbe  fixe  arbitraire  du 
système,  C  ait  avec  U„,  un  contact  d'ordre  ff,„>o;  3°  les  /•  tangentes  en  O  à  C 
forment  une  involution  de  degré  x  (  ^  K  ou  %  r  —  5,  suivant  que  K  ^  ou  >  /• —  s  . 
On  dit  alors  que  le  système  admet  en  0  une  singularité  ordinaire 

[;•,  s(T,,...5.v),  -/.]. 

C'est  un  tel  s^'stème  que  l'auteur  étudie  :  il  démontre  notamment  que  celui-ci 
contient  en  général  au  moins  une  courbe  admettant  /' -!- p  branches  en  0  et 
ayant  en  ce  point  un  contact  d'ordre  5«,  avec  L»,.  Puis  il  généralise  un  théorème 
de  Cremona,  donne  de  nombreuses  applications  et  termine  par  l'étude  de  la 
jacobienno  de  trois  courbes,  d'une  courbe  et  d'un  faisceau,  d'un  réseau. 

Pennac/iiclti  i^G.).    —   Sur  le  frottement  (256-262). 

Guccia  (G.-B.).  —  Une  définition  synthétique  des  courbes 
polaires  (26.3-2-2). 

Soient  R  une  droite  arbitraire  du  plan  et  9„_,  un  faisceau  de  «  —  /  droites 
issues  de  P  (/  =  o,  i,  . . .  n  —  i)  :  la  deuxième  polaire  de  P  par  rapport  à  une 
courbe  C  d'ordre  «  est  la  courbe  d'ordre  h  —  /•,  qui,  avec  les  faisceaux  »„,  '■5„_,,  .-. 
®„_r+ii  constitue  le  lieu  des  points  où  les  droites  issues  de  P  ont  un  contact 
d'ordre  /■  avec  les  courbes  du  système  linéaire,   d'ordre  n  et   de  dimension  .r, 

Pennachû'tti  (G.).  —  Sur  les  solutions  coniuiunes  à  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  du  preinlcr  el  du  second 
ordre  à  plus  de  deux  variables  indépendantes  {'2-'À-9.-Ç)). 

Pennachielti  (^G.).  —  Sur  les  solutions  con)iuunes  à  trois  éipia- 
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lions  aux  dérivées  j)artielles  du  troisième  ordre  à  deux  variables 

(280-287). 

Généralisalions  d'une  méthode  de  Bianelii  (Lincei,  iSsG)  dans  le  eas  de  deux 
varial)les. 

A/orra  (G.).  —  Quelques    considérations    relatives    à   1  équation 

r  —  -h  —  =  o  (288-200). 

az         (iy         dz  ^  ^    ' 

Etude  de  celte  équation  ^ans  recourir  à  la  théorie  du  dernier  multiplicateur. 

Pieri  [M.).    —    Les  transformations  rationnelles  de  l'espace  inhé- 
rentes à  une  conique  (2(j7-3o()). 

('■énération  et  caractères  projectifs  des  transformations  crémoniennes  de 
l'espace  les  plus  générales,  dans  lesquelles  la  droite  joignant  deux  points  homo- 
logues touche  une  conique  donnée  et  ne  contient  pas  en  général  d'autres  points 
lio  m  dogues. 

Kohn  (G.).  —   Une  définition  des  polaires  (ooj-SoS). 

Extrait  d'une  lettie  à  M.  G.-IJ.  Guccia.  Étant  donné  le  système  linéaire 
déterminé  par  une  courbe  C„  et  les  courbes  d'ordre  n  ayant  en  P  un 
point  {n  —  /-î- i)-uple,  envisageons  les  courbes  de  ce  sjstème  n'admettant  pas 
P  comme  point  nuiltiple  d'ordre  =« — r-hi.  Le  lieu  de  leurs  points  multiples 
d'ordre  /• -i- 1  est  la  /■*  polaire  de  P  par  rapport  à  C„. 

M.  Gf.vuey. 


•lOURNAL  FUR  UIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 
Tome  CXL.   191 1  ('). 

Schiir  (J.).   —  Remarques  sur  la  théorie  des  formes  bilinéaires 
bornées  à  une  infinité  de  variables  (1-28). 

Cet  article  se  rattache  à  la  théorie  des  formes  bilinéaires  bornées  de  Hilberl. 
Une  forme  bilinéairc 

/'■'/  =  « 
à  coefficients  a      complexes,  est  dite  bornée  si  l'on  peut  trouver  un  nombre 

(')  Jii//l.  des  Sciences  matliém.,  t.  X\\V1._,  p.  iii-i^'). 
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positif  M  tel  qu'on  ait  linùgalité 


2    «,W^,.>'<, 


M, 


pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  n   et  pour  toutes  les  valeurs  complexes  des 
variables  j:,,  37;,  . . .,  x,,:  ^'^.  y.,  ...,  v„qui  satisfont  aux  inégalités 


•...-^IxJ^Si, 


r,  ^-^•••+lr,.PS> 


1.  L'auteur  rappelle  quelques  résultats  connus.  Pour  que  la  forme  bilinéaire  A 
soit  bornée,  il  faut  que  les  séries 

l«,,i  P+l  ^i'-^----'  l«wP-^-|  «:,!'  +  •  ••  (y?,  ^  =  1,2,  ...) 

soient  convergentes  et  que  leurs  sommes  soient  inférieures  à  un  nombre  fixe. 
Si  les  séries  2.  I  ^rn  I'  ^^nt  toutes  convergentes,  la  forme  bilinéaire  A  admet 

r 

une  norme  N(A);  c'est,  par  définition,  la  forme  d'Hermile 


ou  I  on  a 


C  = 


/■-'/  =  • 


(y;.  7  =  1.  2,  ...) 


cette  forme  d'Hermile  résulte  de  la  composition  des  deux  formes 


^'=   Z   ^'^r^n^  ^ 


"v.,^py. 


r.<j:=i 


i',<r- 


Pour  qu'une  forme  bilinéaire  soit  bornée,  il  faut  cl  il  suffit  qu'elle  admette 
une  norme  bornée;  la  borne  supérieure  de  N(A)  est  alors  le  carré  de  la  borne 
supérieure  de  A. 

Si  A,  B,  ...  sont  des  formes  biliiiéaircs  en  nombre  fini  qui  admettent  des 
normes  et  si  la  somme  H  de  leurs  normes  est  bornée,  chacune  des  formes  est 
bornée;  de  plus,  la  borne  supérieure  de  chacune  des  formes  est  au  plus  égale 
à  la  racine  carrée  de  la  borne  supérieure  de  H. 

2.  La  forme  bilinéaire  A  est  dite  absolument  bornée  si  la  forme  bilinéaire 
-  I  «,„,  I  ^,,}',,  ^st  bornée. 

Si  les  séries 


sont  toutes  convergentes  cl  inférieures  à  un  nombre  (i\e,  la  forme  A  est  abso- 
lument bornée.  De  plus,  si  -„l-Ç,  l'„%'/.i  'a  borne  supérieure  de  A  est  au  plus 
égale  à  v'C/.-  Ce  théorème  ne  serait  plus  vrai  si  l'on  supposait  seulement  que 
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les  séries   7    |  a     |'+?,  \    (  a^^  |'+?  sont,  pour  cliaque  valeur  positive  de  p,  oon- 

/■  =  1  /•  =  1 

vergentes  et  inférieures  à  un  nomjjre  fixe  (dépendant  de  0). 

Si 

p. '1=1  /'■'/-! 

sont  deux  formes  biiinéaires  bornées,  la  forme 

p.'/  =  i 

est  absolument  bornée;  sa  borne  supérieure  est  au  plus  égale  au  produit  des 
bornes  supérieures  de  A  et  de  B. 

Si  les  coeflicients  a  d'une  forme  bilinéaire  bornée  sont  tous  inférieurs  en 
module  à  un  nombre  positif  a  et  si /{x)  est  une  série  de  puissances  absolu- 
ment convergente  pour  x  =^  a,  la  forme 

/'.'/  =  • 
est  aussi  bornée. 

3.  L'auteur  dit  qu'un  système  de  coefficients 

"P7  ip^q  =  1.2.  ...) 

constitue  u/t  système  de  multiplicateurs  pouf  les  formes  bilinéaires  bornées, 
si  la  forme  bilinéaire  —o.„„Up,,x  y  est  bornée  en  même  temps  que  la  forme 
bilinéaire  YLa  x  y  .  Si  u  et  v  sont  deux  systèmes  de  multiplicateurs,  il  en 
est  de  même  des  systèmes  ou     +  bv     et  £'„.»',. 

Il  existe  deux  classes  particulièrement  importantes  de  systèmes  de  multipli- 
cateurs. 

Les  systèmes  de  la  première  classe  sont  fournis  par  les  coefficients  /(  des 
formes  il'nermite  définies  pour  lesquelles  les  coefficients  (réels)  /«,,,  h.^^.  ... 
admettent  une  borne  supérieure  finie  h.  Si  la  borne  supérieure  de  la  forme 
bilinéaire  bornée  —cix  y  est  égale  à  2.  la  borne  supérieure  de  la  forme  bili- 
néaire ^a„„h„„x„y„  est  au  plus  égale  à  <xh. 
ri    ri    p-'  1  . 

On  obtient  d'autres  systèmes  de  multiplicateurs  en  considérant  deux  suites 

/,(0.  g,,{n     (/'  =  ■- 2, ...) 

de  fonctions  complexes  de  la  variable  réelle  (,  telles  que  les  modules  des  pro- 
duits de  deux  quelconques  de  ces  fonctions  soient  intégrables  dans  l'inter- 
valle a  S.  t  1  b.  Si  alors  il  existe  deux  nombres  jx  et  v  tels  qu'on  ait  les 
inégalités 

f    \f,,V-dt^^,  f   \g,V-dt<^,         (p  =  ,,2,...), 

<J  (i  'J  a 

les  nombres 
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forment  un  système  de  multiplicateurs  pour  les  formes  bilinéaires  bornées.  Si 
la  forme  bilincaire  ^a    x  y    admet  la  forme  supérieure  a,  la  borne  supérieure 

de  la  forme  -a  ,,v„„x„y„  est  au  plus  é^aic  à  -a(a-i-v). 

/"?     l'I      P''  1  '  "-  2 

].  L'auteur  démontre  un  théorème  élémentaire  sur  les  formes  d'Hermite 
définies.  Si 

n  n 

A  ^=     7     a    X  X  ,         B  ■=      T    b    X  X  \a^=a,b=b) 

^      p-î    ;'    1'  _^     F'i    1     '1  ^    PI         'ip^    F'i         1P' 

sont  deux  formes  d'Hermite  déllnios  (non  négatives),  il  en  est  de  même  de  la 
forme 

n 

/'■'7  =  l 

Si,  de  plus,  a  et  a'  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  racines  caracté- 
ristiques de  la  forme  A,  6  et  6'  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  coefficients  ^.,, 
6;;,  ...,  6„„,  toutes  les  racines  caractéristiques  de  C  sont  comprises  entre  a' 6' 
et  ixb. 

Il  existe  un  théorème  analogue  sur  les  noyaux  d'Hcrmite  définis  (non 
négatifs);  on  désigne  sous  ce  nom  une  fonction  complexe  continue  K{s,  t)  des 
variables  réelles  5  et  t,  telle  que  K(.s,  t)  et  \\.{t,s)  soient  complexes  conju- 
guées et  que  Tintégralo  double 


l{x)  =  I       I      K{s,t)x{s)x{t)ds 


dt 


ait  une  valeur  non  négative,  quelle  que  soit  la  fonction  continue  j;(,s).  D'après 
cela,  si  K  («,  <)  et  L(s,  <)  sont  deux  noyaux  d'Hermile  définis  non  négatifs,  il 
en  est  de  même  de  leur  produit  K(5,  t)  h{s,  t). 

5.  Ililbcrt  a  démontré,  à  l'aide  de  la  formule 

>     ( 1 )^„y,=  —    I  t\':ù' x„sinpt  —  r„co%pt)]- dt, 

que  les  deux  formes  bilinéaii'es 

^^     p-(j  ^^     p-^q 

sont  bornées.  L'auteur  donne  de  ce  théorème  une  auire  démonstration  ft)ndée 
sur  la  I  onsidération  de  la  somme  des  nr)rmes  de  A  cl  de 


p 
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Cette  démonstration  lui  permet  de  montrer  que  !es  bornes  supérieures  de  A 
et  de  S  sont  au  plus  égales  à  -,  alors  (jue  Hilbert  les  montrait  seulement  infé- 
rieures à  4~  et  27:. 

Plus  généralement  les  formes 


A.=  y 


^pyn 


p.q: 


q-^  t^ 


S-, 


/'■7  =  J 


sont  boi-nées  pour  chaque  valeur  de  a;   leurs  bornes  supérieures  sont,  si  \  est 
entier,  au   plus   égales  à    -:  si  À  n"est   pas   entier,  elles   sont  au   plus  égales 


I  sin  A-  I 
Une  autre  généralisation  est  fournie  par  la  forme  bilinéaire 


:-)=     V     ^P^^  ' 


qui  est  bornée  pour  ;j.  >  i,  sa  borne  supérieure  étant  au  plus  égale  à  -  • 

G.  A  la  forme  A  du   paragi-aplie  précédent  on    peut  rattacher,  d'une  manière 
simple,  la  forme  «juadratique 


■(0=^ 


sin(/)  —  q)t 
P-  '1 


^.^n^ 


qui  est  bornée  et  dont  la  borne  supérieure  est  au  plus  égale  à  — .  D'une  manière 
plus  précise,  cette  borne  supérieure  (pour  o^tSr.)  est  au  plus  égale  au  plus 
grand  des  deux  nombres  f  et  —  —  t. 

La  forme  F(^)  fournit  l'exemple  le  plus  simple  dune  forme  quadratique 
bornée  sans  être  absolument  bornée  (du  moins  si  t  n'est  pas  un  multiple 
de  -). 

La  considération  de  la  forme  F(^)  permet  aussi  à  l'auteur  de  démontrer,  d'une 
manière  simple,  le  théorème  souvent  utilisé  dans  les  recherches  récentes  sur 
les  séries  de  Fourier,  d'après  lequel  l'expression 

I  sin  f        sin  2  ^  sin  nt  \ 


ne  dépasse  pas  une   limite   lixe,  quels  que  soient   n  et  t.  Il  démontre  que  cettt 
limite  est  au  plus  égale  à 

—  I         I 

-  +--t--  =  2,3S9.... 


On  a  de  même  l'inégalité 


V  : 

a=  1 
valable  quels  que  soient  ni  el  /. 


^    s  i  n  f  .l 'j.  —  1  )  ^ 


Vi.  SliCONOE   PAin  lE. 

7.    Soit   K{s.t)    une  fonction   réelle   des    aigumenls   positifs  5.  t  satisfaisant 
aux  conditions  suivantes  : 

a.  l\.{s,  t)  n'est  jamais  négatif  et  est  homogène  de  degré  — i. 
p.  Dans  chaque  domaine  fini 

o<a£sSft,         o<,a^tSb, 

K(s,  /)  est  intégrable  (au  sens  de  Uieniann). 
v.  L'intégrale 


Ja  V*'  '^o  s'^  •-'I  S  •î 

a  une  valeur  finie. 
S'il  en  est  ainsi,  si  l'on  désigne  par 

a,,     a„,     . . .;  b^,    b... 

des  nombres  positifs  quelconques:  si  l'on  pose 

s„  =  Oi-i-  a.-T-.  ■  .-h  a„,  /„  =  b^-^  b.,-h . .  .-h  6„, 

la  forme  bilinéaire 


ilc/s 


/','7 

est  bornée  et  sa  borne  supérieure  est  au  plus  égale  à  /.. 

On  a  un  résultat  plus  simple  si  l'on  astreint  la  fonction  li{s.()  à  la  condi- 
tion supplémentaire. 

ô.  K(s,  t),  pour  s  fixe,  ne  croit  pas  avec  t  et,  pour  /  fixe,  ne  croit  pas  avec  *. 

Dans  ce  cas,  la  forme  bilinéaire 

/'■'/  =  » 

est  bornée  et  sa  borne  supérieuie  est  au  plus  égale  à  /. 

Plus  particulièrement  encore,  si  l'on  prend  a„  —  b^=i,  on  obtient  lu  forme 
bilinéaire  ÏIIv(/>,  i7)a:,_)'  ,  qui  est  bornée,  et  sa  borne  supérieure  est  exacte- 
ment égale  à  le. 

Ces  résultats  se  g<'-néralisent  pour  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  do 
variables. 

Fi/rliva/if^ler  [Pli.).    —    Sur  les   nombres  de   classes  des  corps 
de  la  division  du  cercle  (^'>.C)-'6>.) . 

II.  \\  cher  a  démontré  que  le  nombre  des  classes  du  corps  des  racines  (a")'"""* 
de  l'unité  est  impair.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  plus 
général  suivant,  que  l'auteur  ilémonlre  par  une  méthode  de  récurrence  : 

Si  l  est  un  nombre  premier  quelconque,  pour  que  le  nombre  des  classes 
du  corps  des  racines  (/«)■''""  de  l'unité  soit  di\isible  par  /,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  nombre  des  classes  du  corps  des  racina  i''""  de  l'unité  soit  di\isible 
par  l. 
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Sfar/n  [Rudolf).  —  Sur  la  |;énéralion  due  à  Jacobi  des  surfaces 
du  second  degré  (33-47  V 

.lacobi  (même  Journal,  l.  XII,  p.  l'î-)  a  indi(|ué  la  génération  suivante  (l<s 
surfaces  du  second  degré  : 

Étant  donnés,  dans  un  espace  -,  trois  points  A.  V,,  A^;  dans  un  autre 
espace  S',  trois  points  B'  B', ,  B',.  ou  considère  dans  —'  un  point  X'  et  les  trois 
sphères  de  centres  B',  B\,  B'„  passant  par  X';  les  trois  sphères  de  centres  A, 
A,,  A;,  qui  leur  sont  respectivement  égales,  se  coupent  en  deux  points  X,  X. 
Ces  deux  points  engendrent  une  quadrique,  quand  X'  décrit  un  plan. 

Le  cas  le  plus  intéressant,  qui  a  été  étudié  par  plusieurs  géomètres,  est  celui 
où  le  plan  décrit  par  le  point  X'  coïncide  avec  le  plan  B  B,  Bf,. 

On  peut  plus  généralement  se  proposer  Tétude  de  la  transformation  qui  fait 
correspondre  au  couple  des  points  d'intersection  de  trois  sphères  de  centres  B', 
B(,  B!,,  le  couple  des  points  d'intersection  des  trois  sphères  égales  de  centres  A, 
A,,  A^.  Les  plans  Q,  <1>' des  triangles  AA,A2,  B'B'jBl,  sont  des  plans  de  sjmétrie 
pour  deux  figures  correspondantes.  L'auteur  a  précédemment  démontré  qu'à 
une  droite  d'un  espace  correspond  dans  l'autre  une  conique  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  d'où  résulte  facilement  le  théorème  de 
Jacobi. 

A  un  plan  l-'  de  1  qui  passe  par  le  point  B'  correspond  une  quadrique  de  S 
telle  que  le  point  V  appartienne  à  la  focale  de  cette  quadrique  située  dans  le 
plan  principal  ii.  \u  plan  <1>  lui-même  correspond  une  i|uadrique  '!>-  dont  l'une 
des  focales  passe  par  les  trois  points  A,  A,,  A.,. 

A  chaque  splicre  de  S',  ayant  son  centre  dans  le  plan  il>',  correspond  une  sphère 
de  S  ayant  son  centre  dans  le  plan  il;  les  centres  des  deux  sphères  se  corres- 
pondent par  une  ajfîitité  (A.  B  )  qui,  en  particulier,  fait  correspondre  aux 
points  B',  B',,  b:,  les  points  A,  A,,  A„.  Il  existe  une  double  infinité  de  sphères 
de  2'  auxquelles  correspondent  des  sphères  égales  de  H;  plus  particulièrement, 
il  existe  une  simple  infinité  de  faisceaux  de  sphères  concentriques  de  'Z'  auxquels 
correspondent  des  faisceaux  de  sphères  concentriques  égales  de  1;  les  centres 
de  ces  sphères  engendrent,  dans  <P',  une  conique  (  B'  )  qui  passe  par  les  points  B  , 
B', ,  Wr,  dans  il,  une  conique  (A)  qui  passe  par  A.  A,,  A,  et  qui  est  affine  de  (B'  ) 
dans  l'affinité  (A,  B).  La  conique  (A)  est,  par  suite,  celle  des  focales  de  la 
quadrique  <t>-  (transformée  du  plan  4»)  qui  se  trouve  dans  le  plan  il. 

La  transformation  considérée  donne  naissance  à  une  autre  affinité  des  plans  i^ 
et  4>'.  Un  couple  de  points  symétriques  par  rapport  à  *'  et  situés  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  plan  <!>'  en  un  de  ses  points  F'  est  transformé  en  un 
couple  de  points  symétriques  par  rapport  à  il  et  situés  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  plan  il  en  un  de  ses  poinis  V.  Le  point  F  ne  dépend  que  du  point  F" 
et  il  existe  entre  ces  deux  points  une  correspondance  affine;  c'est  ce  que  l'auteur 
appelle  Vaffinite  (F,  F').  Dans  cette  affinité,  les  points  A  et  B'  ne  se  corres- 
pondent pas. 

Grâce  à  l'affinité  (F,  F),  on  peut  donner  de  la  transformation  étudiée  une 
nouvelle  détinilion.  A  deux  points  X',  X  ,  intersection  d'une  sphère  de  centre  15' 
avec  la  perpendiculaire  élevée  en  F'  au  plan  <!>',  correspondent  les  deux 
points  X,  X  d'intersection  de  la  sphère  égale  décentre  A  avec  la  perpendiculaire 
élevée  au  plan  au  point  F,  transformé  de  F'  dans  l'affinité  (F,  F'). 

Cette  nouvelle  définition  permet  de  montrer  très  simplement  que  la  section 
de  la  quadrique  «I»',  par  son   plan  principal  ii,  est  toujours  réelle.  De  plus,  c'est 
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une  hyperbole  ou  une  ellipse  suivant  ([ue,  dans  l'affinité  (F,  F')^  il  existe  ou 
non  des  droites  réelles  correspondantes  sur  lesquelles  les  segments  correspon- 
dants sont  égaux.  On  voit  enfin  que,  si  la  section  de  'p-  par  £î  est  une  ellipse, 
la  quadrique  »I>^  est  un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  si  cette  sec- 
tion est  une  hyperbole,  la  quadrique  <I>-  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  nu 
à  une  nappe.  Le  plan  tî  est  celui  des  plans  principaux  de  <^-  qui  contient  relie 
des  focales  réelles  qui  est  de  la  même  espèce  que  <l>-  dans  la  famille  des  surfaces 
homofocales  à  <P^. 

A  une  génératrice  rectiligne  de  *^  et  à  sa  symétrique  par  rapport  à  ii  cor- 
respond une  droite  double  de  <P'  et  cette  droite  enveloppe  une  conique. 

L'auteur  passe  ensuite  à  l'élude  des  surfaces  E^  qui  correspondent  aux  plans  K' 
de  2'.  Tout  d'abord,  si  E'  touche  la  quadrique  iV-  (transformée  du  plan  12), 
la  quadrique  E-  se  réduit  à  un  cône. 

A  deux  génératrices  de  E-  symétriques  par  rapport  à  Q  correspondent  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à  <I>'.  On  obtient  ainsi,  dans  2  et  2',  deux 
complexes  de  droites  du  second  degré  T-,  T-,  respectivement  symétriques  par 
rapport  à  Î2,  <!>'  et  tels  qu'à  deux  droites  symétriques  de  l'un  correspondent 
deux  droites  symétriques  de  l'autre.  Les  droites  de  ces  complexes  sont  les  géné- 
ratrices des  quadriques  de  chaque  espace  qui  correspondent  aux  plans  de 
l'autre.  Ils  sont  aussi  foi  niés  des  tangentes  aux  sur/aces  «t-  et  il"-. 

Toute  droite  g  du  complexe  T-  appartient  à  une  simple  infinité  de  surfaces  E^ 
qui  correspondent  à  un  faisceau  de  plans  de  2'.  In  cas  particulièrement  inté- 
ressant est  celui  où  ce  faisceau  de  plans  a  pour  axe  une  droite  e  de  <!>'.  Dans 
ce  cas,  les  surfaces  E-  constituent  un  faisceau  (e-)  de  quadriques  tangentes  à  <^■^ 
le  long  de  la  section  de  <I>-  par  un  plan  i^erpendicuiaire  à  Si.  Un  tel  faisceau  (e-) 
contient  un  paraboloïde,  qui  est  sûrement  elliptique  si  «I>- est  un  ellipsoïde.  Les 
surfaces  réelles  de  ce  faisceau  proviennent  non  seulement  des  plans  réels  du 
faisceau  d'axe  e',  mais  encore  de  certains  plans  imaginaires.  L'auteur  étudie 
l'ordre  de  succession  des  quadriques  du  faisceau  (e-)  en  partant  de  la  qua- 
drique <i>-  et  y  revenant,  en  discutant  la  nature  de  ces  quadriques  (ellipsoïdes, 
hyperboloïdes  à  une  nappe,  etc.  ). 

Fischer  {Ernst).  —  Sur  les  svslèmes  tic  modules  algcbri(|ues  cl 
les  équations  aux  dérivées  partielles  liuéaii'es  et  lioniogènes 
à  coefficients  constants  (48-81). 

Introduction.  —  l'tant  donné  un  p<jlynome  /(.r,,  x.^  ...,  :r„),  l'aulcui- 
désigne  par  la  notation 

/     >  1  •  •  •  1  // 

\  ().L\      ().V,  <JX„  / 

la    combinaison    linéaire   des  dérivées    parliellcs   de    la    fonction    1/   nbienue   en 

remplaçant  chaque  monôme  A  .z"'.?"- . . .  .z""  par  A • 

'     ■  "    '  <lr'^>  . . .  oxy 

Si  U  satisfait  à  l'équalion  aux   dérivées  |iai'lirllcs 

il  en  est  fie  mèuie  de  toutes  ses  (lcri\(iti<ins  v  ~  h  (  —  )//.  où  /•  (.r)  est  un  nol\- 

\('xj  '      • 
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nome  quelconque.  Do  plus,  u  satisfait  à  toutes  los  équations 


-(;ê;)"  =  "' 


\ôx 

où  g{x)  est  un  polynôme  quelconque  divisible  par/fj^). 

^\  f{x)  est  une  forme  (polynôme  homogène)  «le  dimension  m  et  si  l'on  ne 
considère  que  les  fonctions  u  qui  sont  elles-mêmes  des  formes  de  dimension 

//i  -H  |x  ^  m,  l'équatiou  /(  —  |  m  =  o  est  équivalente  au  système  des  équations 

Ks)"  =  «- 

où  ¥{x)  désigne  toutes  les  formes  de  dimensions  m  +  u.  divisibles  par /(x). 
L'ensemble  des  formes  de  dimension  p  fl'un  domaine  quelconque  de  formes  rS 
est  désigné  parrS(y>).  Enfin  la  notation  y(:c)  désigne  la  forme  qu'on  obtient 
en  remplaçant,  dans  la  iormc  f{x),  tous  les  coefficients  par  leurs  complexes 
conjugués. 

1.  Faisceaux  linéaires  de  formes.  —  Après  avoir  défini  un  faisceau  linéaire  de 
formes  et  son  ordre,  l'auteur  convient  de  dire  que  deux  faisceaux  linéaires  de 
formes,  toutes  de  même  dimension  p,  sont  complémentaires  quand  toute  forme 
de  dimension  p  peut  être  regardée  d'une  manière  et  d'une  seule  comme  la 
somme  d'une  forme  du  premier  faisceau  et  d'une  forme  du  second  faisceau. 

Deux  formes  de  même  dimension  f{x)  et  '-fix)  sont  dites  orthogonales 
lorsque  leurs  coefficients  satisfont  aux  deux  relations  (d'ailleurs  équivalentes 
entre  elles) 

f(ly,ix)  =  o,     i^{±)fix)  =  o. 

Une  forme  ne  peut  être  orthogonale  à  elle-même  sans  être  identiquement 
nulle. 

Si  X  est  un  faisceau  linéaire  de  formes  de  dimension  p,  l'ensemble  il!)  des 
formes  de  même  dimension,  orlliogonales  à  toutes  les  formes  de  c^U,  constitue 
un  faisceau  linéaire  complémentaire  (\e<ÀB,  et  réciproquement.  Toute  forme/(a?) 
peut  ainsi  être  représentée  comme  une  somme  <f{x)  ■+-  F {x)  d'une  forme  F{x) 
de  îHd  et  d'une  forme  a  (a:),  orthogonale  à  toutes  les  formes  de  JU  :  la  forme  ta  (:r) 
s'appelle  le  résidu  clebschien  àef{x)  par  rapport  à  X. 

Ces  considérations  peuvent  se  généraliser  en  ne  considérant  que  les  formes 
d'un  faisceau  linéaire  S;  on  définit  alors  deux  faisceaux  linéaires  -l>  et  lll) 
complémentaires  en  S,  etc. 

2.  Le  résidu  clebschien  d'après  un  système  de  modules.  —  Etant  donné  un 
système  de  formes  fi{x),  . . .,  fy{x),  on  dit  que  deux  formes  f{x)  et  !p(a;) 
sont  congrues  par  rapport  au  système  de  modules  [/,  (^),  ...,/,<  (a?)]  lorsque 
la  didérence  f{x)  —  '•>{x)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f{x)  -  o{x)  ^  Q,{x)  f,{x)  -^  . . .+  Q,{x)f,{x). 

Un  système  de  résidus  par  rapport  à/,  (a:),  . . .,  f.^{x)  est  un  ensemble  ttl 
de  formes  tel  que  toute  forme  soit  congrue  à  une  forme  et  une  seule  de  cet 
ensemble,  par  rapport  au  système  de  modules  considéré.  Le  système  de  résidus 
est  dit  un  faisceau  de  résidus  s'il  forme  un  faisceau  linéaire. 


ii6  SECONDE    l'AlMIK. 

Il  est  facile  de  construire  un  faisceau  de  résidus  particulier;  c'est  celui  qui 
est  formé  par  l'ensemble  M  des  formes  qui  satisfont  aux  équations 

La  forme  de  M,  qui  est  congrue  à  une  forme  donnée  f(x),  s'appelle  le  résidu 
clebschien  de/(^)  par  rapport  k  f^{x),  . . .,  f^{x). 

3.  Théorèmes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Lauleur 
démontre,  dans  ce  paragraphe,  quelques  théorèmes  utiles  pour  la  suite. 

Pour  que  l'équation 

soit  une  conséquence  du  système  d'équations 

il  faut  et  il  suffit  que  g{x)  soit  congrue  à  zéro  par  rapport   au  système  de 
,  modules  {f,{x),  ...,/,  (a;)]. 
•   Pour  que  le  système 

•^•(^)"  =  "'     ••••      -^«(;è)"  =  « 

n'admette  comme   intégrales    que   des  polynômes,  et  pour  que  ces  polynômes 
soient,  en  outre,  tous  de  degré  inférieur  à  jx,  il  faut  et  il  suffit  que  les  n  formes 

x\,  x'-^ X'^^  soient  toutes  congrues  à  zéro  [mod/,(j7),  . . .,  /^{x)]. 

Pour  que  le  même  système  d'équations  n'admette  comme  intégrales  que  des 
polynômes  dont  les  degrés  soient  inférieurs  à  un  nombre  fixe,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  système  d'équations  algébriques 

/,(a;)  =  o,         ....        f^{x)  =  o 

n'admette  pas  d'autre  solution  que 

.r,  —  a".,  =  . . .  =  a;„  =  o. 

4.  Le  problème  algébrique  du  système  fondamental.  —  Klant  données 
t.  formes  f^(x),  ....  /^{x)  dont  aucune  n'e^t  de  dimension  zéro,  ces  formes 
définissent  un  domaine  d'intégrité  ^  formé  de  toutes  les  fonctions  rationnelles 
entières  à  coefficients  constants  de/,(x),  . . .,  /^{x). 

Cela  posé,  on  dit  qu'un  faisceau  linéaire  .'^  de  forme  o(x)  consiitiie  un  sfs- 
tème  fondamental  par  rapport  à  /,(.r),  ....  /y{x),  s'il  satisfait  aux  deux 
conditions  suivantes  : 

I.  Toute  forme /(x)  peut  s'écrire 

/{x)  =  g^(x)  -^^ix)  -+-...+  g,ix)  rv(^)' 
où  g^(x),  ...,  g^{x)  appartiennent  à  -">  et  où  a,  (a:),  ..,,  ï)^(j-)  appartiennent 

à  41. 
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II.  Il  n'existe  aucun  faisceau  linéaire  !^,  contenu  dans  -'^  et  jouissant  de  la 
propriété  précédente. 

La  notion  de  sjstéme  fondamental  par  rapport  aux  formes  y,  (j:^),  ....  f^{x) 
est  identique  à  la  notion  de  faisceau  de  résidus  par  rapport  aux  mêmes  formes. 
On  obtient,  par  suite,  un  système  fondamental  en  prenant  l'ensemble  M  des 
fcirnies  qui  satisfont  aux  équations  aux  dérivées  partielles 

/.(£),(. )  =  o,  ...,  7^(±),(.)=o. 

Si,  en  parliculitr.  v- =  i,  on  voit  que,  étant  donnée  une  forme  /,(^)  de 
dimonsion  dillerenle  de  zéro,  toute  forme /(.r)  peut  être  écrite 

f{x)  =  9„(^)-4--f,fx)/,(.r)--...-T-9,,(.r)[/,(.r)]:-, 
011  les  o(.r)  satisfont  à  l'équation 

et  l'auteur  démontre  que  cela  n'est  possible  que  d'une  manière. 

Ce  dernier  théorème  est  bien  connu  dans  certains  cas  particuliers,  par 
exemple  celui  oii  _/",  =  :r^  -r-  a?;  + . . . -i-  xl. 

ô.  Le  produit  P  des  différences  de  n  variables.  —  On  est  conduit  à  des 
résultats  intéressants  en  prenant  pour  /,(a7),  ...,f.^{x)  les  fonctions  symé- 
triques élémentaires  s,  (a;). ^„i-^)  ^^  ^  variables  :  ces  formes  sont  définies 

par  l'identité  en  a 

fi  — Àx,  )  ...  (i  -^À.r„)  =  I  —  5i(j:)X-t-...-;-  c„(a;)X". 

Le  domaine  d'intégrité  -"^  se  compose  ici  de  toutes  les  fonctions  symétriques 
entières  des  n  variables.  Le  faisceau  de  résidus  .M  a  été  très  simple  :  il  est 
engendré  par  le  produit 

des  différences  des  n   variables  et  de  ses  différentes  dérivées  partielles  de  tous 
les  ordres. 

L'auteur  donne,  de  ce  théorème  intéressant,  deux  démonstrations  diflérentes  : 
l'une  s'appuyant  sur  les  résultats  généraux  obtenus  précédemment;  l'autre, 
plus  élémentaire,  fondée  sur  une  méthode  de  récurrence. 

6.  Notion  et  théorie  de  l'état  de  formes.  —  Un  ensemble  de  formes  5C  est 
dit  former  un  état  :  1°  s'il  contient  toutes  les  constantes:  î"  s'il  contient,  en 
même  temps  que  deux  formes  de  même  dimension,  la  somme  de  ces  deux 
formes;  3°  s'il  contient,  en  même  temps  que  h{x)  et  k{x),  les  formes 


/,{x)hix)     cl     t,{±yi{x). 


Si  /,  (Jc),  f.{x),  ...,  /.j,{x)  sont  des  formes  données,  il  existe  toujours  un 
plus  petit  état  contenant  ces  formes. 
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On  peut  étendre  à  un  état  donné  ,TC  les  considérations  du  numéro  2.  On  en 
déduit  que,  si  la  forme  f{x)  est  congrue  à  zéro  [mod/,(j;).  ....  /r(^)], 
elle  peut  toujours  s'écrire 

f{jr)  =  q,{x)f,{x)  +...^Q,(j;)/,(a7). 

où  les  Q{x)  appartiennent  au  plus  petit  état  contenant  les  formes  /,(x).  ..., 
f.^{x)  et  /{x).  Le  résidu  clebschien  d'une  forme  f{x)  par  rapport  aux 
formes  /^{x),  . . ..  f.^(x)  appartient  également  à  ce  plus  petit  état. 

On  peut  aussi  définir  un  système  fondamental  pour  3C  par  rapport  à  des 
formes  données  f^{x).  ■  ■  ■•  ft{x)  appartenant  à  5C.  Si  aucune  de  ces  formes 
n'est  de  dimension  zéro,  on  obtient  un  système  fondamental  en  prenant 
l'ensemble  A  des  formes  '-fix)  qui  appartiennent  à  CFC  et  qui  satisfont  aux 
équations 

7.  Suite  des  théorèmes  relatifs  au  produit  des  différences.  —  On  obtient 
un  état  de  formes  3C.  particulièrement  intéressant,  en  considérant  toutes  les 
formes  de  n  variables  qui  admettent  un  groupe  donné  G  de  permutations  de 
ces  n  variables.  L'ensemble  A  des  dérivations  homogènes  du  produit  des  dilïé- 
rences  P,  qui  admettent  le  groupe  G,  constitue  un  système  fondamental 
pour  3C  par  rapport  aux  fonctions  symétriques  élémentaires  n, (j;).  ...,  q^{x). 

Si,  en  particulier,  G  est  le  groupe  alterné,  A  est  formé  de  c  et  cP,  où  c  désigne 
une  constante  arbitraire,  et  l'on  obtient  le  théorème  bien  connu  d'après  lequel 
toute  forme /(a;),  qui  n'admet  que  deux  valeurs  distinctes,  est  égale  à 

S,(.r)  -f-S,(a?)P, 
où  S,(j")  et  S2(a^)  sont  deux  formes  symétriques. 

8.  Modules  et  antimodules.  —  L'auteur  appelle  module  dans  un  état  .TC  un 
ensemble  de  formes  appartenant  à  .TC  et  jouissant  des  propriétés  suivantes: 
1°  en  même  temps  qu'une  forme /(x),  il  contient  toutes  les  formes  li{x)f{x), 
h{x)  étant  une  forme  quelconque  de  JC;  2°  en  même  temps  que  deux  formes 
fy{x)  e\.  f.,{x)  de   même  dimension,   il   contient  leur  somme  f^{x) -+-f..{x). 

L'auteur  appelle  antimodule  dans  l'état  JC  un  ensemble  de  formes  appar- 
tenant à  5C  et  jouissant  des  propriétés  suivantes  :   i"  en  même   temps  qu'une 

forme  -six),  il  contient  toutes  les  formes  hl  —  \ti{x),  h{x)  étant  une  forme 

quelconque  de  .TC  ;  '°  en  même  temps  que  deux  formes  'f,(x)  et  o.,{x)  de 
même  dimension,  il  contient  leur  somme  '^y{x)  -f-  3„(x). 

On  appelle  antimodule  résohant  dans  JC  d'un  système  de  formes  rS  appar- 
tenant à  .IC,  l'ensemble  dos  formes  oix)  de  ."ÎC  qui  satisfont  aux  équations 

où  l'on  remplace  f{x)  par  toutes  les  formes  de  rS.  I>e  même,  on  appelle  mo- 
dule résolvant  dans  ."TC  d'un  système  de  formes  il  ap|)arteiiant  à  .IC,  l'ensemble 
des  formes /(a:)  de  JC  qui  satisfont  aux  équations 


f{i 


^j„x)=„. 


où  l'on  remplace  o{.r)  par  toutes  les  formes  de  — . 
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Les  modules  et  les  antiniodules  dans  un  étal  3C  peuvent  être  associés  par 
roupies  (<)1l.  M)  tels  que  dans  chaque  couple  le  module  Ole  soit  le  module 
résolvant  de  M,  l'antimodule  M  étant  l'antimodule  résolvant  de  DTl.  Etant 
donné  un  de  ces  couples,  toute  forme  li{x)  de  .IC  peut,  dune  manière  et  d'uni- 
seule,  être  regardée  coiuine  la  somme  d'une  forme  de  0\L  et  dune  forme  de  M. 

Si  l'état  5C  est  formé  de  toutes  les  formes  possibles,  les  modules  et  anti- 
modules sont  dits  absolus  (schleclitliin).  Tout  module  (ou  antimodule)  dans 
un  état  3C  est  formé  de  l'ensemble  des  formes  communes  à  3C  et  à  un  certain 
module  (ou  antimodule)  absolu.  Étant  donné  un  couple  (OIV,  M')  d'un 
module  et  d'un  antimodule  absolu  réciproques,  si  Ton  décompose  une 
forme  h(x)  appartenant  à  l'état  3C  en  une  somme  d'une  forme  de  OTL'  et 
d'une  forme  de  M',  chaque  terme  de  cette  somme  appartient  à  CK!. 

L'auteur  indique  une  génération  des  modules  et  anlimodules  au  moyen  d'un 
nomhre  Jini  d'éléments.  Si  'Ô\L  est  un  module  dans  l'état  .TC.  on  peut,  en  elfet, 

trouver  dans  .')Il  un  nombre   fini  de  formes  f^{x) f.,{x)  telles  que  Dit 

soit  dans  5C  le  plus  petit  module  contenant  f,{x),  . . .,  f.,{x).  Il  existe  un 
théorème  analogue,  quoique  un  peu  plus  compliqué,  pour  les  antimodules. 

L'auteur  introduit  maintenant  dans  toute  sa  généralité  la  notion  du  domaine 
d'intégrité.  Un  ensemble  de  formes  -"i  est  dit  un  domaine  d'intégrité  : 
1°  s'il  contient  toutes  les  constantes;  2"  s'il  contient,  en  même  temps  que  deux 
formes  de  même  dimension,  la  somme  de  ces  deux  formes;  3"  s'il  contient,  en 
même  temps  que  deux  formes,  le  produit  de  ces  deux  formes. 

Soit  -"5  un  domaine  d'intégrité  dont  toutes  les  formes  appartiennent  à  l'état  3C. 
Un  faisceau  linéaire  J^  de  formes  de  3<!  est  dit  un  système  fondamental  pour  5C 
par  rapport  à  -"^  si  : 

L  Chaque  forme  hix)  de  JC  peut  s'écriic 

h{x)  =  or_(j;)9,(x)-+-...4-£'.,(x)c?,(.r), 

où  les  formes  g{x)  apparlienncnt  à  -">  et  les  formes  ■■^{x)  à  5C. 

n.  Il  n'existe  aucun  autre  faisceau  linéaire  contenu  (l;ins  .(^  et  jouissant  de 
la  propriété  précédente. 

Les  systèmes  fondamentaux  pour  5C  par  rapport  à  ^  ne  dépendent  pas,  au 
fond,  de  -"i,  mais  du  plus  petit  module  ÔW.  dans  3C  conjprenant  l'ensemble  de 
formes  ^*  qu'on  obtient  en  enlevant  de  -S  toutes  les  constantes  dill'ércntes  de 
zéro.  Or  on  peut  choisir  dans  ^*  un  nombre  fini  de  formes/,  (x).  ..,./,  (x) 
telles  que  le  plus  petit  module  de  X  qui  contient  ces  formes  soit  identique 
à  Ole.  On  pourra  donc,  sans  changer  les  systèmes  fondamentaux  cherchée, 
substituer  au  domaine  d'intégrité  ^  le  domaine  d'intégrité  fini  -■>,  engendré 
par/,  (or),  ...,  f^(x). 

0.  Si,  en  particulier,  on  prend  pour  -3  l'état  JC  lui-même,  on  conclut  de  ce 
qui  précède  que  3C  est  identique  à  -">,,  autrement  dit  que  tout  état  de  formes 
est  un  domaine  d'intégrité  fini.  Plus  généralement,  il  en  est  ainsi  de  tout 
ensemble  de  formes  qui  est  réductible  à  un  état  d«  formes  par  une -substitution 
linéaire  convenablement  choisie  ellectuée  sur  les  variables. 

Une  application  intéressante  des  résultats  précédents  est  la  suivante  :  Appe- 
lons invariant  d'un  groupe  G  de  substitutions  linéaires  toute  forme  /(.r)  (jui 
se  reproduit  par  les  substitutions  du  groupe.  Si  le  groupe  ('.  laisse  invariante 
une  forme  d'Hermite  définie  positive,  les  invariants  de  ce  groupe  forment  un 
domaine  d'intégrité  fini.  (.4  suivre.) 
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Guiidel  /In^er  (  S.).  —  Sur  un  llx-orèmo  tlAlgrbre  i  83-88). 

On  sait  ([ue,  dans  la  tliéorie  d'une  forme  biquadratique  binaire  (f),  il  se  pré- 
sente tiois  covariants  irralionneis  du  second  degré  dont  le  produit  est  le 
covariant  rationnel  du  sixième  degré  T.  Comme  T.  formé  pour  le  faisceau 
-//■-l- aH  (où  h  est  \i  hessien  de/),  se  reproduit  à  un  facteur  constant,  on 
pouvait  présumer  qu'il  en  est  de  même  de  chacun  des  invariants  irrationnels 
du  second  degré.  Cette  propriété  est  facile  à  démontrer  directement;  mais  sa 
vraie  raison  repose  dans  un  tiiéoréme  générai  que  l'auteur  énonce  et  démontre. 

I.  Soit 

f  =  ax*l-\-  pbx'-^ x^-^  (       I  c x\~''- x-„-\- . . . 

une  forme  quelcont]ue  et 

A  =  7ix'l  —  p"fix'[-''x„~-  (      j  v.r';--a:H  +  . . . 

un  covariant  de  cette  forme  de  même  degré  p  et  dont  les  coefficients  sont 
d'ordre  m  par  rapport  aux  coefficients  de  f.  Supposons,  de  plus,  qu'on  ait  la 
relation 

-—  a  -H  — -  i  —  -—  V  —...=  ;«>  A 
tja  ou  (le 

où  S  désigne  un  certain  invariant  do  /.  Cela  posé,  si  Ton  forme  le  covariant  A 
relatif  à  la  forme  /.  /  —  aA.  on  a 


A  -A      -         '         ('^'^    f        '^^  a\ 


où  G  désigne  une  fonction  entière  de  degré  »i  -^  i  des  paramètres  /.,  ).. 
II.  Posons 

G(pL.  v)  =  [1"'+'-^  g';tJL'"-'v--4- g'3u."'--v2-|-. . .-;- ^>-„,_^,v"'+'. 

Si  l'on  edVctue  sur  les  paramètres  a.  v  la  substitution 

;j.  =  07.  —  G„ff, 

V   =  OA  ■+-   G,<7, 

où 

I        ()G{x,\)  I        (Hi(y..  Al 


m  -T-  1  rjx 

on  oblienl 


G  ^  Jl.  V  )  =  G  (  X,  A  )  [  P'"  +  '  -+-  (  g,  ),,_,.i  p"-  T  -f-  .  .  .  -  (  o„,^,  ),^.-,4  <7"'^'  ]. 

m.  Si  l'un  désigne  pur  a',  a".  ,..,  X("'-')  les  racines  de  l'équation 


G^,  . 


_  VGj__G^  ,  A"G, 


)/A     '  '"    '"/-iû^       X-A"X 
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IV.  Si  Ton  forme  a/" —  A  en  partant  de  la  forme  /.  / —  /.A  au   lieu  de  partir 
de  la  forme  /,  on  a 

G (7..  A) 


(A'/-A),,-_-,i=  (A'/- A) 
(A"/-A),^_.,,i  =  (XV-A) 


y.  —  /.  A 

<;(  y.,  a; 
y.  —  a"  A 


Riesz  (Marcel).  —  Sur  un  ihéorèine  de  M.  Fatou  (8(>-()9). 

M.  Fatou  {Acta  math.,  t.  XXX,  p.  SSg)  a  démontré  un  théorème  extrê- 
mement remarquable  sur  les  séries  de  puissances.  Sa  démonstration  s'appuie 
sur  un  théorème  de  Riemaan,  profond  et  difficile,  relatif  à  la  représentation 
d'une  fonction  par  une  série  trigonométrique  convergente.  L'auteur  indique 
une  démonstration  simple,  ne  s'appuyant  que  sur  les  théorèmes  élémentaires 
de  la  théorie  des  fonctions,  et  qui  lui  a  permis  de  compléter  Ténoncé  de 
M.  Fatou. 

Le  théorème  de  ;\I.  Fatou,  ainsi  complété,  est  le  suivant  : 

Si  les  coefltcient'i  d'une  série  de  puissances 

/(z)  =  a,+  a,r  -^...H-a„^"-4-... 

satisfont  à  la  condition 

lim  a„  =  (), 

la  série  corner ge  en  chaque  point  du  cercle  de  rayon  i  ijui  est  un  point 
régulier  jfour  la  fonction:  de  plus,  elle  converge  uniformément  sur  tout 
arc  de  régularité  de  ce  cercle. 

L'auteur  déduit  facilement  la  seconde  partie  du  théorème  de  la  première. 
Pour  ilémontrer  celle-ci,  il  suppose  que  le  point  i  soit  un  point  régulier  pour 
la  fonction,  prend  sur  le  cercle  de  rayon  i  un  arc  z^z^  contenant  le  point  1 
et  joint  les  deux  points  z.,  et  z^  par  deux  arcs  de  courbe  C,  et  C„,  le  premier 
extérieur  au  cercle,  le  second  intérieur  au  cercle,  de  manière  que  le  contour 
fermé  C,+  C,  contienne  l'origine  à  son  intérieur. 

Il  part  alors  de  la  formule 

a„-T-rt,-i-a„-^...    -  a„— /(i;  = —— :    / 


donnée  par  le  théorème  de  Cauchy.  Il  démontre  facilement  que  l'intégrale 

f(:-) 


l 


di 


tend  vers  zéro  pour  n  —  x.  Pour  démontrer  la  même  propriété  de  rinlégralo 
étendue  à  l'arc  île  courbe  C._.  il  introduit  une  fonction  linéaire  ^„-^  c^z  telle  que 
ia  fonction 
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s'annule  aux  points  c,  et  z„.  On  voit  facilement  que  l'intégrale 

Je, 
tend  vei's  zéro  poui-  n  =  x.  Quant  à  l'intégrale 

/(z)U(z) 


£ 


cl:. 


l'auteur  l'intègre  par  partie  en  introduisant  une  fonction  F{z)  dont  la  dérivée 
seconde  soit  égale  à  f{z). 

L'auteur  généralise  ensuite  le  théorème  de  la  manière  suivante  : 

Si  les  coefficients  d'une  série  de  puissances 

f(z)  =  a,,^a^z-^...A-a„z"  +  ... 

satisfont  à  la  condition 

lim  ^ —  =  o  (y  ^  o  ), 

la  série  est,  en  chaque  point  du  cercle  de  rayon  i  pour  lequel  la  fonc- 
tion f{x)  est  régulière,  somntable  par  le  procédé  de  la  moyenne  arithmé- 
tique d'ordre  y  et  elle  est  sonimable  uniformément  sur  tout  orc  de 
régularité. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  premier  théorème,  quoique  un  peu 
plus  compliquée  lorsque  7  n'est  pas  entier. 

Lichtenstein  [Léon).  —  Sur  la  représentation  conforme  des 
domaines  analytiques  plans  limités  par  des  contours  à  points 
anguleux  (loo-i  19). 

Étant  donné  un  domaine  plan  simplement  connexe,  sans  pointes,  limité  par 
un  nombre  fini  d'arcs  de  courbe  analytiques,  on  elfectue  ordinairement  la 
représentation  conforme  de  ce  domaine  sur  le  cercle  de  rayon  i  en  démontrant 
l'existence  de  la  fonction  de  Green  G,  relative  à  ce  domaine  et  en  déterminant 
la  fonction  potentielle  complémentaire  II  ;  la  fonction  F  (-)  =:e^'-*-'H  est  continue 
aux  points  anguleux  du  contour  et  réalise  la  représentation  cherchée.  Sa 
dérivée  V  {z)  est  continue  et  dill'érente  de  zéro  à  l'intérieur  et  sur  le  contour 
du  domaine,  les  points  anguleux  exceptés;  au  voisinage  de  ces  derniers  points, 
les  méthodes  ordinaires  n'apprennent  rien  sur  la  manière  dont  cette  dérivée  se 
comporte;  il  serait  cependant  nécessaire  d'avoir  des  renseignements  à  cet  égard 
pour  résoudre  le  deuxième  et  surtout  le  troisième  problème  aux  limites  de  la 
théorie  du  potentiel. 

L'auteur  se  propose  d'étendre  aux  domaines  dont  le  contour  admet  des  points 
anguleux  la  théorie,  maintenant  classique  dans  le  cas  des  contours  à  courbure 
continue,  (jui  ramène  la  détermination  des  fonctions  potentielles  régulières 
dans  le  domaine  et  admettant  des  valeurs  données  sur  le  contour,  à  la  résolution 
d'équations  intégrales  de  l-rrdholm.  Celte  extension  est  possible  grâce  à  un  procédé 
simple  de  représentation  conforme  du  domaine  sur  un  cercle,  procétlé  qui  met 
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on  évidence  la  nature  des  singularités  qui  se  présentent  pour  F(';)aux  point»; 
anguleux  du  contour. 

Chapitre  I".  —  La  représentation  conforme  des  domaines  plans  à  points 
anguleux.  —  1.  L'auteur  admet  les  résultats  connus  relatifs  au  cas  où  le 
contour  du  domaine  a  partout  une  tangente  continue,  une  courbure  continue, 
la  courbure  moyenne  d'un  arc  quelconque  de  ce  contour  restant  inférieure  à  un 
nombre  fixe.  La  fonction  0(^)  qui  réalise  la  représentation  conforme  sur  un 
cercle  a  sa  dérivée  continue  et  différente  de  zéro  à  l'intérieur  du  domaine  el 
sur  son  contour. 

Si  l'on  a  dans  le  ç\sn  ( x, y)  deux  arcs  de  couriie  réguliers  se  coupant  à  l'ori- 
gine sous  un  angle  a-,  on  peut  toujours,  par  un  changement  de  variables, 

Z  =  ;  —  A,  s-  -4- . . .  -f-  A,„  ::"'         {z  =  X  -^  iy), 

remplacer  les  deux  arcs  de  courbe  par  deux  autres  ayant  chacun  avec  leur  tan- 
gente un  contact  d'ordre  m..  L'entier  m  est  quelconque,  si  a  est  irrationnel;  si  a 
est  égal  à  la  fraction  irréductible  —  >  l'entier  ni  ne  peut  pas  dépasser  q. 
La  nouvelle  transformation 

Zi  =  Zâ 

remplace  alors  les  deux  arcs  de  courbe  par  un  arc  de  courlje  à  tangente  par- 
tout continue  et  admettant  une  courbure  partout  conlinuc.  sauf  au  plus 
à  l'origine. 

2.  Soit,  d"après  cela,  T  un  domaine  Uni  simplement  connexe,  limité  par  un 
nombre  fini  d'ares  de  courbe  analytiques  réguliers  sans  pointes.  Supposons  que 
l'origine  soit  un  point  anguleux  du  contour,  d'angle  a-.  I^'auteur  remplace  les 
deux  transformations  du  paragraphe  précédent,  qui  font  disparaître  ce  point 
anguleux,  par  deux  autres  qui  produisent  le  même  effet,  mais  sans  introduire 
ailleurs  de  point  de  ramification  et  sans  que  le  domaine  transformé  recouvre 
plusieurs  fois  une  même  partie  du  plan.  Il  y  arrive  d'abord  en  posant 


=  =+2*.='+  Z  '^■''- 


i  —  in  +  \ 


le  second  membre  étant  une  fonction  entière  qui  ne  s'annule  que  pour  -  =  o  et 
dont  la  dérivée  ne  s'annule  jamais.  Il  choisit  ensuite  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  Z  un  certain  point  Z*  et  effectue  la  transformation 


{z»-z*) 


Il  arrive  ainsi  de  proche  en  proche  ii  efi'ectuer  une  repré?cnlaliou  conforme  du 
domaine  T  sur  un  domaine  T'  dont  le  contour  S'  satisfait  aux  conditions  énoncées 
au  début  du  Chapitre. 

La  dérivée  P' {z)  de  la  fonction  F(,z),  qui  réalise  la  représentation  conforme 
sur  un  cercle,  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 


•'(-)  =  ]^(---'')^'       «(-)• 
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où  0(-s)  désigne  une  fonction  difTérenle  de  zéro  continue  dans  T  et  sur  S,  et  où 
les  z^'^  sont  les  points  anguleux  du  contour,  les  angles  correspondants  étant  a,ir. 
Si   tous  les  a*'^  sont  irrationnels,  on   peut  ajouter  qu'au  voisinage  d'un  des 
points  anguleux,  par  exemple  x;  =  o,  on  a 

f^  =  iî,(i)p.(=)    (..  =  ,.=,...,, 

la  fonction  F,.{z)  étant  régulièi-e  dans  T  et  à  Tinlérieur  et  sur  le  contour 
d'une  portion  quelconque  x'  de  T  contenant  le  sommet  ^  =  o,  mais  aucun  autre 
sommet. 

Chapitre  II.  —  Les  problèmes  aux  limites  de  la  théorie  du  potentiel  pour 
des  domaines  analytiques  jilans  à  jtoints  anguleux.  —  1.  La  recherche  d'une 
fonction  potentielle  uix^y)  régulière  dans  le  domaine  T  et  telle  que,  sur  le 
contour  S,  cette  fonction  prenne  des  valeurs  données  h  (s),  ou  sa  dérivée  nor- 
male des  valeurs  données  g{s),  se  ramène  à  un  problème  analogue  pour  un 
domaine  T',  limité  par  un  contour  S',  formé  d'arcs  de  courbe  analytiques  régu- 
liers sans  points  anguleux.  Si  les  fonctions  /*(*)  et  g{s)  sont  bornées  et  som- 
inables  au  sens  de  Lebesgue,  les  fonctions  analogues  l{s')  et  k{s')  pourront 
cesser  d'être  bornées  [du  moins  A' (s)]  aux  points  A'  du  contour  S'  qui  cor- 
respondent aux  points  anguleux  A  du  contour  S;  mais,  si  a-<i,  elles  seront 
encore  sommables  au  sens  de  Lebesgue.  On  pourra  alors  appliquer  la  méthode 
de  Fredliolm  sans  aucune  difficulté. 

Le  cas,  plus  difficile,  du  troisième  problème  aux  limites  peut  également  èire 
abordé  par  les  méthodes  de  l'auteur.  Il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  poten- 
tielle u  satisfaisant,  sur  le  contour  S,  à  la  condition 

^Ul^^fis)uis)=gis), 

où  f{s)  et  g{s)  sont  des  fonctions  bornées,  sommables  au  sens  de  Lebesgue. 
La  résolution  de  ce  problème  se  ramène  à  celle  du  même  problème,  dans  le  cas 
où  le  contour  S  n'offre  aucun  point  anguleux,  les  fonctions  /{^),  g{^)  d'un 
point  variable  Ç  du  contour  pouvant  cesser  d'être  bornées  au  voisinage  d'un 
nombre  fini  de  points  ÎI^'',  Ç*-\  ....  ^'■''\  mais  de  manière  à  satisfaire  aux 
inégalités 

*ï*s    ^  S'a     ' 

dans  lesquelles  les  C^''  sont  des  constantes  et  />>•■  désigne  la  distance  des  deux 
points  Ç  et  Z,'. 

La  solution  du  prol)lème  est  fournie  par  le  potentiel 

U{Z)    =    f\0S-^b{Z_}dSr, 

OÙ  0(Ç)  est  doniii'-i-  pai'  l'c^qualion  intégrale 

~'^'-)  =  r-77r-(""g7r^)^(î;)f/-->  +  ./'(!;„)  fh>'^-^HV)ds^~g{Z,,). 

2.  Cette  équation  intégrale  se  ramène  à  une  autii'  équation  inléj;rale  dont  le 
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noyau  est  de  la  forme 

p,(:„.  :)+/(;,  )p,(r„,:  ), 

où  F,  et  Po  sont  des  fonctions  continues  de  leurs  deux  arguments.  Bien  que 
tous  les  noyaux  itérés  soient  de  la  même  forme  et  par  suite  ne  soient  pas  bornés, 
on  peut  cependant  appliquer  complètement  la  théorie  de  Fredholm  à  l'équation 
intégrale  considérée. 

On  obtient  ainsi  une  fonction  potentielle  u(z)  qui  satisfait  en  tous  les  points 
du  contour,  sauf  aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  à  la  condition  aux 
limites 


+/(',)  «(O-^c;). 


Cette  solution  est  unique. 


Horn  (/•)•  —  Equations  intégrales  de  V^ollerra  et  équations  aux 
sommes.  Première  Partie  :  Sur  la  théorie  des  singularités  des 
équations  intégrales  de  Yolterra  (120-1  58).  Deuxième  Partie  : 
Sur  les  solutions  de  certaines  équations  aux  sommes  et  leurs 
valeurs  asjmptotiques  (  i5()-i74)- 

1.  L'équation  intégrale 

/^■' 

H(a?,r)  (r)  dy  =f{x). 


f 


où  le  noyau  H  (a:,  y)  tl  f{x)  sont  des  fonctions  données  et  où  -iiy)  est  la 
fonction  inconnue,  a  été  intégrée  par  Le  Roux,  ^olterra,  Picard  et  Lalesco  dans 
l'hypothèse  H(o,o)^o.  Si  H(o,o)=o,  Volterra,  Hoimgren  et  Lalesco  ont 
étudié  l'équation  intégrale  dans  l'hypothèse 

a,.^  =0         ( )>  H-  ;x  <  m  ),        a,„„ -+-  a,,,..,  ,  -f- . . . -i-  a„,„  ==  o, 

la  quantité  a-^.^  étant  le  coefficient  de  x'y''^  dans  le  développement  de  H{x,y). 
Le  cas  «„„=  a|„-f- «„,  =  o  (a,(,=^o)  n'a  été  qu'effleuré  par  Hoimgren  et  Lalesco. 
C'est  à  ce  cas  qu'est  consacrée  surtout  la  première  Partie  de  ce  Mémoire. 

1.  L'auteur  expose  d'abord  les  résultats  relatifs  au  cas 

«)  ,j^  =   O  (  A  4-  ;JL  <  m),  «mo  +  "„.-l   1  —  •  •  •  +  <^l>ni  î^   "• 


Il  pose 


H(x,y)  =  H„(j-)  -  ll,(  r)  ^--^ H,(j-)    '     ,, 


/.  =  n 
H, (y)  =-«,„— (rt,,-f-!a,Jr  —  ...,        11, (r)  =  2a,„H-.... 

Si  l'on  suppose 
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on  peut  poser 

ot  l'on  peut  se  ramener  facilement  au  ras  où  ,!€(_>')  =  i.  La  nouvelle  fonction 
Hi(j')  est  de  la  forme 

«1+1,11+  «H"*--  •  •+  «(!,;+! 

L'auteur  va  substituer  à  l'équation  intégrale  donnée  celle  qu'on  obtient  en  la 
dérivant  deux  fois  par  rapport  à  x,  et  il  va  intégrer  cette  nouvelle  équation 
par  la  méthode  des  approximations  successives. 

2.  L'auteur  suppose  d'abord  A  =0  et  considère  l'équation  intégrale  /lomo^ène 


r 


Si    H(^,>')    est    régulière    pour    \  x  \  <.  r,    |j'|</',    si    H  (a:,  a;)    ne  s'annule 
jamais  pour  o  <  [  a;  |  <  /•  et  si  le  nombre 


P=-^ 


a  sa   partie  réelle  supérieure  à  —  i,  l'équation    intégrale  admet  une  intégrale 
(définie  à  un  facteur  constant  près), 

9(x)  =  ;rîp(a;), 

«ni  la  fonction  p(a;)  est  régulière  pour  |  jt  |  <  r  et  où  p(n  )  5^  o. 

Si  la  partie  réelle  de  0  est  inférieure  à  — i,  l'équation  intégrale  ne  possède 
aucune  solution  -'{x)  admettant  une  dérivée  et  telle  que,  pour  les  valeurs 
réelles  de  x, 

o  £  ^  <  x„, 
on  ait 

\'^{x)\^L.i-^-'         (S>o). 

3.  L'auteur  considère  maintenant  l'équation  non  homogène 

H{x.,r)  :s{y)dy  =  .f{x). 


£ 


où  \\{x,y)  satisfait  aux  mêmes  conditions  qu'au  paragraphe  précédenl.  Si  /(a:) 
est  régulière  pour  |  ^  |  < /■  et  si/(o)  =/'(o)  =  f),  l'équation  intégrale  admet 
une  solution  régulière  pour  \x\<r,  à  condition  que  la  partie  réelle  de  p  ne 
soit  pas  un  entier  positif  ou  nul. 

Si/(o)  ou/'(o)  n'est  pas  nul,  l'équation  intégrale  n'admet  aucune  solution 
régulière  au  voisinage  de  x  —  o. 

i.  L'auteur  énonce  et  démontre  plusieurs  lemmes  utiles  pour  la   suite,    l'our 
donner  une  idée  <le  la  nature  de  ces  lenimcs,  citons  les  deux  suivants  : 
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L'équation  difTérentielIc  linéaire 

-^ (a-+-  a,^+  a.^;c--f-...)  -oix)  =  g{x),      . 

où  l'on  a,  pour  x  suflisaminent  pcliL  et  positif, 

g{x)  =  b„-\-  b^x  -{-  b^x'' ~\- . .., 
admet  la  solution 

■^{X)     =    C^'.'-)  X?P{X)     I '-^ ^^112    (ly^ 

où  l'on  a  posé 

■"^"^^  ~~À^^  (A-i)^^-'  ""••■^~r'     ?  =  «^-/'-'' 

/>  (  a:  )  =  e  i  , 

1  =  0,  si  la  partie  réelle  de  a  est  négative;  ;  =  x^,.  si    la  partie  réelle  de   a  est 
positive. 

De  plus,  pour  x  suffisamment  petit  et  positif,  '-six)  est  représenté  asympto- 
tiquement  par  la  série  qui  satisfait  formellement  à  l'équation  diffère nlicllo. 

La    même    équation  dilTérentielle   où    Ton   a,   pour   x  suffisamment  petit   et 
positif, 

g{x)  =  e^w  ^ç+^+i  i^b^,+  b^x  +  b._x- +  ...), 


admet  la  solution 


'oix)  —  e^\-'-)x'i  p{x)  I      '-^ "    •      dv, 

Jo  pir) 


avec  une  représentation  asymptotiquc  de  la  forme 

(s(a;)  =  e^l^"ix^{c^x -+-  c^_x-  +  . . .). 
5.  L'auteur  considère  l'équation  intégrale  homogène 

où  l'on  a 


U{x,y)  =r^+'+Hi(jK)  '^\,  ^  +•••.         "i(r)  =  a  +  a,7+a,r--i-..., 

et  il  suppose  d"abord  la  partie  réelle  de  a  [lositivc.  lui  dérivant  deux  fois  et 
intégrant  par  approximations  successives,  on  démontre  l'existence  d'une  solu- 
tion <d{x),  représentée  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  petites  et  positixcs 
par  une  série  convergente 

o{x)  =  <f>„{x)  -+-  -J,(ar)  +  ?2(x)  -+-.... 
Si  l'on  pose 


^(x) 


aii4,.r+     a;-, 

/.  —  I ,         p{x)  —  e  - 
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on  a 


'■?v+. {x)=- c^( »■' xip{x)  I    —      .   ) — ^^—  f/r , 


r^'  ô"\\{x,y)       ,     ,    , 


La  fonction  ^(j?)  admet,  pour  x  suffisamment  petit  et  positif,  une  représenta- 
tion asymptotique 

e-^i-«-)a;î(c„+  Cj  j-  -f-  C2X-  +  . . .) 

qui  satisfait  formellement  à  l'équation  intégrale  donnée  difTérentiée  deux  fois. 

Si  la  partie  réelle  de  a  est  négative,  l'équation  intégrale  homogène  donnée 
n'admet  aucune  solution  9(0?)  satisfaisant  pour  oi.a;£:r„  (a-„>o)  à  la 
condition 

\-s{x)\-g\.x^-'         (3>o). 

6,  7.  L'auteur  considère  maintenant  l'équation  non  homogène 

Ç    H{x.y)'^{y)cfr=^/{x), 
t  0 

avec  les  mêmes  hypothèses  sur  le  noyau  li{x,r).  S\  f(x)  est  développable  a» 
voisinage  de  a:  =  o  en  une  série  de  puissances,  avec/(o)  =  /'(o)  =:  o,  et  si  la 
partie  réelle  de  a  est  dilTérente  de  zéro,  l'équation  intégrale  admet  une  solution 
■■i{x)  qui,  pour  o^xSx,,  (x„  positif  et  suffisamment  petit)  est  représentée  par 
une  série  convergente 

où 

?, ( a; )  =  e^'-ri x'^pix)  1^      '   '^^^.^  ■ ■—  <>', 


.    ,     ^         r''  ()■-  ll(.r.  r)      ,  , 


•-'0 

(V    =    0,     I,-,.,    ...). 

La  limite  inférieure  ;  des  intégrales  est  o  ou  a:,,  suivant  que  la  partie  réelle  di-  a 
est  négative  on  positive. 

l'our  les  petites  valeurs  positives  de  x,  la  solution  o{x)  est  représentée 
asymplotiquement  par  une  série  de  puissances  satisfaisant  formellement  à  l'équa- 
tif)n  obtenue  en  dérivant  den\  fois  l'équation   intégrale  ilonnée. 

H.  Les  résultats  précédents  s'étendent  au  cas  ou  le  point  singulier  x  z=y  =  o 
est  rejeté  à  l'infini,  ce  qu'on  peut  ohlcnir  en  faisant  le  changement  de  variables 
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•2^=  — 7'^  =     ,•  On  obtient  ainsi  des  équations  intégrales  de  la  forme 


r 


U{x,y)o{y)  dy  =  f{x), 


où   H  est  développable   suivant   les  puissances  de  —  et  de  -  et  où   f{x)  est 
i-égulière  au  voisinage  de  l'infini. 

II.  Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,   l'auteur  s'occupe  des  équations 
aux  sommes 


-2]H(:r,r)tp(j)  =  /(^), 


dont-les  équations  intégrales  précédentes  peuvent  se  déduire  par  un  passage  à 
la  limite  du  discontinu  au  continu.  Ces  équations  aux  sommes  peuvent  être 
regardées  comme  définissant  un  sjstème  d'une  infinité  d'équations  linéaires 

H(o,  o)ï(o)-f-H(o,  i)9(i)  +  H(o,  2)'f(2)+...  =  -/(o), 

11(1,  .)'^(i)  +  H(  1,2)  9(2  )+...  =  -/(!), 

H(2,2)cp(2)-t-...  =  -/(2), 


à  une  inftnilé  d'inconnues  -5(0),  tp(i),  9(2),  ....  Si  H(.r,y)  est  un  polynôme 
entier  de  degré  n  en  x,  l'équation  aux  sommes  peut  se  ramener  à  une  équation 
aux  différences  linéaire  d'ordre  11. 

9.  L'auteur  considère  l'équaliun 

-yn{x,y)'ny)=f{x), 


où  X  est  un  nombre  réel  positif  supérieur  à  un  certain  nombre  fixe  Xf^.   Il  sup- 
pose la  fonction  \\{x,y)  développable,  pour  x  et  y  suffisamment  grands,  en 

...  II 

une  série  de  puissances  en  —  et  —  > 
X       y 

H{x,y)  =  '^  ^i';V  (>v,  !x  =  G,  I,  2,  . . .). 

On  a  alors 

Mlix,y)=.H{x  +  .,y)-U{x,y)^^,{-a,,+  ^^^^^'-^^^-^...y 

Si  d'abord  le  coefficient  a„^  n'est  pas  nul,  on  peut  poser 

AH{x,y)  _  ±     , 
----—_  ^^r.[x,y), 

Bull,  des  Sciences  mathërn.,  2°  série,  t.  XXXVII.  (Septembre  igiS.)       K.g 
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oh  ~(a;,  y)  est  une  série  de  puissances  en  —  et  — •  Si  l'on  pose  encore 

la  fonction  inconnue  tp(^)  est  donnée  par  l'équation 

(a)  "f^x)—  ■^/^-{x,y)':f{y)  =  g{x). 

Si  maintenant  on  a  a^„  =  o,  «„,  +  a,,,  ^  o,  on  pose 

q(x)  =  {x  -hi)[Uf^{x  -\-ï)  —  U^{x  -hi)]-hUo{a:  -hi)  +  H^(x  -{-i), 
Hi(a7)  =— A  U{x  —  i,x). 
A'xf(x) 


Q{x) 
xU^(x) 


I  H ^ 


h{x), 


.,  >*! 


Q{x)  X        X- 

X  \-B(x,  y) -h  2\H(x -¥-i,y)         i 

'-^  '^     ^ — 5^ '-^^  =^  —ui{x,y). 

Q{x)  x" 

Alors  '-fix)  est  donnée  par  l'équation 

00 

(P)      o{x  +  i)  -  (^-i  -h  ^  -h  ^^  +.  ..y^{x)  -  ^^  ^u^{x,y)  <f{y)  =  h{x) 

.T  H-  2 

Si  enfin  on  a  «00=  ^01  +  ^10  =  ^>  ^2(i~+~  ^11+  ^^02  7^  o,  on  a 

■r  H„(.r)  _  ^   ^    a,    ,    «2     I  j.  _        q;o+«ii+  «02      . 

Q(a;)  X        x""      "■'  0.0+ «1,4- «02+ «01  ' 

en  supposant  a  différent  de  zéro,  on  pose 

xt^-Yi{x.y)  +  2AH(x  +  i,y)  _  _|_      ,  . 

La  fonction  tpC^)  est  alors  donnée  par  l'équation 

(y)     (p(^-t-,)_(a  +  ^  +  2l+...|o(a:) \  yt„(a;,  jk)  ?(r)  —  h{x). 

.r  +  2 

10.  L'auteur  énonce  et  démontre  quelques  lenimes  utiles  pour  la  suite. 

11.  L'auteur  résout  par  approximations  successives  l'équation 

00 

(a)  o{x)  -^,y-z{x,y)-^{y)-  g{x) 

X-  ^^ 
.1+1 

en  supposant 

\T.{x,y)\^^\        pour        y>x>^x^ 
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et 

N 
\b^^)\^—.         pour         ^la;o. 

Il  pose  pour  cela 

'■?o{^)  =  gi^},       '-p.+Ax)  =  ^.'^■^{x>y)?Ay)      (v  =  o,  i,  2,  ...)• 

La  série 

?i^)  =  9o{^)-+-  'fii^)  +  ^>A^)-^■■' 
es^  alors  absolument  et  uniformément  convergenle  pour  a:  suffisamment  grand 
et  satisfait  à  l'équation  (a). 

Il  en  résulte  que  si  /(^)  est  développable  en  une  série  de  puissances  en  —  sans 

terme  constant  et  si  a^Q  ^  o,  l'équation  aux  sommes  primitives  admet  la  solution 
qui  vient  d'èlre  indiquée.  De  plus  cette  solution  f{a;)  admet  une  représentation 
asymptotique  de  la  forme 

-^(a:)--^  +  ^3+..., 
x^       x^ 

12.  L'équation 


?')      '^{x-\-x)  —  \x-^'^-^^^^..\-s{x)-^^^i^{x,y)-s{y)  =  o 


se  résout  au  moyen  d'une  suite  d'équations  aux  dilférences  linéaires  du  premier 
ordre,  ce  qui  donne,  si  la  partie  réelle  de  a,  est  inférieure  à  — i,  la  solution 

?(.2^)  =  r'o(-2^)-t-?i(^)  +•••! 
convergenle  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  x.  On  a 
o^{x)=x'<p{x),        p  ^  «p        p{x) 


n(-|i-|i-) 


T.  « 

Cette  solution  satisfait  à  l'équation  primitive  dans  riiypothèse  indiquée  où  la 

partie  réelle  de  o  = —  est  inférieure  à  —  i,  et  elle  admet  une  repré- 

scntation  asymptotique 

13.  L'équation 

.r-H2 

se  résout  d'une  manière  analogue  dans  le  cas  |  a  |  <  j,  ce  qui  correspond  à 
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La  solution  obtenue  admet  une  représentation  asymptotique  de  la  forme 

0(07)  =  a'j7?  (  I  -t- 

IVeuenclorff'[R.). —  Surles  courbes  tracées  sur  une  surface  admet- 
tant, pour  images  sphériqiies,  des  grands  cercles  (i-5-2o4)- 

Dans  cet  article,  qui  est  l'Habilitationsschrift  de  l'auteur  à  la  Faculté  de  Philo- 
sophie de  Kiel,  les  courbes  dont  l'image  sphérique  est  un  grand  cercle  sont  dé- 
signées sous  le  nom  de  Hauptkreiskurven.  Ce  mot  étant  difficile  à  traduire, 
nous  appellerons  les  courbes  en  question  des  courbes  (N). 

1.  L'équation  des  courbes  (N).  —  On  obtient  l'équation  différentielle  (du 
second  ordre)  des  courbes  (N)  en  exprimant  que  leurs  images  sphériques  sont 
des  lignes  géodésiques  de  la  sphère. 

2.  Les  courbes  (  N  )  tracées  sur  les  surfaces  développables.  —  Abstraction 
faite  des  génératrices,  il  n'existe  sur  une  surface  développable  aucune  courbe(IN). 
Il  y  a  exception  pour  les  cylindres  dont  toutes  les  courbes  sont  des  courbes  (N). 
Les  développables  isotropes  n'entrent  pas  en  considération. 

3.  Les  courbes  (N)  des  surfaces  de  ré^'ohition.  —  Une  surface  de  révolution 
étant  définie  par  les  équations 

a;—p{u)con',       y—p{u)&\nv,        z=q{u), 

ses  courbes  (N)  sont  évidemment  connues  sans  intégration;  ce  n'est  cependant 
pas  ainsi  que  l'auteur  procède.  II  intègre  l'équation  différentielle  du  second 
ordre  qui  donne  ces  courbes  et  arrive  à  l'équation 

tang-(v—  «)  =    '       ^     • 


bq''—i' 
il  suppose  que  a  est  l'arc  de  la  méridienne. 

4.  L'angle  des  normales  en  deux  points  d'une  courbe  (N)  choisis  sur  deux 
courbes  sphériquenient  orthogonales. —  Etant  donnée  une  famille  à  un  para- 
mètre de  courbes  (N),  l'auteur  appelle  courbes  sphériquement  orthogonales 
de  cette  famille  les  courbes  dont  l'image  sphérique  est  orthogonale  à  l'image 
sphérique  de  ces  coui  bos  (N).  Si  l'on  considère  deux  de  ces  courbes  sphériquement 
orthogonales  et  les  deux  points  où  ces  deux  courbes  coupent  une  courbe  (N) 
quelconque  de  la  famille  donnée,  l'angle  des  normales  à  la  surface  en  ces  deux 
points  est  constant. 

.5.  Une  autre  propriété  des  courbes  (  N  ).  —  Si  l'on  prend  pour  courbes  coor- 
données sur  la  surface  une  famille  de  courbes  (N)  (M  =  consl.)  et  la  famille 
des  courbes  sphéri(|uement  orthogonales  (v  — const.),  le  rfs-  de  la  sphère  est 
réductible  à  la  forme 

di"-  =  il  du''  +  dv''. 

L'angle  a  que  fait  la  perpendiculaire  rommiinc  à  deux  normales,  iiiliniment  voi- 
sines le  long  des  courbes  (  .\  )  avec   la   pcrpciidirulairc  commueic  à  deux   nor- 
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maies  infiniment  voisines  le  long  dune  courbe  ç'  =  const.  satisfait  à  la  relation 

du  ~  f)v 

Les  coordonnées  curvilignes  d'O.  Bonnet,  obtenues  en  rapportant  une  surface 
à  ses  méridiens  et  à  ses  parallèles,  sont  un  cas  particulier  des  coordonnées  pré- 
cédentes. 

6.  Sur  les  sur/aces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  des  courbes  (N).  —  Si 
l'une  des  familles  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  est  formée  de  courbes  (  N), 
ces  courbes  sont  des  lignes  géodésiques  planes.  Réciproquement,  toute  ligne 
géodésique  plane  est  en  même  temps  ligne  de  courbure  et  courbe  (N). 

Si  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  formées  de  courbes  (ÎS)  ces 
deux  familles  sont,  sur  la  surface  et  sur  la  sphère,  isothermes. 

7.  Détermination  de  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les  lignes  minima 
sont  en  même  temps  courbes  (N).  —  En  désignant  par  R,  et  Rj  les  deux  rayons 
de  courbure  principaux  et  en  supposant  que  le  ds-  de  la  surface,  rapportée  a 
ses  lignes  de  courbure,  soit 

f/s-  =;  E  du"-  -T-  G  dv"-, 

les  conditions  pour  que  les  deux   familles  de  lignes  minima  soient  formées  de 
courbes  (N)  sont 

JL         h  ,  ^  G         _    d_        i  H,  s^Ë        _ 
^"  R,  s  W]  —  H?,  ~  (^^"  H,  V  R;  —  R?  ~ 

Si  l'on  fait  abstraction  des  sphères,  des  surfaces  minima,  des  surfaces  déve- 
loppables,  des  surfaces  de  Weingarten,  on  peut  choisir  le  paramètre  u  et  t-  de 
manière  à  avoir 

R,=  JlllL,  R,=  -iî^. 

M  -t-  V  U  -{-  V 

On  obtient  alors,  pour  les  six  quantités  fondamentales,  les  expressions 


Y.=  Ltj^,  F^o,  G  = 


\j    v-\-  u  '  \    î/  -t-  f  ' 

l     V  —  u  , ,  -,  l     u  —  v 

L  =  77  .  M  =  o,         N  = -TT  — - — > 

\]     u'v  \     v'u 

où   u  et  V  sont  des  fonctions   respectivement  de  u   et  de   v,  satisfaisant   aux 

équations 

U'"w='— 3U'M.'-)-3L'f<3_48  =  o, 

V"i,5  _3V'ç''  -+-3V"v'  —48  =  0. 

8.  Les  surfaces  de  Weingarten  sur  lesquelles  les  lignes  minima  sont  des 
courbes  (N).  —  Il  doit  exister  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  d'une 
telle  surface  une  relation  de  la  forme 

Rj(R,-f-RO 

—1- — ! ■—  —  a  =■  const. 
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En  posant 

R3=i:,        rii  =  ' 

'  '       a  —  T 

on  obtient 

ds''  = — — d~-  ±:  (  2  T  —  (7  )  dv-. 

(3T  — a)(aT:-— 2T  +  a) 

Toutes  ces  surfaces  sont  de  révolution.  En  posant 

b{x-  +  y-)  +  a 

T  :=    j 

2 

l'équation  de  ces  surfaces  peut  se  ramener  à  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 

(a)  aô  =  i:        ^  =  ±  1  log  [2  (i  -  ôt)]. 

I         b-:  —  i-\-  v'6(6t-—  2T-4-a) 
(P)  aè>,:        ^=±-108 ^^— ^ , 

(r)  ab<^:         z  =  ±  1  lo,  ^I^-i±-^^^^SIÏ^. 

^      ■^  ±V/i— a6 

9.  Détermination  de  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les  lignes  gëode- 
siques  sont  identiques  aux  courbes  (N).  —  Ces  surfaces  doivent  satisfaire  à 
deux  relations  de  la  forme 

ni                   R;(Ri+R,)      . 
=  a, =—  =  o. 


R,-l-R,  '  K, 

On  ne  trouve  que  des  sphères. 

10.  Détermination  de  toutes  les  sur/aces  sur  lesquelles  les  lignes  asympto- 
tiques  sont  en  même  temps  des  courbes  (N).  —  Si  l'on  rapporte  la  surface  à 
ses  lignes  de  courbure  et  si  l'on  fait  abstraction  des  surfaces  dcveloppablcs  et 
des  surfaces  de  Weingarten,  les  six  quantités  fondamentales  sont,  pour  les  sur- 
faces cherchées,  de  la  forme 


E=  -{i^'-v"-). 

F  =  0, 

«=v 

v"-  —  «-  )  ; 

I    fi- —  v"- 

M  =  0, 

N=i 

r^  —  u-" 

U      u^  V 

v-u 

où  u  et  V,  fonctions  respectivement  de  u  et  de  v,  satisfont  aux  équations 

U"m^+  3U"w«—  3U'M^—  48  =  o, 
V'ç,i  _  3V"p«  —  3  W-'  —  48  =  o, 

11.  Détermination  de  toutes  les  sur/aces  de  Weingarten  sui-  lesquelles  les 
lignes  asymptotiques  sont  en  même  temps  des  courbes  (N).  —  On  doit  avoir 

m      I 

— -  =  —  =  const. 
H,        a 
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Le  ds"^  de  la  surface  est  de  la  forme 

ds^=  - —  — -dz-'±(aT:-—i)dv-        (t=RJ. 

(ar--}- 1)  (air'  — i)  ^  '  ^  '' 

La  surface  est  de  révolution  et  se  réduit  à  une  quadrique. 

12.  Beprésentation  d'une  surface  sur  une  autre  avec  conservation  des 
courbes  (  N  ).  —  L'auteur  exclut  d'abord  le  cas  où  à  une  et  une  seule  des  familles 
de  génératrices  rectilignes  de  la  sphère  dans  la  représentation  sphérique  de  la 
première  surface  correspondi'ait  une  famille  de  génératrices  rectilignes  de  la 
sphère  dans  la  représentation  sphérique  de  la  seconde  surface.  Dans  ces  condi- 
tions deux  cas  sont  possibles  : 

Ou  bien  les  ds"^  de  la  sphère  sont  identiques  dans  les  deux  représentations 
sphériques; 

Ou  bien  ces  c?s-  sont  réductibles  à  la  forme 

rfcp2  -  (  u  +  V  )  (  du"-  -^dv""-), 

'  du^        f/f  ' 


u  "^  vy  V  u       V 

Les  courbes  (N)  sont,  dans  ce  second  cas,  définies  sur  les  deux  surfaces  par 
l'équation 

du  C     dv 


f      ^"       -  f  /'"       =  b. 
J    \J\i-a     J  s/V  +  a 


13.  Cas  particulier  de  la  représentation  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre 
avec  correspondance  des  courbes  (N),  —  Ce  cas  est  celui  où  les  deux  surfaces 
ont  la  même  représentation  sphéri(|ue;  la  représentation  des  deux  surfaces  Tune 
sur  l'autre  est  dite,  d'après  Stackel,  conforme-conjonctive.  En  général,  une  telle 
représentation  se  ramène  à  une  transformation  par  similitude.  II  y  a  exception 
pour  les  surfaces  développables.  Si  l'on  rapporte  une  surface  développable  à  ses 
génératrices  (t'^const.)  et  à  leurs  trajectoires  orthogonales  (M=:const.),  la 
représentation  est  fournie  par  les  formules 

E  =  <T^(«)E;  G  =  's-{u)G;         N  =  <j{u)N. 

l'i.  Conclusion.  —  L'auteur  indique  quelques  problèmes  qu'on  pourrait  se 
poser  pour  généraliser  la  théorie  précédente. 

Hilb  [Emil).  —  Sur  des  développements  en  série  qui  se  pré- 
sentent dans  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires 
linéaires  non  homogènes  avec  certaines  conditions  aux  limites 

(205-225). 

Cet  article,  qui  se  rattache  à  des  recherches  antérieures  de  Kneser  {Math. 
Ann.,  t.  LX  et  LXIII)  et  de  l'auteur  lui-même  (il/a/A.  Ann.,  t.  LXXI)  s'occupe 
de  développements  en  séries  de  fonctions  arbitraires  suivant  les  fonctions  fon- 
damentales de  noyaux  non  symétriques. 

Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur  considère  l'équation  dift'érentielle 
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détermine  les  valeurs  de  "k  pour  lesquelles  il  existe  une  solution  «(X,  x)  de 
cette  équation,  prenant  pour  a;  =  o  et  x  ^=  i  des  valeurs  données,  et  considère 
les  solutions  t^CX,  x)  de  Téqualion 


dx 


on  a  alors 


/       v{'k^,  X)u{'k  ,  x)  dx  =  O  ou  7^0 


suivant  que  \  et  V  sont  des  valeurs  fondamentales  distinctes  ou  non.  Le  pro- 
blème qui  se  pose  est  celui  du  développement  de  fonctions  arbitraires  suivant 
les  m(\,  x)  ou  les  v(X.,  x). 

Dans  un  deuxième  Chapitre,  l'auteur  considère  l'équation 

■^-\-[h-  +  q{x)]u:^  K{x), 

et  détermine  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  il  existe  une  solution  u{\-,  x) 
prenant,  ainsi  que  leur  dérivée,  des  valeurs  données  a,  p  pour  :r  =  o  et  satisfai- 
sant pour  ^  =  I  à  une  relation  de  la  forme 

Il  I  u'  (  \-,  I  )  —  /*;  «  (  A-,  I  )  =  y. 

La  fonction  correspondante  v{\-,  x)  est  lune  des  solutions  de  l'équation  difle- 
rentielle  sans  second  nombre  qui  prennent  pour  x  =  i  la  valeur  /(,  et  dont  la 
dérivée  prend  pour  a;  =  i  la  valeur  h^. 

Chapitre  L  —  Équations  différentielles  du  premier  ordre  :  1.  La  fonction 
de  Green.  —  Si  les  valeurs  que  doit  prendre  la  fonction  u{\  x)  pour  x  =  n 
et  a;  —  I  sont  respectivement  y  et  F,  l'équation  qui  donne  les  valeurs  fondamen- 
tales de  A  est 

N(>0=r    K(z)e^-£/^-+-y  — e>r  =  0. 

L'auteur  définit  d'abord  la  fonction  de  Green  V(a;  x,  \)  par  les  conditions 
suivantes  : 

d\{\;x,  \) 


£ 


dx      ->>v(X;-'U  =  o, 

V(X;  ;-o.  Ç)-V(>>,;  +  o,  E)  =  «. 
\\{x)\(\;  x,\)dx~'(\{\;  o,  Ç)  =  rV(À;  i,  ;)• 


On  obtient  ainsi 


r    K(s)e^'rfc  — eT 


N(>'^-.S)= N(M '■"'*""• 


£ 


\\{z)  e'-'dz-^^ 


\{-k;x,^)=-— ^^^-^ e'-<-ï),        si        x>l. 
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La  fonction  de  Green  satisfait  en  outre  aux  relations 

\  {1;  X,  a:  -h  o)  —  \  {a;  x,  x  —  o  )  =  i , 
V,X;x.o,=-li^,  V,-„.,.,.)=-if^. 

Les  propriétés  précédentes  conduisent  à  la  formule  importante 

{\-\)  f  v()>;  X,  z)\{\-y,  z)dx  =  \{\;y>  ^)-V(>>;  r,  -)■ 

•-'  0 

Si  l'on  suppose  que  ^,=  0  n'est  pas  une  valeur  fondamentale,  on  obtient  pour 
WCk;  X,  z)  un  développement  valable  au  voisinage  de  >>  =  o 

\{l;y,  z}=\{o;y,  z)+lW-){o;y,z)-^..., 
avec 

\r-){o;y,  -)--y     \{o;x,z)y{o:y,x)dx=:  1  ^  V(  a;  7,  i:)]^  ^^. 

Si  f{x)  est  une  fonction  admettant  une  dérivée  continue  et  satisfaisant  aux 
conditions 

/(o)-T,        /(i)  =  r;        f'{x)  =  g{x)+K{x), 
on  a 


f{x)=  f 


g{z)N{o;  z,x)  dz. 


Si,  de  plus,  g(x)  admet  une  dérivée  continue  et  si  l'on  a 

gio)=y,       ^(i)=r,       g'{x)^g,{x)  +  Kix), 

on  a 

f{x)=^—(    \''--Ho;  y,  x)g^{y)dy. 

Si  au  contraire /(a;)  admet  deux  dérivées  continues  avec 

/(i)r-/(o)r-  r  f  ix)K{x)dx  =  o, 

/  (.)r-/'(o)Y-  /    f'{x)K(x)dx^o, 
on  a 

f{x)^-  f  W^'Ho;x,y)r{y)dy. 

2.  Représentation  de  fonctions  arbitraires.  —  L'auteur  suppose  que  K{x) 
admet  entre  o  et  i  une  dérivée  à  variation  bornée.  Il  étudie  alors  les  valeurs 
asymptoliques  des  racines  de  l'équation  NCX)  =  o,  dans  les  cinq  cas  : 

l.     y<o,     r<o;         IL     y  -  0,     r^jo;        III.     y  ^  o,     F  =  o  ; 
IV.     y—o,     r  =  o;         V.     K(a:)=o. 
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On  a,  par  exemple,  dans  le  cas  I,  les  valeurs  asymptotiques 

■X;  =  ±  aAiTT +  log^- 

L'auteur  applique  alors  le  théorème  de  Cauchy  à  certains  contours  d'intégra- 
tion qui  sont  des  rectangles  Qj  s'étendant  à  l'infini  quand  7»  augmente  indéfini- 

ment.  Dans  le  cas  I  le  rectangle  Qj.  a  pour  centre  log^>  ses  côtés  sont  paral- 
lèles aux  axes  et  égaux  à  4^1^- 
Si  "K  est  à  l'intérieur  de  Qj,  on  a 


dl 


/w  A 


où   p(>vj)  désigne  le  résida  de  la  fonction  sous  le  signe  /  par  rapport  au  pôle  Xj, 
de  V(X;  x,  ^).  On  a,  si  ce  pôle  est  simple, 


^{\)=.U{\,    ^)V{\,    X) 


\---k 


xjx 


en  posant 


u{\,  O 


K{z)  eh''  dz  +  y]  e-h^, 


Quand  Q^  s'étend  à  l'infini  et  que  X  tend  vers  zéro,  on  obtient,  en  supposant 
qu'il  n'y  ait  que  des  pôles  simples,  la  formule 

vn(o;  X.  \)  =-V  ^i\A)^i\.-^). 

Les  fonctions /(a;)  dont  il  est  question  à  la   fin  du  |)aragraplie  1  sont   alors 
représenlables,  dans  le  premier  cas  par  la  formule 

dans  le  second  cas  par  la  formule 


3.  L'auteur,  en  vue  d'étendre  les  développements  précédents  ù  des  fonctions 
plus  générales,  discute  la  validité  des  formules 


V(o;a:,  y)=— >       '    "'    . {x>  y). 

k 

-  V(o;  y  —  o,^) -f-VCo-.y-l-o,:^)  =:— >  ^'  -^  '         '"  -^  ' 


k 
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et 


VN()oA=o"2-         a, 
/  t/       e^   \         _y  t>(À,., 


^) 


Ces  formules  sont  vraies  en  général,  à  part  quelques  restrictions  à  faire  sur 
les  valeurs  attribuées  à  a;  et  y.  II  y  a  exception  pour  la  troisième  formule  qui 
n'a  pas  de  sens  dans  le  cas  IV,  comme  le  montre  le  cas  particulier  K{x)  =  i. 

4.  Sinipli/ication  des  hypothèses  à  faire  sur  les  fonctions  à  développer. — 
L'auteur  considère  une  fonction  f  {x)  définie  dans  l'intervalle  (o,  i)  et  telle  que 
cet  intervalle  soit  décomposable  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  dans 
chacun  desquels  la  fonction  admet  une  dérivée  première  et  une  dérivée  seconde 
continues.  Pour  chacun  {a,  b)  de  ces  intervalles  partiels  l'auteur  étudie  les  deux 
séries 

SSj     et     STj 
où 

S^=u{\,x)  f   f{y)v{\.y)dy;        Tt=v(>>,,  x)  f  f{y)ui\,  y)  dy. 

Il  obtient 

_Si.=      \f{y)\-l-l '       ^'-^M         +[f{y)\{o;y,x)Y„ 

^^  L  ■"^  H  J.v=«  -' 

(o<a;<i).! 

VT,^-[/(^)V-(^-'"^;-("->^^];^^^-[V(o;.,y)/(r)];=; 

(o<x<i). 

La  seconde  formule  n'est  pas  valable  dans  le  cas  IV. 
On  déduit  de  là  que  le  développement 

i:u(\,x)  f  f{y)H\,y)dy 
représente 

f{x) 
On  a  posé,  pour  abréger. 


dans  les 

cas  I  et  V; 

» 

H; 

» 

III; 

» 

IV. 
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II  existe  de  même,  dans  les  cas  I,  II,  III  et  V,  le  développement 

f{a:)  =  -s:v{\,x)  f  f[y)n{\,  y)dy. 
•- 0 

Chapitrk  II.  —  Équations  différentielles  du  second  ordre.  —  Dans  ce  Cha- 
pitre l'auteur  suit  une  marche  parallèle  à  celle  du  précédent,  les  calculs  et  les 
résultats  étant  naturellement  un  peu  plus  compliqués.  Signalons  simplement  la 
définition  de  la  fonction  de  Green  V'()k-;  x,  \)  :  cette  fonction  doit  satisfaire 
aux  relations 

ip  V(A-;  X,  0  +  [q{x)  -H  a']V(a-;  x,  ?)  =  o, 

u/i-         >■^        \  -T~  V(  A-:  x,l)\ 
V(V;  I,  l)  _  Idx I  .-=1  _ 

/i,  ~  /(,  ~  P' 

f   V(r;  z,^)h{z)dz-py  +  p\{r-;  o,  Hj  -  «  |^-^  V(  a=;  .r,  ?  )]  ^.^^  =  o. 


Kokott  (P.).  —  Démonstration  géométrique  élémentaire  des  théo- 
rèmes d'addition  des  fonctions  elliptiques  (p,  23o-234)- 

Étant  donné  un  cercle  de  centre  M  et  de  raj'on  i,  on  mène  par  un  point  C 
intérieur  au  cercle  deux  cordes  AA'  et  BB'.  Soient  a,  p,  y  les  trois  angles  du 
triangle  mixtiligne  ABC.  L'auteur  introduit  la  quantité  k  définie  par 

cosa  cos  [j  —  sin  a  siii  [i  y  i  —  /.-  sin^ y  =  —  cosy 
où 

I  -  CM' 


/.-  = 


sin- a  sin^  ^ 
Définissons  une  fonction  elliptique  9  =  am{u)  par  la  formule 


r"^        dm 

u  -  /       ,         '       -; 

.7o      V'  — ^■'sin-'tp 


soit  de  plus 

a  =  am  (a),         [i  =  ani{b)  ; 

l'angle  <3  =  ani{a  +  b)  est  l'angle  formé  par  les  perpendiculaires  MD,  ME  abais- 
sées du  point  M  sur  les  cordes  AA',  BB'.  On  a  de  plus 

MD  =  cosa,         ME  =  cosp,         CD  =  sin  a  A^,         CE^sin^Aa. 

On  peut  de  là  et  des  propriétés  géométriques  de  la  figure  déduire  simplement 
les  théorèmes  d'addition  des  foncli<jns  elliptiques. 

Kober  [JIcrDiann).  —  Conlrihiilions  à  la  résoliiiion  de  certains 
problèmes  du  calcul  des  varialions;  rechcrclie  de  fojers  ciné- 
tiques conjugués  (p.  235-24^)- 
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On  sait  le  rôle  important  joué  dans  le  calcul  des  variations  par  les  points 
conjugués  d'une  extrémale  et  par  l'enveloppe  des  extrémales  qui  passent  par 
un  point  donné.  Cet  article  est  consacré  à  la  recherche  de  ces  points  conjugués 
et  de  ces  enveloppes  dans  des  problèmes  particuliers  du  calcul  des  variations 
qui  se  présentent  lorsqu'on  applique  le  principe  de  la  moindre  action  à  l'élude 
du  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  une  force  conservative.  Si  U  est 
la  fonction  des  forces,  hla  constante  de  l'énergie  supposée  donnée,  c/i  l'élément 
d'arc  de  la  trajectoire,  cette  trajectoire  est  une  extrémale  pour  l'équation 


0  I  \'  U  -f-  h  fh  —  o. 


Les  points  conjugués  s'appellent  dans  ce  cas,  d'après  Thomson  et  Tait,  foyers 
cinétiques  conjugués. 

I.  L'auteur  examine  d'abord  le  cas  d'une  force  centrale,  avec  la  fonction 
des  forces  U=  —  x"-.  Les  trajectoires  sont  ici  les  ellipses  de  centre  O  pour 
lesquelles  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est  h.  Étant  donné  un  point  P  sur 
une  de  ces  ellipses,  les  deux  foyers  conjugués  de  P  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  perpendiculaires  à  la  tangente  en  P. 

L'enveloppe  des  extrémales  qui  passent  par  un  point  donné  P  est  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  le  point  P  et  son  symétrique  P'  par  rapport  au  point  O, 
le  grand  axe  étant  2\/h. 

II.  L'auteur  examine  ensuite  le  cas  U  —  +  y~-.  L'équation  générale  des  tra- 
jectoires est 


{X  ~  XayU—^\  —y-{h  —  a''-) 


Il  ne  peut  y  avoir  de  point  conjugué  à  un  point  donné  P  d'une  de  ces  trajec- 
toires que  si  h  est  négatif  et  a-< — h.  Dans  ce  cas  l'extrémale  est  une  ellipse 
dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  Oy.  Si  l'on  appelle  e  la  demi-distance  focale, 
a  le  demi-axe  porté  sur  0^7,  p  le  demi-axe  parallèle  à  Ojk,  et  si  l'on  prend  sur 

l'elîipse  les  deux  points  H  et  R'  d'abscisses  x„:iz  —^  le  point  P  n'admet  aucun 

conjugué   s'il  est  situé  sur  l'arc  RBR';  dans  le  cfls  contraire  il  admet  un  foyer 
conjugué  Q;  la  projection  de  PQ  sur  Ox  est  alors  vue  sous  un  angle  droit  du 


point    (.27(1,    — 

L'enveloppe  des  extrémales  qui  passent  par  un  point  donné  est  une  ellipse 
qui  admet  pour  foyers  le  point  donné  et  son  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

III.  L'auteur  examine  ensuite  le  cas  U= — y'"-.  Les  trajectoires  sont  des 
hyperboles  admettant  Ox  pour  axe  imaginaire  : 

y^  _  {x  —  x,y-  _  ^ 
avec 

Tout  point  P  d'une  de  ces  hyperboles  admet  un  conjugué  Q;  la  projection  PQ' 
de  PQ  sur  Ox  est  vue  sous  un  angle  droit  du  point  f  j;,,  —  j- 

L'enveloppe   des  extrémales  qui   passent  par  P  est  une  hyperbole  admettant 
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pour    foyers    le   point  P   et    son   symétrique   par  rapport  à   Ox;  son   axe   réel 

2 

est  -— • 

L'auteur  en  terminant  démontre  que  dans  le  cas  U  =  /'~-,  h<.o,  l'enveloppe 
des  extrémales  tourne  sa  concavité  vei-s  l'origine. 

Gravé  (Deniétrius).  —  Démonstration  d'un  théorème  de 
Tcliébychef  généralisé  (p.  247-251). 

Dans  une  Note  lue  le  18  janvier  i856  à  l'Académie  impériale  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg,  Tchébychef  a  énoncé  un  théorème  sur  les  cartes  géogra- 
phiques. Si  l'on  fait  la  carte  géographique  d'une  portion  de  surface  limitée  par 
un  certain  contour,  le  logarithme  du  rapport  d'agrandissement  a  un  certain 
maximum  et  un  ceilain  minimum  quand  on  se  déplace  à  l'intérieur  de  ce 
contour  et  sur  ce  contour;  si  l'on  appelle  déviation  la  différence  entre  ce  maxi- 
mum et  ce  minimum,  la  carte  géogi-aphique  pour  laquelle  cette  déviation  est 
minimum  est  cellç  pour  laquelle  l'agrandissement  a  une  valeur  constante  le 
long  du  contour. 

Ce  théorème,  auquel  M.  Darboux  a  consacré  deux  ISoles  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  janvier  et  février  191 1),  n'a  pas  été  démontré  par 
Tchébychef,  qui  en  avait  d'ailleurs  donné  un  énoncé  quelque  peu  obscur, 
f/auleur  en  donne  la  démonstration  en  supposant  simplement  que  la  courbure 
de  la  surface  est  de  signe  constant  à  l'intérieur  du  contour  donné.  Il  s«  sert 
pour  cela  des  propriétés  classiques  des  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  de 
Laplace. 

Schrutka  {Lothai-  von).  —  Démonslralion  de  la  possibilité 
de  décomposer  un  nombre  premier  de  la  forme  6/i  -+- 1  en  une 
somme  d'un  carré  et  du  triple  d'un  autre  carré  (p.  252-265). 

1.  Kàstncr  et  Jacobsthal  se  sont  occupés  de  la  détermination  des  deux  entiers 
a  cl  b  qui  s'introduisent  dans  la  représentation 

/>  =  a'  -t-  6- 

d'un  nombre  premier  de  la  forme  4"  +'•  L'auteur  se  propose  de  déterminer 
d'une  manière  analogue  les  entiers  a  el  b  qui  s'introduisent  dans  la  représen- 
tation 

p  ■=  a--h  àb- 

d'un  nombre  premier  de  la  forme  6n  +1. 

2.  Élantdonné  un  nombre  premier  impair/;,  on  appelle  somme  de  n'*""»  espèce 
une  somme  de  la  forme 

'ï'm 

0 

où  /{i)  désigne  un  polynôme  entier  en  i  de  degré  n  cl  où  f  —  j  est  le  symbole 
de  Legendre. 
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3.  Jacobstlial  a  indiqué,  pour  les  sommes  de  première  espèce,  la  formule 

i'(^)-œh(7;)l- 

0 

4.  On  a,  pour  les  sommes  de  seconde  espèce,  la  formule 
p-i 


m- -h  vi  -+- 


^>©["— ©i-(7)['-(iy][-©i 


0 

où  l'on  a  posé 

D  =  r-  —  4  "<v  ; 

l'auteur  donne  de  celte  formule  <lue  à  Jacobsthal  une  nouvelle  démonstration. 

5.  Si  ^  =  5  (mod6)^   tout   nombre   premier  avec  p  est  un  résidu  cubique. 
S\p=i  (mod6),les  nombres  premiers  ;ivec /?  et  inférieurs  à  p  se  partagent 

en  trois  classes  de  ^— ^ —  nombres,  dont   la   première  (I)  contient    les    résidus 

cubiques  et  les  deux  autres  (II,  III)  les  non-résidus  cubiques.  Si  l'on  désigne 
par  j  une  racine  primitive  de  la  congruence 

ar'=  I         (  mod  p), 

les   nombres  des  deux   dernières  classes  s'obtiennent  en  multipliant  ceux  de  la 
première  par  y"  et  y'-. 

6.  L'auteur  introduit  la  somme  de  quatrième  espèce 

^'">=2"(.-)(^) 

0 

qui  va  jouer  un  rôle  important.  On  a 

9(0)  =/?  —  !. 
Si  /j  =  5  (  mod  6  ),  on  a 

» ( u )  =  I         ( mod  2 )         {u  0  a). 

Si  p^i  (mod  6),  o{u)  est  congru  à  i  ou  à  o(mod2)  suivant  que  u  est 
résidu  ou  non-résidu  cubique. 

7.  Les  valeurs  de  <o{u)  sont  les  mêmes  pour  tous  les  nombres  u  d'une  même 
classe.  Il  existe  donc,  si  p  =  i  (mod  6),  trois  valeurs  de  »(«<),  désignées 
par  'fi,  !?ii,  Oui.  On  a 

tp,  =  3,        On  =  0,        Oui  =  o        (  mod  6  ). 

8.  Si  /»  =  5  (mod  6).  on  a 


cp(u)  =  tp(i) 
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Si  p  ^B  1  (mod6),  on  a 

'-?!  'fil  '-ïm    _ 

3  3  3 

9.  Si  p  SI  (niod  6),  ce  qu'on  supposera  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  on  a 

/>  — I 


10.  L'auteur  démontre  la  formule 

'■pli  -fiii      ?iii  ?]_,?_■  'fi^  — y^  —  ' 

3      3  3      3         3     3  3 

qui  se  déduit  d'ailleurs  des  précédentes. 

11.  Les  deux  dernières  formules  écrites  donnent 

/2  3,  —  cPii  —  9iii\-      <,/'-?ii  —  fiiiX- 

p  =  [ — 3 — j-^^y-^j 

En  posant  donc, 

2-^1  —  '.Su  —  Oui  ,  fil  —  'fin 

a  =  — ■■ hi '■ )  O  =    5 ; 

r>  0 

le  nombre  premier  p  est  mis  sous  la  forme 

/?  =  a-+  3  6-. 
On  peut  encore  écrire 

"\ 1_    ¥ 

(mod  3). 


'f  1  -1-  I  _  ^ 

2 

•1 

L'auteur  démontre  les  congruences 

//'-•n 

'  /       2        \ 

<— îL-,) 

\      6      / 

/^'~'\ 

-Li>r 

\      6      / 

(  iiiody>), 


(  mod  />). 


13.  En  faisant  correspondre  à  chacun  des  nombres  i,  ••,  ...,  p  —  \  une  des 
lettres  K  ou  N,  suivant  que  ce  nombre  est  un  résidu  ou  un  non-résidu  quadra- 
tique, l'autre  définit  des  séquences  telles  que  RRNU;  on  obtient  une  telle 
séquence  si  les  lettres  R,  R,  N,  R  correspondent  respectivement  à  quatre 
indices  de  la  forme  i,  i-hi,  i+j-,  i+j".  Il  y  a  i6  séquences  possibles. 
Le  nombre  total  des  séquences  est  p  —  'i- 

14.  Pour  déterminer  le  nombre  de  fois  que  ciiacune  des  ifi  sé(jucnccs  se  pré- 
sente, l'auteur  introduit  la  somme 
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On  a  alors 

(j>(+I,+I,+I,-4-l)  =  16RRIU'., 

(>(+i,  +  1,  —  I,  +1)  =  iGHRM'.. 


La  quantité  '|('n  ^21  ^s'  '1)  est  symétrique  en  £,)  '31  ^i-  I^"  posant 


P     /  \     P     J  \      P 


/>— 1 


K  =  V,fi-=-^::ti),  L=  V,(i!iii). 


/j      /  ^  \  /^ 


on  obtient 


^(Si,  ^2.  ^3'  ^.J  =/J  — 4  —  3-r,£,—  (1  + w  +  -r,o,)  (  s^-h  e^+ £,+ j^  £^+ Ê^e^  +  e^  eJ 

—  (2+T,)(£,£3+£,e^  +  c3£j  +  (K   —  I  )(£,£.,  J^  +  î^  £.,  £^  +  £^  E^^  Sj 
-+-    (L   —  l)   £,£,£1+   »    ^t-2h^V 

15.  L'auteur  déduit  de  cette  formule  les  nombres  de  fois  que  se  présente 
chacune  des  16  séquences. 

16.  Des  résultats  obtenus  on  déduit  des  conclusions  intéressantes.  Citons  les 
congruences 

K=^-:p.  (mod  S), 

p  ^r,  (mod  4), 

L  iEEy^  —  3  (  mod  12  ), 

L  =  4  (  mod  6), 

L  13  r,  +  I  (  mod  4  )  ; 

w=— a^— ^ —        (mod  4)  si  p  za.  \        (mod  12), 

a  =  2                         (mod  6)  si  P  =  ~        (mod  12). 

Jacobsthal     {Er?ist).     —     Sur     la     théorie     des     (onclionnels 
(p.    266-276). 

Dans  son  Lehrbuch  der  Algebra,  II.  Webcr  fonde  la  tiiéoric  des  idéaux  sur 
la  notion  de  fonctionnel.  Un  fonctionnel  est  une  fonction  rationnelle  d'une  ou 
plusieurs  indéterminées,  les  coefficients  étant  des  nombres  appartenant  à  un 
corps  algébrique  donné.  Dans  ce  corps  algébrique,  étendu  par  l'adjonction  de 
tous  les  fonctionnels  possibles,  tout  entier  peut  d'une  manière  et  d'une  seule 
être  décomposé  en  un  produit  d'entiers  premiers.  Cette  propriété  im|)ortante 
tient  au  fond  à  ce  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  entiers  peut 
être  représenté  comme  une  fonction  linéaire  de  ces  entiers.  L'auteur  se  propose 
de  montrer  la  relation  étroite  qui  existe  entre  cette  propriété  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  un  théorème  fondamental  bien  connu  du  à  Ilurwitz. 

1.  L'auteur  rappelle  les  définitions  du  fonctionnel  rationnel,  du  fonctionnel 
rationnel  entier,  du  fojictionnel  entier,  de  la  valeur  absolue  d'un  fonctionnel 
rationnel,  de  la  norme  absolue  d'un  fonctionnel,  dun  fonctionnel  unité. 

Bull,  des  Sciences  mathe'ni.,  2°  série,  t.  XXXVIL  (Octobre  igiJ.)  H.  10 
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2.  L'auteur  commence  son  exposition  par  les  deux  lemmes  suivants  : 

Un  fonctionnel  a)„^''-t-  w,  ^'■~'+  . . .  -f-  to^,  où  les  w,  sont  des  fonctionnels  qui 
ne  contiennent  pas  la  variable  t,  n'est  entier  que  si  les  m-  sont  tous  entiers. 

Si  A„,  A,,  ...,  A^  sont  des  fonctionnels  rationnels  entiers  dont  les  valeurs 
absolues  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  si  t  est  une  variable  qui 
n'entre  dans  aucun  de  ces  fonctionnels,  le  fonctionnel  A|,f'"  +  A, ^"'-'4-. .  .-4- A^ 
est  une  unité. 

De  ces  deux  lemmes  résulte  le  théorème  fondamental  : 

Si  2f  est  un  fonctionnel  quelconque,  u  une  variable  n'entrant  pas  dans  &, 

le  fonctionnel  — est  entier. 

Ce  théorème  entraîne  comme  conséquence  immédiate  le  théorème  suivant  : 
Si  a,,  a^,  ...,  a^  sont  des  fonctionnels  entiers  dans  lesquels  n'entrent  pas 
les  variables  x^,  x„,  ...,  x^,  le  fonctionnel 

6  =  3[,a;,  +  a^a;^-!-  . . .  +  ^r^r 

est  divisible  par  chaque  diviseur  commun  des  a,  et  est  lui-même  un  divi- 
seur commun  des  a-.  Ce  fonctionnel  ô  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  a-. 

Ce   dernier   théorème   résulte   du    théorème  fondamental   appliqué  au  fonc- 

1         I           .1,                  .  ^         S  —  a,a;, 
tionnel ou  1  on  a  pose  2r,  =  ■ 

^i-hx-  '  '  a, 

On  peut  donner  du  plus  grand  commun  diviseur  une  autre  expression, 
à  savoir  lx„y-\-<x^y'''^~h...-i-oL^,  en  désignant  par  y  une  variable  n'entrant 
dans  aucun  des  a,. 

On  déduit  enfin  de  là  que  si  |i,,  ji^,  •••)  ?p  sont  des  fonctionnels  quelconques 

ne  contenant  pas  la  variable  r,  le  fonctionnel ^ ; t-  est  entier. 

Le  théorème  fondamental  est  un  cas  particulier  de  ce  dernier  théorème. 

3.  L'auteur  indique  un  aulre  théorème  équivalent  au  théorème  fondamental, 
c'est  le  suivant  : 

Soient  »„,  a,,  ...,  a^  des  fonctionnels  entiers,  2?  un  fonctionnel  quelconque 
et  u  une  variable  n'entrant  dans  aucun  des  fonctionnels  précédents. 
Soit  G  (i/)  =  a„«''+ aiM'"~'+ . . .  H- a^.  Si  alors  G(2?)  est  un  fonctionnel 
entiez-,  le  quotient —  est  à  coefficients  entiers.  Il  en  est  ainsi  en  parti- 
culier 5£  G  (H?)  =  0. 

L'auteur  donne  deux  démonstrations  de  ce  tlicorèmc,  dont  l'une  est  duc 
à  Steinitz.  Combiné  avec  le  deuxième  Icmme,  il  donne  le  théorème  fonda- 
mental. 

Signalons  enfin  le  théorème  suivant,  généralisation  du  précédent  : 

Soient  a,,  a,,  ...,  a,,  des  fonctionnels  entiers;  |ï,,  ^,,  ...,  p^  des  fonc- 
tionnels quelconques,  dont  aucun  ne  contient  la  variable  u.  Si  le  polynôme 

G  (  «  )  =  a„  u'"  -h  . . .  ->-  a,„ 
est  divisible  par  le  polynonte 

le  quotient  G{u)  :.  g(u)  est  à  coefficients  entiers. 
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David  {Ludwig  v.)  —  Développements  en  séries  el  théorèmes 
de  convergence  se  1-apporlant  à  ritéralion  de  Scliaplra 
(p.    277-296). 

Dans  le  Tome  CXXXV  du  même  Journal,  raulcur  a  éludic  l'algoritlime  algé- 
brique (non  uniforme)  qui,  parlant  d'un  système  de  11  nombres  complexes 
donnés  quelconques 

C'a,,  Wa.,,  ...,  (»)a„ 

permet  d'en  déduire  une  infinité  d'autres,  grâce  à  l'idenlilé  en  x^ 

n  ,    ,,  ,       ii( Il  —  I )  , •  , ,   „ 

x" ('+')a,a7"-'H !^ L{'+i)alx"--^—  ... 

I  1  —  2 


L'auteur  avait  démontré  que  ('>a,,  tend  vers  une  limite  quand  i  augmente  indé- 
finiment, el  cela  pour  chaque  valeur  de  v,  et  qu'enfin  on  a 

lim  ^''a,  =  lim  ('''a.,  =  . . .  =  lim  (''a„. 


I.  Convergence  dans  l'itcration  par  bondx.  —  L'auteur  suppose  plus  géné- 
ralement qu'on  parte  d'un  système  initial  d'éléments  et  qu'on  applique  le  pro- 
cédé précédent  i^  fois.  Il  part  alors  de  n  nouveaux  éléments  choisis  d'une 
manière  quelconque  parmi  les  nj'i  éléments  qu'on  vient  de  déterminer  et  on 
leur  applique  i,  fois  le  procédé  de  l'itération.  Il  part  ensuite  de  n  nouveaux 
éléments  choisis  arbitrairement  parmi  les  ni^  éléments  ainsi  déterminés  et 
ainsi  de  suite.  Il  obtient  ainsi  avec  les  éléments  successivement  choisis  une 
matrice  à  un  nombre  infini  de  lignes 

a,,        a,,         . . .,     a„, 

a ,    ,      '*2    )      •  •  •  )     ^11    > 

,(2)        ^(i) a'2! 


Ici  encore  aï/'  tend  vers  une  limite  pour  i  infini  el  l'on  a 
lim  a',"  =  lim  a'2"  =  . .  .  =  lim  a^,". 


Pour  démontrer  ce  théorème  l'auteur  désigne  par  M,  et  /«,  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  module  des  nombres  de  la  (i'-+-i)'*°"  ligne.  Le  module  M,  va  en 
décroissant  avec  /,  il  tend  donc  vers  une  limite  finie  /•.  Si  /•  n'est  pas  nul  et  si 
m,-  ne  tend  pas  vers  r,  il  existe  un  nombre  positif  p  toi  que,  pour  une  infinité 
d'indices,  on  ail 


mais  de  cette  inégalité  résulterait 


'         '^'      n 
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ce  qui  est  absurde.  iM,  et  »i,  tendant  vers  la  même  limite  r,  on  a 

Iim|a',"|  =  Un>\a.p\  =  ...  =  lim  |  aj/' |. 

En  ce  qui  concerne  la  limite  des  arguments  des  ai^",  Fauteur  renvoie  à  son 
premier  Mémoire. 

II.  Développements  en  se'ries.  —  L'auteur  revient  à  l'algorithme  d'itération 
primitif  en  l'appliquant  à  n  cléments  qui  soient  des  séries  de  puissances. 
Il  suppose  d'abord  que  ces  séries  sont  à  une  variable  z  et  que  pour  chacune 
d'elles  le  terme  constant  a  la  même  valeur  m„  diiïérente  de  zéro.  On  peut  alors 
choisir  les  radicaux  qui  se  présentent  dans  l'ilcration  de  manière  que  tous  les 
nouveaux  éléments  introduits  soient  des  séries  de  puissances  commençant  par 
le  même  terme  constant  w„.  Après  i  itérations,  toutes  les  séries  de  puissances 
obtenues  ont  alors  en  commun  les  t '  + 1  premiers  coefficients.  Il  en  résulte 
que  les  séries  (')a^  tendent,  pour  i  infini,  formellement  vers  une  même  série 
limite. 

Ce  théorème  est  étendu  à  des  cas  un  peu  plus  généraux. 

Il  s'étend  aussi  au  cas  où  l'on  considère  les  inverses  des  séries  de  puis- 
sances (''a„. 

III.  Théorèmes  de  convergence.  —  L'auteur  se  propose  dans  cette  troisième 
Partie  d'étudier  les  convergences  des  séries  introduites  dans  la  deuxième 
Partie.  La  démonstration  est  faite  dans  le  cas  n  =  2  et  repose  sur  le  lemme 
suivant  : 

Si 

«i(-),     «2(-).     «i{-) -+-«•:(-),     a,{z)  —  a.,{z) 

sont  des  séries  de  puissances  convergentes  dans  le  cercle  de  rayon  p  et  ne 
s'annulent  pour  aucune  valeur  de  z  située  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  Ç  =  p, 
la  série  \i-{z),  limite  formelle  des  ^'^a.^{z),  est  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  Ç  et  est  égale  à  la  limite  des  fonctions  (''a^(3). 

On  retrouve,  en  supposant 

«,(-)='  +  -,         a^{z)  =1.  —  z, 

une  série  considérée  par  Gauss  et  dont  la  convergence  a  été  démontrée  par 
V.  Mangoldt  [Zeitsch.  Math.  Phys.,  20  (1875)]. 

Dans  le  cas  général  la  démonstration  précédente  pourrait  s'étendre,  s'il  était 
possible  de  trouver  un  nombre  fini  de  relations  algébriques  entières  entre 
a,,  a^,  ...,  a„  (jui  entraînât  comme'  conséquence  les  relations  en  nombre 
iiilini 

(')a„  =  (=)«„  =  .    .  =  (')a„  -  . . .  =  o. 

C'est  une  question  sur  la(|nelle  l'auteur  se  réserve  de  revenir. 

K    Caiitan. 
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Tome  CXLI;   1912. 

We.yl  [H.).  —   Sur  la  manière  dont  les  vibrations  fondamentales 
d'une  membrane  dépendent  de  son  contour  (p.  i-i  1). 

I.  Si  I  est  un  doiiiaiiie  plan  quelconque,  les  nombres  fondamentaux  de  I  so 
les  valeurs  >,  pour  lesquelles  l'équation  des  membranes  vibrantes 

.  ,  d''-u        rf-  u 

Au  +  AJ<  =  :;  H — ■   -+-  }ui  =  O 

(Jx-        dy- 

admel  une  solution  u  s'annulant  sur  la  frontière  de  I.  Soient 

)>„(!)  (n  =  I,  2,  3,   ...) 

ces  nombres  fondamentaux  rangés  par  oi-dre  de  grandeur  croissante. 

H.-A.  Schwarz  a  montré  en  i885  {Werke,  t.  I,  p.  261)  que  si  I,,  ...  est  tout 
entier  situé  à  l'intérieur  de  I,  on  a  ^,((1)^)^1(1).  L'auteur  se  propose  de 
démontrer  le  théorème  beaucoup  plus  général  suivant  : 

Si  l'on  considère  un  ensemble  fini  ou  infini  de  domaines  I,,  I^,  ...  contenus 
dans  I  et  n'ayant  aucun  point  (  intérieur)  commun,  le  nombre  des  nombres 
fondamentaux  de  I  inférieurs  à  une  limite  donnée  est  au  moins  éaal  au 
nombre  total  des  nombres  fondamentaux  c/e  I,,  I,,  ..,,  inférieurs  à  la  même 
limite. 

Les  nombres  fondamentaux  de  I  sont  les  nombres  fondamentaux    du    noyau 

symétrique  —  G{x,y;  ?,  tJ,    où    G   désigne  la  fonction  de  Green  relative  au 

domaine  L  Soit  G^  la  fonction  de  Green  relative  au  domaine  I^,  G^.  étant 
regardée  comme  nulle  si  l'un  des  points  (x.y),  (Ç,  t,  )  n'est  pas  intérieur  à  I^. 
Les  nombres  fondamentaux  du  noyau 

2.(G,+  G,  +  ...+  G,,), 

où  l'on  suppose  d'abord  le  nombre  des  domaines  I^  fini,  sont  les  nombres  fonda- 
mentaux des  différents  noyaux  —  G,.  La  démonstration    du    Ihéorème  énoncé 

•^  21t 

plus  haut  revient  alors  à  celle  des  deux  lemmes  suivants  : 

L  Le  noyau  L'=G — (Gj-f- G2  +  . . .+ G,,)  est,  au  sens  de  la  théorie  des 
équations  intégrales,  défini  positif . 

II.  En  ajoutant  à  un  noyau  quelconque  K  un  noyau  défini  positif  W,  on 
ne  peut  pas  diminuer  le  nombre  des  nombres  fondamentaux  inférieurs  à  une 
limite  donnée. 

Il  suffit,  en  ellet,  d'appliquer  le  dernier  lemme  à  K  =  G,-|- G.^-+-. .  .-t- G;,  et 
K'=  L'. 
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2.  L'auteur  Hénionlre  d'abord  le  premier  lemme  en  supposant  chaque 
domaine  I,  I,,  ...,  I,,  simplement  connexe  et  limité  par  une  courbe  à  courbure 
continue  3,  Sj.  ...,©;,.  Ces  A  + 1  courbes  limitent  un  domaine  h-i-i  fois 
connexe  I,,_^,  et  l'on  a 

1  =  1, +  1,  +  ...+  !,^  !,,+,+ £i+£,  +  ...+  C,. 

Soit  encore  G,,^i  la  fonction  de  Green  relative  à  I,,  ^,  et  soit  s  l'abscisse  curvi- 
ligne d'un  point  qui  décrirait  le  contour  multiple  c  =  3,  +  S2  +  . . .+  C,,.  Soit 
enfin  <f{x,  y)  une  fonction  fondamentale  du  no3'au 

L  =  G-(G,+  G,  +  ...+  G,.+  G,^,). 
On  a 

Le's  propriétés  de  cette  fonction  montrent  qu'elle  est  identique  à  la  fonction 

tp  ( a;,  jK )  =  — ::    /      G(s;  x,  y)^{s)  cis, 

^  ~  •-''((■  ) 

f  Ù'O  Ô'^  \ 

où  l'on  a  désigné  par    p(s)    la  variation  brusque  — /  — ^  +  ^^  J     le    long    du 

contour  (c). 
Le  calcul  des  deux  intégrales  doubles 

Ç  f\-o{x,y)Ydxdy=  ^^  J' J'cGis,  r)'^{s)^{r)  ds  clr 

montre  alors  que  v  est  positif;  c'est-à-dire  que  le  nojau  L  est  défini  positif. 
Comme  il  en  est  de  même  de  G,,^,,  le  premier  lemme  est  démontré  dans  le  cas 
particulier  indiqué  plus  haut. 

L'auteur,  par  un  passage  à  la  limite,  se  libère  ensuite  des  restrictions  mises 
aux  contours  des  domaines  I,  I,,  . . .,  I,,. 

3.  L'auteur  démontre  le  second  lemme  en  substituant,  pour  simplifier 
l'écriture,  un  intervalle  linéaire  (0,  1)  à  un  domaine  pian.  Il  s'appuie  sur 
rinégalilc 


>-'  0   «-'  0     L 


Kis.t)-'îl^^^^-...-'tM^^.^]a^{s)xindsdt<' 


où  K(s,  t)  est  un  noyau  symétrique,  )>,,  ...,  a,,  ses  «  premiers  nombres  fonda- 
mentaux; ?i(s),  ....  '■?„(«)  ses  n  premières  fonctions  fondamentales  normales, 
x{s)  une  fonction  satisfaisant  à  la  condition 


/ 


1 

x"-  ds<i. 


'i.  L'auteur    rattache    au    théorème    fondamental    un    autre    théorème    inlé- 
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ressant  qui   donne  la    loi    asymplotique    du    nombre    hs   des    nombres    fonda- 
mentaux inférieurs  à  une  limite  donnée  .\.  On  a  en  effet 

Iim   —  =  — , 

N  =  «   N         4- 

où  I  désigne  l'aire  (supposée  exister,  au  sens  de  Jordan)  du  domame  I. 

L'auteur  démontre  d'abord  la  formule  pour  un  carré  ;  les  nombres  fonda- 
mentaux, dans  le  cas  d'un  carré  de  coté  a,  sont  en  cllet  connus  et  donnés  par  la 
formule 

^^{m--hn-)         (  m, /!  =  I,  2,3,  . . .). 

II  l'étend  ensuite  au  cas  d'un  domaine  quelconque  (ayant  une  aire). 

5.  L'auteur  considère  enfin  les  nombres  fondamentaux  a,,  [jij,  . . . ,  qui  se 
rappoitent  encore  à  l'équation 

\U  +  [XM  =  o, 

mais  avec  la  condition  aux  limites  que  -r-  est  nulle  sur  le  contour.  Il  démontre 

an 

qu'au-dessous  d'une  limite  donnée  iJ  y  a  an  moins    autant  de  jj.„  que  de  )>„.  Sa 

démonstration  repose  sur  ce  fait  que,  si    l'on    désigne   par    G   et   H    les   deux 

fonctions  de  Green  relatives   aux    deux    problèmes,    le    noyau    D  =  H  —  G  est 

défini  positif. 

Lichtenstein  (L.).  —  Sur  l'intégrale  de  Poisson  et  sur  les  dérivées 
partielles  du  second  ordre  du  potentiel  logarithmique  (p.  12- 
42). 

Ce  Mémoire  se  rattache  à  un  Mémoire  de  Fatou  {Acta  mathematica,  t.  XXX, 
1906,  p.  3S5-4oo)  dont  il  a  pour  but  de  compléter  les  résultats,  ainsi  qu'à  un 
Mémoire  de  Petrini  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  6'  série, 
t.  V,  1909,  p.  127-228)  relatif  à  l'existence  des  dérivées  partielles  du  second 
ordre  du  potentiel  logarithmique. 

1.  Soient  r  et  »  les  coordonnées  polaires  d'un  point  d'un  plan,  K  le  cercle  de 
rayon  R  ayant  pour  centre  l'origine,  R  et  6  les  coordonnées  courantes  d'un 
point  de  la  circonférence  S  du  cercle, /( 8)  une  fonction  sommable  (au  sens 
de  Lebesgue),  non  nécessairement  bornée.  Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut, 
Fatou  démontre  quelques  théorèmes  remarquables  sur  la  manière  dont  se 
comportent  l'intégrale  de  Poisson 

1       r^"^  R'— r^ 

^    '   •'        27:  ^/_^   R-— 2  Rr  cos(9  —  s)-{- r--'       ' 

, .  .    ,             .  , ,      du(r,  ■^)    fj-u(r.  v)  ,  , 

et  ses  dérivées  partielles —y  :H— >  quand  le  point  (;•,  -)   tend   vers 

un  point  de  la  circonférence  S  par  une  courbe  non  tangente  à   S.   La    fonction 
(r.  o)    tend    vers  la  valeur /(G,,),  si /(ô^)  =  lim  7-    /  /{r)  dr,  c'esl-à- 
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dire  en  lous  les  points  de  S,  sauf  au  plus  en   un  ensemble  de  points  de  mesure 
nulle.  De  plus,  si  au  point  (  R,  9,,)  la  fonction /(6)  admet  une  dérivée /'(ô^), 

la  dérivée  -—  tend  vers  /''(6,, ).  Quant  aux  dérivées  partielles 
d"^  Il  d'^u  d'^u 

ou    bien    elles    ne    tendent    en    général    vers    aucune    limite,    ou    bien    elles 
augmentent  indéfiniment. 

Dans  ce  paragraphe,  l'auteur  démontre  d'abord,  en  supposant  l'existence  au 
point  6d  d'une  dérivée  y  (6,,)  et  en  supposant  en  outre,  ce  qui  n'est  pas  une 
hypothèse  restrictive, /(  6„)  =/'(6y)  ==  0,  que,  lorsque  le  point  (r,  a)  tend  vers  le 
point  (R,  6„),  on  a 

lim(R-r)'^"^i'-:^^:=:lim(R-.)^^"^;;''P)=iim(R-r)^^^"(^::^Uo. 

La  troisième  propriété  résulte  des  deux  premières  et  d'un  théorème  qui  est 
démontré  dans  le  paragraphe  suivant. 

2.  Soit  maintenant /(  6)  une  fonction  sommable,  non  nécessairement  bornée. 
L'auteur  démontre  qu'en  tous  les  points  (H,  6,,)  où  la  fonction 


r 


possède  une  dérivée  finie,   c'est-à-dire  en  tous  les  points  de  S,  sauf  au  plus 
en  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle,  on  a 

|in,(R-r)^"(;''^Uo,  lim(R_;-)^^^iiÇl^Uo. 

ôr  Ozi 

Pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  l'auteur  applique  les  résultats  du 
paragraphe  précédent  à  l'intégrale  de  Poisson  U  (  r,  9),  relative  à  la 
fonction  'I'(6);  on  a  en  effet 

—--—  =  u(r,.). 
Si,  de  plus,  la  fonction  /(O)  est  bornée,  les  deux  expressions 

Or  O-si 

sont  des  fondions  bornées  de  r  et  9. 

3.  Soit  i'(/,  9)  lu  fonction  compléfnenlaire  de  f/( /•,  f  ).  l'atnu  a  démontré  que 
si  /(O)  est  bornée  inférieuremenl,  celte  fonction  v{r,  9)  tend  vers  une  limite 
finie  quand  le  point  (r,  a)  tend  vers  (R,  0,,),  exception  faite  pour  un  ensemble 
de  points  (  R,  0^)  démesure  nulle. 

L'auteur  démontre  plus  généralement  que  st/(0)  ett  une  fonction  sommable 
ainsi    tjue    son    carré,    v(r,    9)    tend,    exception   fuite   au   plus   pour    un 
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ensemble  de  points  de  mesure  nuUe,   vers   une   limite  §'(0„);    de  plus,    la 
fonction  g (b)  est  sommable  ainsi  que  son  carré. 

Pour  démontrer  ce  tliéorème  l'auteur  pose,  d'après  Hurwilz, 

/(O)  ~  —  +  6,  cos  0  -t-  6,  cos  26  +. . . 
-+-  a,  sin  6  -H  «2 sin  28  +. . ., 

où  les  b-  et  lésa,  sont  les  coefficients  de  Fourier  relatifs  à/(0).  Il  existe  alors 
une  fonction  ^•(û),  sommable  ainsi  que  son  carré,  satisfaisant  à  la  relation 

^(  fj)  ~  —  a,  cos  6  —  «.^cos  26  — . . . 
+  6,sin  6  +  ôjsin  26  + 

L'intégrale  de  Poisson  Y(/',  a)  relative  à  ^^(0)  n'est  pas  autre  chose 
que  v{r,  9),  ce  qui  démontre  le  théorème.  L'auteur  utilisera  souvent  dans  la 
suite  un  procédé  de  démonstration  analogue. 

Aux  points  de  la  circonférence  S  exclus  du  théorème,  v{r,  6)  devient 
infinie  pour  /•  =  R  au  plus  logarithmiquement. 

4.  L'auteur  passe  à  l'étude  de  la  dérivée  — ^  et  démontre  que  si  fib)  est 

ôr  ~i  j  \    I 

continue  et  possède  une  dérivée  f  {b),  non  nécessairement  bornée,  sommable 

.    ,     j.         ■       àn{r,  -c)  ^       ,      ,  ,  .  ,.^. 

ainsi  que  son  carre,  la  fonction ; — '- —  tend,   dans   les  mêmes   conditions 

^  ■'  dr  ' 

que  plus  haut  et  exception  faite  au  plus  pour  un  ensemble  de  points  (  R,  ù„) 
de  mesure  nulle,  vers  une  limite  finie   'Iv^o))  de  plus,  la  fonction   <^(0)   a 
son  carré  sommable. 
La  démonstration  repose  sur  la  construction  d'une  intégrale  de  Poisson  W(/",'f) 

.     ,    ,      du 
égale  a  /•  -t-^ 
or 

5.  Si  maintenant /(O  )  désigne  une  fonction  continue  quelconque,  Fatou  a 
démontré  que,  pour  l'existence  en  un  point  (R^,  6)  d'une  limite 


lim  v{r,  6), 
/•  =  U 


il  faut  et  il  suffit  que  l'intégrale 


/: 


[f{b  +  t)~f{f)-t)]  col-  Clt  (E>0) 


ait  une  limite  quand  s  tend  vers  zéro. 

L'auteur  démontre  d'abord  que,  si  l'on  suppose  simplement  la  fonction 
intégrable,  non  nécessairement  bornée,  le  théorème  de  Fatou  subsiste  en  tout 
point  6  de  continuité  de  celte  fonction.  De  plus,  si  [/(O)]'  est  sommable,  la 
fonction  v{r,  6)  a  une  limite  ^(0),  sauf  au  plus  pour  un  ensemble  de 
points  (  R,  6)  de  mesure  nulle,  et  le  carré  de  ^(0)  est  sommable. 

De  ces  deux  ihéorèmes  résulte  une  conséquence  inléressanle  : 

5/  [/(9)]'  est  intégrable  au  sens  de  liiemann,  l'intégrale 


/ 


dt 

[/(fJ-+- 0-/(0-01-7  ('->o) 
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tend,  pour  s  =  o,  vers  une  limite  finie  h{%),  exception  faite  pour  un  ensemble 
de  valeurs  de  9  de  mesure  nulle  et  la  fonction  [A  (9)]-  est  sommable. 

G.  Les  considérations  précédentes  conduisent  naturellement  à  quelques  théo- 
rèmes sur  les  dérivées  partielles  du  potentiel  logarithmique  d'une  simple  couche 
dans  le  cas  d'un  domaine  circulaire  (de  rayon   i). 

En  particulier,  le  potentiel  d'une  simple  couclie  dont  la  densité  —  — /(6) 

est  une  fonction  sommable  ainsi  que  son  carré,  admet  en  tous  les  points  de 
la  circonférence  S,  sauf  au  plus  en  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle, 
une  dérivée  tangentielle  et  une  dérivée  normale  ;  chacune  de  ces  dérivées  est 
sommable  ainsi   que  son  carré. 

Si  en  particulier  la  fonction  [/(6)]-  est  intégrable  au  sens  de  Rieniann,  la 
dérivée  tangentielle  du  potentiel  en  un  point  (i,  6,,)  est 

-  :h  r'"V(e)cot^rf6. 

-  "■  J  —  TZ 

Soit  F(6)  une  fonction  continue  admettant  la  période  ar  et  soit  u^{r,  -j)  la 
fonction  potentielle  régulière  à  l'intérieur  du  cercle  K  de  rayon  R  et  qui  prend 
sur  le  bord  les  valeurs  F  (6).  Pour  que  m,i(7',  a)  puisse  être  regardée  comme 
un  potentiel  desimpie  couche,  il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  que  F(6)  possède 
une  dérivée  sommable  ainsi    que    son    carré.  Cette    condition   est    suffisante 

p  +  Tl 

si  R  ^i.  Si  R  =  I  il  faut  encore  que  l'intégrale  1         F(0)  rfô  soit  nulle;    le 

problème  admet  alors  une  infinité  de  solutions. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  énoncée  dans  le  cas  R  ^  i  a  été  trouvée 
sous  une  autre  forme  par  Picard  {Rendiconti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  t.  XXIX,  igio,  p.  79-97). 

7.  L'auteur  étudie  maintenant  les  dérivées  partielles  du  potentiel  loga- 
rithmique. Soit  P(:r,  y)  une  fonction  définie  dans  un  domaine  T,,  limitée  par 
une  courbe  analytique,  bornée  et  intégrable  au  sens  de  Riemann  et  continue  au 
voisinage  de  (x,  y)  sur  toute  droite  issue  de  ce  point.  Petrini  a  démontré 
que     la    condition    nécessaire    et    suffisante    pour    l'existence    des    dérivées 

,.  ,,      d^U       ()=U    ,  .  ,  ,         .  ,      . 

partielles  — — r  et  -r — -  du  potentiel  logarithmique 
dx-       dy-  °  ^ 

U(^,y)=  ^,ff^<^''  ^')  log[{^-?)^+(r-T.)»]rf;rfT. 


est  l'existence  d'une  limite  pour  l'expression 

/yP(?.  -r,)  £5  log  [{X  -  Ç)=+  {y--r,y]  d\  dr„ 
To-- 

quand  le  cercle  z  décentre  {x,  y)  tend  vers  zéro;  on  a  de  plus  la  relation 
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PeLrini  a    démontré  un    lliéorcriie    analogue    sur  les  dérivées  parlielles    '^ 
et 


Ô^U  """'^ 


dy  Ox 

L'auteur  fait  des    hypothèses    plus    générales    sur   la    fonction    V {x,  y)    et 
commence  par  supposer  le  domaine  T  défini  par  les  inégalités 

o^a;^-,        o^j-^r; 

ses  conclusions  s'étendront  ensuite  finalement  à  un  domaine  T  limité  par  une 
courbe  analytique  quelconque.  Ses  considérations  reposent  sur  l'existence  du 
système  orthogonal  complet  normal,  défini,  dans  le  domaine  (o^j;i2-, 
07^^  2-)  par  les  fonctions 

Il  I       .  I  I      . 

TZi''     'TZ-i^^'^P^^     T^-^^^P^t     —Z'-'^^^^y>     "T^sing'^, 

I  »  .  1    .  I  . 

—  cospxcosqy,      -cospxs\nqy,     -■  sm  px  cas  qy,     -s\npxsinqy. 

Soit  d'après  cela  P  {x.  y)  une  fonction  définie  dans  le  domaine  T,  sommable 
ainsi  que  son  carré  et  prolongée  dans  tout  le  plan  d'après  les  relations 

P(-x,  y)^-P{x,  y),         P(x-^2T.,y)^  P(^,r), 
P{x  -y)  =  -P{x,y),         P{x,y-h'2T.)=P{x,y). 


On  a  alors 

la  série  Sa^,^  étant  convergente.  La  série  infinie 


y)~   >    a^,     —sinpxsinqy, 

p.q  =  \ 


u(.,^)=-2:ia,/'";^-^'- 

p.q  =  1 

est  alors  convergente  et  l'auteur  démontre  qu'elle  est  égale  à 

\}{x,y)^-~  fjc(x,y;  \,  t,)  P(ï,  r,  )  rfï  rfr,, 

G  désignant  la  fonction  de  Green  relative  à  T. 
Les  deux  fonctions,  sommables  ainsi  que  leurs  carrés, 

u^\x,y)'^/    —T, ^  —  sin /?j;  sin  <7^-, 

M, (x,  r)~>    —^ — -h   —  slnnxslnv1- 
•    '      ^  p-+  q^-   T.        ^  *■' 

p.f/  =  i 
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.     ,      .  d'V       d'U  ,  ,  ,  ,    j         . 

sont  respectivement  égales  a  -r— 7.  et^— ;>  saut  au  plus  en  un  ensemble  de  points 
dx-       dy 

d'aire  nulle,  et  leur  somme  est  égale  à  P(^,  y). 

Comme  on  a 

g  restant  partout  fini,  les  conclusions  précédentes  subsistent  quand  on  substitue 
à  \}{x,  y)  la  fonction 

\\{x,y)=-^fjp{x,  l)\o^[[x-\r-+{y--rS-]d\dr,. 

Si  donc  P  '\X,y)  est  sommable  ainsi  que  son  carré,  ce  potentiel  logarith- 
mique admet  partout,  sauf  au  plus  en  un  ensemble  de  points  d'aire  nulle, 

des  dérivées  partielles  du  second  ordre  —r—-,     ,   „  ,   sominables  ainsi   que 

ox^       oy^ 
leurs  carre's  et  satisfaisant  à  l'équation 

En   comparant  ce  résultat  à  celui  de  Pctrini,  on  voit   que,  si  F  (x,  y)  est 
continue  dans  tout  le  domaine  T,  l'expression 


ff^ 


P{x,l)-^_\Q^[{x-%r--^{y--rS-]d\dT, 


tend,  sauf  peut-être  pour  un  ensemble  de  points  d'aire  nulle,  vers  une  limite 

k  {x,  y),  quand  le  cercle  1  tend  vers  zéro. 

L'auteur   démontre   enfin,  dans    les   mêmes   hypothèses    que    tout   à    l'heure, 

1,     •  11.-.  ■  11        t)' U         d-  U  ,  ,      ,         •       r^ 

I  existence  des  dérivées  parlielles  -r — r-  >  -; -—  on  tous  les  points  du  domaine  T 

ox  Oy     ôy  ax 

exception  faite  d'un  ensemble  de  points  d'aire  nulle. 

Fraenkel  (^Adolf).  —    Le   fondement  axiomatiqiic  de  la   théorie 
des  noml)res/?-adiques  de  Hensel  (p.  43-76). 

1.  Introduction.  —  Cet  Article  ne  s'occupe  pas  des  nombres  /)-adiqucs 
introduits  par  Hensel,  au  point  de  vue  de  leurs  applications  à  l'Algèbre.  Il  se 
rattache  plutôt  aux  travaux  de  Peano,  Ililbert,  Iluntington,  IJurali-FoJti, 
llulder,  etc.,  qui  se  sont  occupes  de  fonder  l'arithmétique  sur  un  système 
d'axiomes  nécessaires  et  suffisants.  Ce  que  ces  géomètres  ont  fait  pour  les 
nombres  entiers,  pour  les  nombres  réels,  pour  les  nombres  complexes  ou  pour 
certains  domaines  de  ces  nombres,  l'auteur  se  propose  de  le  faire  pour  les 
nombres  /?-adiques  de  Hensel. 

Après  avoir  établi  (§2)  un  système  d'axiomes  qui  permet  de  caractériser  le 
type  d'ordre  du  système  des  nombres /j-adiqucs,  il  établit  (§  3)  les  axiomes  qui 
se  rapportent  aux  opérations  qu'on  peut  eiïecluer  sur  ces  nombres,  et  enfin  (§  4), 
grâce  k  trois  nouveaux  axiomes,  il  déinonlic  au  moyen  de  la  notion  des  valeurs 
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approchées  que  le  système  des  nombres  /?-adiques  de  Hensel  est  essentiellement 
le  seul  qui  satisfasse  à  tous  les  postulais  énoncés. 

2.  Le  type  d'ordre  de  l'ensemble  des  nombres  p-adiques.  —  L'auteur 
considère  un  système  S  d'élémenLs,  se  partageant  en  classes  de  telle  sorte  que 
chaque  élément  de  S  appartienne  à  une  classe  et  à  une  seule. 

Il  énonce  d'abord  sept  postulats  se  rapportant  au  type  d'ordre  de  l'ensemble 
des  classes  du  système  S;  ils  sont  fondés  sur  l'existence  d'une  relation  qui  peut 
exister  entre  deux  classes  G  et  C,  relation  qu'on  écrira 

G  <  C, 
et  qui  se  lira  C  plus  petit  que  G'.  Ges  postulats  sont  les  suivants  : 

r,.  Si  G  est  une  classe  quelconque  du  système  S,  on  n'a  jamais  G  <  G. 

r, .  Si  C,  G',  G"  sont  trois  classes  quelconques  du  système,  les  relations 
G  -<  G',  G'<  G"  entraînent  G  <  G". 

Fj,  Le  système  S  contient  une  classe  particulière  Cx  plus  petite  que  toutes 
les  autres  classes  du  système  (s'il  y  en  a). 

r^.  Si  S  contient  une  classe,  il  en  contient  au  moins  encore  une  autre. 

Tj.  Si  G  est  une  classe  quelconque  différente  de  la  classe  G «3  qui  peut 
éventuellement  {d'après  Fj)  entrer  clans  S,  le  système  S  contient  au  moins 
une  classe  G|  différente  de  C^,,  telle  que  C  |  <  G  ef  telle  que  toute  autre 
classe  G'  plus  petite  que  G  est  aussi  plus  petite  que  G  | . 

Fg.  Si  G  est  une  classe  quelconque  différente  de  Gx,  le  système  S  contient 
au  moins  une  classe  \  G,  différente  de  G-x,  telle  que  G  <  |  G  e<  telle  que, pour 
toute  autre  classe  G'  satisfaisant  à  G  <  G',  on  ait  aussi  |  G  <;  G'. 

F. ,  Le  système  S  ne  contient  pas  d'autres  classes  que  celles  exigées  par  les 
postulats  F,,  Fj,  Vy  Fg. 

De  ces  postulats,  il  résulte  iininédialcment  qu"éLant  données  deux  classes 
différentes  G'  et  G",  on  a  une  et  une  seule  des  deux  relations  G'<  G",  G"<;  G'. 
L'ensemble  des  classes  est  ainsi  ordonné  linéairement  par  la  relation  <;. 

Le  type  d'ordre  déterminé  par  les  postulats  F  est  bien  déterminé  :  c'est  le  type 
de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  rationnels  entiers  qu'on  ferait  précéder  (ou 
suivre  si  l'on  définit  l'ordre  par  la  relation  >)  d'un  élément  isolé.  On  peut 
donc  (et  d'une  infinité  de  manières)  noter  les  classes  autres  que  Cx  par  un 
indice  entier  de  manière  que  G,<  G^  si  i  est  supérieur  à  A"  au  sens  ordinaire  du 
mol;  celte  propriété  s'étend  même  si  i—  oc. 

L'auteur  démontre  ensuite  l'indépendance  des  sept  postulais  F,  en  |)rnuvant 
successivement  l'existence  de  sept  systèmes  dont  chacun  satisfait  à  lous  les 
postulats  sauf  un. 

Il  passe  ensuite  à  l'étude  du  lype  d'ordre  de  l'ensemble  des  élémcnls  d'une 
même  classe.  II  suppose  l'existence  d'une  relation  pouvant  exister  entre  deux 
éléments  a,  jî  de  celle  classe,  i-elalion  qu'on  écrira  a  H  ?  et  qui  se  lira  :  x  plus 
bas  que  p.  Voici  quels  sont  les  postulats  qu'il  énonce  : 

.V,.  Si  S  contient  une  classe  Cx>  jouissant  de  la  j>ropriété  énoncée  dans  F,, 
cette  classe  Cx  ne  contient  qu'un  élément. 

Aj.  Si  (X  et  p  sont  deux  éléments  différents  quelconques  d'une  classe  G, 
l 'une  au  moins  des  relations  a-jjîefjâ-jaa  lieu. 

A,.   On  n'a  pour  aucun  élément  x  de  C  la  relation  a  -;  a. 
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A^.  Si  a,  p,  Y  sont  trois  éléments  quelconques  de  C.  les  relations  a  -^  jâ, 
P  -i  Y  entraînent  la  relation  a  H  Y* 

Aj.  Parmi  les  éléments  d'une  classe  C  il  existe  un  ensemble  infini  dénom- 
brable  d'éléments  M  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  Étant  donné  un 
élément  quelconque  ix  de  M  qui  ne  soit  pas  plus  bas  que  tous  les  autres  élé- 
ments de  C,  //  existe  un  élément  "K  de  C  non  contenu  dans  M,  tel  que  a  H  \t- 
et  tel  qu'il  n'existe  aucun  élément  de  C  satisfaisant  aux  deux  relations  >.  -i  v, 
V  ~i  ji.  Aulrement  dit  la  classe  C  contient  un  ensemble  dénonibrable  M  d'élé- 
ments qui  possèdent  des  prédécesseurs  immédiats. 

Ag.  Si  a.  et  ^  sont  deux  éléments  différents  quelconques  de  C  tels  que 
a  ^  ^,  et  qui  ne  jouent  pas  {dans  le  cas  où  le  postulat  A^  est  vrai)  le  rôle  des 
éléments  'k  et  (i,  il  exLtte  dans  C  au  moins  un  élément  y,  appartenant  à 
l'ensemble  M  {dans  le  cas  où  le  postulat  Aj  est  vrai),  et  satisfaisant  aux 
relations  a  -i  y>  T  ~5  P-  L'ensemble  M  est  par  conséquent  contenu  d'une 
manière  partout  dense  dans  l'ensemble  de  tous  les  éléments  de  ia  classe  C. 

A..  Si  une  classe  C  est  décomposée  en  deux  parties  C,  et  C,,  dont  chacune 
contient  des  éléments  de  manière  que  tout  élément  de  C  appartienne  à  une 
et  à  une  seule  de  ces  deux  parties,  que  chaque  élément  de  C,  soit  plus  bas 
que  chaque  élément  de  C,,  alors  il  existe  dans  G  au  moins  un  élément  y  tel 
que  tout  élément  y  de  C  pour  lequel  on  a  y  ~i  y.  mais  non  •;  -s,  y,  appar- 
tienne à  C,,  et  que  tout  élément  à  de  C  pour  lequel  on  a  y  -i  lii,  mais  non 
<!)!  ^  y,  appartienne  à  G,.  G'est  le  postulat  de  Dedekind. 

Aj.  Chaque  classe  G  différente  de  Cx,  contient  au  moins  un  élément  Xc, 
appartenant  à  l'ensemble  M  {dans  le  cas  où  le  postulat  Aj  est  vrai)  et  plus 
bas  que  tout  autre  élément  de  G. 

Ag.  Chaque  classe  G,  différente  de  Cx  contient  au  moins  un  élément  toc, 
n'appartenant  pas  à  l'ensemble  M  {dans  le  cas  où  le  postulat  A^  est  vrai) 
et  tel  que  tout  autre  élément  de  G  soit  plus  bas  que  lui. 

Il  résulte  de  A3  et  A^.  que  l'ensemble  des  élémenls  d'une  même  classe  est  bien 
ordonné  par  la  relation  -i  (ou  par  la  relation  inverse  y,  plus  haut  que).  Cet 
ensemble  est  parfait,  mais  nulle  part  dense,  et  admet  des  élémenls  extrêmes. 

L'auteur  convient  de  poser  a  <  ^  si  a  et  |ï  appartiennent  à  deux  classes 
différentes  G  et  G'  dont  la  première  soit  plus  petite  que  la  seconde. 

Si  a  et  p  appartiennent  à  la  même  classe,  ils  sont  dits  équivalents  et  l'on 
écrit  a  'v/  p.  Étant  donnés  deux  éléments  a  et  ^  quelconques  de  S,  on  a  donc 
toujours  une  cl  une  seule  des  relations 

s'ils  appartiennent  à  la    même   classe,    on    a    toujours    une   et    une   seule    des 
relations 

Le  système  des  nombres  rationnels  p-adiques,  où  p  désigne  un  nombre 
naturel  premier  ou  non,  satisfait  à  tous  les  postulats  V  et  A.  Un  tel  nombre 

peut  se  représenter  par   une  série  ^  OiP't  où  n  est  un  nombre  entier  positif, 

i  =:  n 
nul  ou  négatif  quelconque   el    où    les  a,    sont    choisis   arbitrairement  dans   la 
suite  o,  I,  2,  . . .,  p  —  I.    L'indice  n  du  premier  des  nombres  rt,  qui  ne  sont  pas 
nuls  s'appelle  Vordre  du  nombre  /j-adiquc 
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Chaque  classe  est  formée  des  nombres  /?-adiques  d'un  ordre  donné;  la 
classe  Coo  est  formée  du  seul  élément  pour  lequel  tous  les  a,  sont  nuls  (d'ordre 
infini).  De  deux  classes  dilTérenles,  la  plus  petite  est  celle  dont  l'ordre  esl  le 
plus  grand  (au  sens  ordinaire  du  mot);  si  G  est  la  classe  d'ordre  n,  C  |  est  la 
classe  d'ordre  n -f- 1  et  |  C  la  classe  d'ordre  n  —  i. 

Dans  une  même  classe  (d'ordre  n)  le  plus  bas  des  deux  éléments 

i  =  n  i  —  n 

est  a,  si  le  premier  des  nombres  a^    qui    n'est    pas    égal    au    nombre    corres- 
pondant bf.  est  plus  petit  que  lui. 

Avec  ces  définitions  des  classes  et  des  relations  <,  -;,  tous  les  postulais  r 
et  A  sont  vérifiés.  L'ensemble  M  correspondant  à  la  classe  C  d'ordre  n  est 
formé  de  tous  les  nombres  /)-adiques  d'ordre  n  qui  sont  limités,  c'est-à-dire 
tels  qu'à  partir  d'un  certain  rang  tous  les  a,  soient  nuls.  Le  nombre  de  C 
immédiatement  plus  bas  que  le  nombre 

est  alors 
a„p"+  a„^,/>"+'-t-. .  •  +  «,_.,/>'■-' -t-(a^—i)/?''-i-  (/>  —  I)/>'■^•'-^-  (/?  — i  )/?-■+•'+ 

L'ensemble  des  nombres  /j-adiques  d'ordre  n  fournit  ainsi  un  exemple 
d'ensemble  parfait,  nulle  p;irl  dense,  avec  éléments  extrêmes;  il  a  la 
puissance  du  continu. 

L'auleur,  pour  terminer,  démontre  l'indépendance  des  postulats  A. 

3.  Le  corps  des  nombres  p-adiques.  Les  systèmes  p-adiques  et  les  systèmes 
g-adiques.  —  L'auteur  énonce  douze  postulats  relatifs  à  l'addition  et  à  la 
multiplication;  ce  sont  les  suivants: 

II..  Si  a  e<  p  sont  deux  éléments  quelconques  de  M,  H  existe  une  opération 
qui  fait  correspondre  à  ces  deux  éléments  {rangés  dans  l'ordre  ol,  jî  )  un 
élément  rs  de  S.  Cette  opération  s'appellera  addition,  on  écrira  7  =  a  -;-  |i,  et 
l'on  doonera  à  a  le  nom  de  somme. 

IIj.  L'addition  est  associative  :  a-)-(|i  +  Y)  =  (a+[ii)-|-Y. 

II3.  S'il  existe  dans  S  un  élément  o  tel  que  l'on  ait,  pour  chaque  élément  a 
de  S,  a  -!-  o  =  a,  alors  à  chaque  élément  ol  de  S  correspond  au  moins  un 
autre  élément  a'  tel  que  a  -t-  a'  =  0. 

n^.  Il  existe  une  autre  opération  qui  fait  correspondre  à  deux  cléments 
quelconques  a,  ,3  un  élément  bien  déterminé  ~  qu'on  écrira  a.!î;  c'est  la 
multiplication. 

rij.  La  multiplication  est  associative. 

Ilg.  Le  système  S  contient  au  moins  un  élément  î  {élément  unité)  tel  qu'on 
ait.  quel  que  soit  a,  x.s  =  a. 

n..  Si  S  contient  un  élément  unité  £  et  si  a  est  un  élément  quelconque 
de  S  qui  ne  soit  pas  un  diviseur  de  o  (c'est-à-dire  tel  que  la  relation  x.x  =  o 
ne  puisse  être  vérifiée  que  par  x  =  0),  il  existe  au  moins  un  élément  a"  tel 
qu'on  ait  a.a  =  e. 

Ilj.  La  multiplication  est  commutative. 
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Ilg.  La  multiplication  est  distributive par  rapport  à  l'addition 

a.(p  +  y)  =  a. [3  +  ot.y. 

n,,|.  Si  s  contient  un  élément  unité  t,  il  existe,  parmi  les  multiples  succes- 
sifs de  z,  à  sai'oir  2  e  =  s  +  s,  3e  =  2c  +  £,  4s>  •••<  ««  premier  multiple  pe 
appartenant  à  la  classe  gui  est  immédiatement  plus  petite  que  celle  de  s. 
Le  nombre  naliirel  p  s'appelle  le  nombre  fondamental  du  système. 

n,,.  Si  a  est  un  élément  de  S  gui  ne  soit  pas  un  o,  et  si  y  est  tel  qu'aucun 
de  ses  p  —  i  premiers  multiples  n'appartienne  à  la  classe  immédiatement 
plus  petite  gue  celle  de  y,  la  relation  p  <  y  entraîne  a.p  <  a. y. 

11,5.  Si  a  et  ^  sont  deux  éléments  quelconques  de  S  et  si  p  ■<  a,  on  a 
a  -i-  p  ~  a. 

11  résulte  de  ces  postulats  que  si  a  est  un  nombre  de  S  qui  ne  soit  pas  un  o, 
et  si  m  est  le  plus  petit  nombre  naturel  pour  lequel  7na<;a,  m  est  un  divi- 
seur de/?.  Les  systèmes  S  pour  lesquels  p  est  premier  seront  dits  /7-adiques; 
les  systèmes  S  pour  lesquels/?  est  composé  seront  dits  g'-adiques. 

Tout  système  S,  /?-adique  ou  ^-adique  possède  un  élément  o  et  un  seul  : 
c'est  l'élément  unique  de  la  classe  Ccc. 

Tout  système /j-adique  ou  _^-adique  forme,  pour  l'addition,  un  groupe. 

L'auteur  démontre  un  certain  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  ces  systèmes; 
signalons  le  suivant  : 

Si  a  et  ,3  sont  deux  éléments  équivalents  quelconques  d'un  système 
p-adique  ou  g-adique,  leur  somme  a  -4-  p  est,  ou  bien  équivalente  à  chacune 
de  ses  parties,  ou  bien  plus  petite  que  c/iacune  d'elles.  Si,  en  particulier, 
X  et  p  sont  deux  éléments  non  équivalents  quelconques  (a>  p)iil  est  impos- 
sible de  trouver  un  nombre  naturel  n  assez  grand  pour  que  n  p  soit  équi- 
valent à  a  ou  plus  grand  que  a.  Tout  système  p-adique  ou  g-adique  est 
donc  non  arc/iimédien,  en  ce  qui  concerne  la  relation  de  grandeur. 

Si  S  est  un  sj'stème  />-adique,  il  est  possible  de  définir  une  multiplication 
des  classes.  En  appelant  Cj  la  classe  qui  contient  l'unilé  s,  le  produit  des 
classes  C;  et  C^  est  C,.^^  (même  si  l'un  des  indices  est  oc). 

Le  produit  de  deux  éléments  appartenant  aux  classes  C,  et  Cj  appartient 
toujours  à  la  classe  C,^^. 

Une  telle  définition  de  la  mulliplication  des  classes  est  impossible  pour  les 
systèmes  ^-adiques. 

4.  Détermination  complète  des  systèmes  p-adiques.  Les  valeurs  appro- 
chées. —  Les  postulats  (T)  et  (A)  définissent  complètement  le  système  S.  en 
ce  qui  concerne  les  relations  de  grandeur  et  de  hauteur. 

En  ajoutant  aux  postulats  F,  A  et  FI  trois  nouveaux  postulats,  on  peut 
démontrer  que  tout  système /?-adique  est  isomorphe,  au  point  de  vue  des  rela- 
tions de  grandeur  et  de  hauteur  et  des  opérations  de  l'addition  et  de  la  multi- 
plication, avec  le  système  des  nombres  /?-adiques  rationnels  de  Henscl.  Ces 
trois  postulats  sont  les  suivants  : 

<l'|.  Si  a  et  ,j  sont  deux  éléments  équivalents  quelconques  f/e  S  (  a  -<  |j),  on 
a  pT.  -i  p[i,  p  désignant  le  nombre  fondamental. 

•I'^.  Si  m  est  un  nombre  naturel  inférieur  à  p  et  si  2  et  ji  .«0/1/  deux  élé- 
ments tels  que  |i  ^  e  e<  gue  a  <  Jî  {ou  du  moins  a  -5  |i  si  a  ~  ,3),  l'équiva- 
lence des  éléments  ms  -\-  a.  et  niz  -^  fj  entraine  me  -)-  a  -?  mz-i-  p. 
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<t>3.  Si  a  est  un  clément  quelconque  équivalent  à  z,  il  existe  un  nombre 
naturel  m  inférieur  à  p,  ne  dépendant  que  de  la  hauteur  de  a,  et  tel  que 
Cl.  —  ms  soit  plus  petit  que  a  et  ne  dépende,  en  grandeur  et  hauteur,  que  de 
la  hauteur  de  a. 

Ces  posliiials  peimetlenl  de  définir  los  valeurs  approcliées  des  diiïcrents 
ordres  d'un  éléiiienl  a;  ces  valeurs  approchées  sont  bien  connues  dans  la  lliéorie 
de  Hensel. 

Remak{R.).  —  Sur  une  fonclioii  indiquée  par  M.  H. -A.  Scliwarz 

(77-93)- 

Dans  un  travail  Sur  les  fonctions  dérivées  {Math.  Ann.,  t.  LXIII,  1907, 
p.  3iG),  Pompeiu  considère  une  fonction  non  constante,  nnais  dont  la  dérivée 
est  nulle  en  un  ensemble  dense  de  points  d'un  intervalle.  En  s'appuyant  sur 
des  lliéorèmes  de  Baire,  il  démontre  qu'en  dehors  de  l'ensemble  dénombrable 
de  zéros  que  la  formation  même  de  la  fonction  met  immédiatement  en  évidence, 
la  dérivée  admet  encore  un  autre  ensemble  non  dénombrable  de  zéros.  Dune 
manière  générale,  si  l'ensemble  des  zéros  de  la  dérivée  d'une  fonction  est  par- 
tout dense,  cet  ensemble  a  la  puissance  du  continu. 

Plus  tard,  Schwarz  (Silzungsber.,  Berlin,  1910,  p.  592)  a  indiqué  un  autre 
exemple  de  fonction  jouissant  de  la  même  propriété  que  celle  de  Pompeiu. 
L'auteur  se  propose  de  montrer  directement  sur  celte  fonction,  sans  s'appuyer 
sur  les  théorèmes  de  Baire,  que  l'ensemble  des  zéros  de  la  dérivée  a  la  puis- 
sance du  continu. 

La  fonction  de  Schwarz  est 


F(:r)  =  yil0^, 


où  m  est  un  nombre  donné  supérieur  à   i,  et  où  l'on  a  posé 

,     ,         r''       d.r 

<o{x)=  j- 

•^0      (sina;)' 
Si  l'on  dilTércntie  terme  à  terme  la  série  qui  définit  F"(^),  on  obtient 


S(^)=2] 


2("'-')"(sine"a:.  u)-^ 


L'auteur  se  propose  de  montrer  que,  partout  où  S{x)  converge,  F  (;r)  a  une 
dérivée  égale  à  S  (a;),  et  que  partout  où  S  {x)  diverge  (et,  par  suite,  est 
infini),  V  {x)  a  une  dérivée  infinie  (§  1).  Il  substituera  ensuite  à  S  (j;)  une 
série  plus  simple  U  {x),  convergente  et  divergente  en  même  temps  que  S  {x) 
(§2),  montrera  que  l'ensemble  des  points  de  convergence,  ainsi  que  l'ensemble 
des  points  de  divergence  de  U  (a;),  ont  la  puissance  du  continu  (§  3),  enfin 
passera  à  la  fonction  inverse  de  V  {x)  (§  4). 

1.   Dans  le  cas  où  S  {x)  est  infini,  soit  parce  que  x=  ^^   soit  parce  que  la 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  i'  série,  t.  XXWIL  (Novembre  igiS.)       H.n 
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série  est  divergente,  il  est  très  facile  de  démontrer  que  l'on  a 

lim     — ^ y- y-^ =->-   X. 

/,,=o  /i,-h  h„ 

Dans   le   cas   où   S  (x)   est   convergente,    l'auteur    s'appuie,    pour    démontrer 
que  F'(j;)  existe  et  est  égale  à  S  (x),  sur  la  formule 


dx  i4 


(siii^r)'        (sino;)' 


1.  Dans  le  cas  où  x  n'est  pas  de  la  forme   ^)   Fauteur  désigne  par  cl)  (x)  la 

diiïérence  entre  x  et  l'entier  le  plus  voisin.  Si  l'on  écrit  le  nombre  X  (a:)  dans 
le  système  de  numération  de  base  ?,  ce  nombre  commence  par  0,0.  Soit  à(/j) 
le  nombre  de  cliilTres  égaux  qui  suivent  le  /i'^"""  chillVe  après  la  virgule,  on  a 

2-'';")>  cl.  [2".X]  >  2-t''(")^-'l, 

Cette  double  inégalité  permet  de  trouver  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  à  la  série  S{x).  On  a,  en  effet, 

Jt{x)<S{x)<^^T{x), 
7 
en  posant 

-Ai/!)  — ("(—  1)  n 


r(^)=2i 


Soient  n^^=  o,  /(,,  /i..,  ...  les  rangs  des  cliilTres  après  la  virgule,  et  qui  sont 
immédiatement  suivis  d'un  cbiffre  diffèrent.  Si  l'on  substitue  à  la  série  T  {x) 
la  série  plus  simple 

=  'V.,T'V'-("'-î)"f 


V{x) 


lî'U  (x)  <S(a;)  <  -^U  (x). 

1 


3.  On   aura   certainement   des  points   de  divergence   de   U  {x)  et,  par  suite, 
de  S  (,r)  si  l'on  a 


?+'-         2  f 

ce  qui  peut  s'obtenir  en  prenant  pmir  //     ,  le  plus  grand  nombre  entier  immé- 

, .                          .   .          ,   3  /«  —  I  ...  .  ,  •        .  ,^ 

diatement  supérieur  a n  ,  augmente  d  un    entier  aruitratie  />  .   On   a 

évidemment  ainsi   un   ensemble  de  points  île  divergence  qui  a  la    puissance  du 
continu. 

On  aura  de  même   facilement   des  points    de   convergence  un  se  donnant  un 
entier  fixe  <^  et  prenant 

'^+1  =  "f  -^  '  -+-  -e- 
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où  z^  esl  l'iiii  que/conque  des  entiers  o,  i,  2,  . . .,  i{/  ~  i.  On  a  ainsi  un  ensemble 
de  points  de  convergence  qui  a  la  puissance  du  continu. 

4.   Si  l'on  appelle  a?  =  y  (|)  la  fonction  inverse  de  ^  =  F  (x),  cette  fonction 

a  partout  une  dérivée  égale  à  — - — -  <  -•  L'auteur  démontre  qu'en  tout  point  ?„ 

où  la  dérivée  esl  nulle,  c'est-à-dire  où  S  (a;,,)  =  x,  celle  dérivée  -^  est  continue. 

Il  suffit  pour  cela  de  montrer  que  S  (x)  tend  vers  -+- oc  quand  x  tend  vers  x„; 
l'auteur  y  arrive  facilement  en  se  servant  de  la  manière  dont  x  est  écrit  dans 
le  système  dyadique. 

Schlesinger  {Liuhvig).  —  Sur  une  classe  de  systèmes  différen- 
tiels d'ordre  quelconque  à  points  critiques  fixes  (96-145). 

Ce  Mémoire  se  rattache,  d'une  part,  aux  travaux  fondamentaux  de  L.  Fuchs; 
d'autre  part,  aux  recherches  faites  par  l'auteur  lui-même  depuis  plusieurs 
années  sur  ce  qu'il  appelle  le  problème  de  Riemann. 

En  188^,  L.  Fuchs  s'est  proposé  de  caractériser  les  équations  difTérentielles 
non  linéaires  dont  les  solutions  n'admellenl  que  des  points  de  ramification 
fixes.  Il  a  pu  résoudre  ce  problème  dans  le  cas  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  Or,  comme  l'a  montré  Painlevé,  les  points  singuliers  mobiles 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  jouissent  de  la  propriété  que, 
dans  leur  voisinage,  les  solutions  se  comportent  comme  des  fonctions  algé- 
briques :  Fuchs  a  donc,  en  somme,  déterminé  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  dont  tous  les  points  critiques  sont  fixes,  en  désignant  sous  le 
nom  de  points  critiques  les  points  de  ramification  et  les  points  d'indétermina- 
tion (points  singuliers  essentiels).  C'est  Painlevé  qui  a  entrepris  la  résolution 
du  même  problème  pour  les  équations  différentielles  d'ordre  supérieur.  Il  a 
développé  une  méthode  lui  permettaiil,  d'une  part,  d'indiquer  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'une  équation  différentielle  n'admette  que  des  points 
critiques  fixes;  d'autre  part,  de  reconnaître  si,  pour  une  équation  différentielle 
satisfaisant  à  ces  conditions,  les  points  singuliers  mobiles  sont  de  simples 
pôles.  A  l'aide  de  celte  méthode,  Painlevé  a  dressé  un  tableau  des  équations 
dilTéx'entielles  du  second  ordre  de  la  forme 


dx'  -jy^'^y^  dxj' 


dy 
où  /  est  rationnel  en  -j—t  aigébri(|ue  tn  y  et  analytique  en  x,  qui  n'admettent 

que  des  points  critiques  fixes  el  ne  sont  pas  réductibles  à  des  quadratures  ou 
à  des  équations  différentielles  linéaires.  Ce  tableau  contient  une  lacune  : 
l'équation  différentielle  du  second  ordre,  (jue  Painlevé  lui-même  a  montré  plus 
tard  être  la  plus  importante  et  la  plus  générale,  ne  s'y  trouve  pas.  Chazy  et 
Garnier  ont  appliqué  ensuite  la  méthode  de  Painlevé  aux  équations  différen- 
tielles du  troisième  ordre. 

Dans  une  série  de  Mémoires  parus  depuis  1888,  L.  Fuchs  a  traité  le  problème 
de  la  détermination  des  équations  difTérentielles  linéaires  et  homogènes,  dont 
le  groupe  de  monodromie  est  indépendant  d'un  paramétre  entrant  dans  les 
coefficients  de  l'cqualion.  Ce  problème  lire  son  importance  de  ce  fait  que  si  le 
groupe  de  monodromie  satisfait  à  celte  condition,  les  solutions  de  l'éiiuation 
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dilTérenlielle,  considérées  comme  fonctions  du  paramèlre,  ou  comme  fonctions 
des  variables  indépendantes,  possèdent  le  même  caractère  analytique.  Cela  tient 
à  ce  que  ces  solutions,  considérées  comme  fonctions  des  variables  et  du  para- 
mètre, satisfont  à  un  système  d'équa lions  aux  dérivées  partielles  linéaires  dont 
les  coefficients  sont  formés  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  didérenlielle 
linéaire.  Dans  ses  deux  premiers  Mémoires  sur  le  problème  de  Riemann  (  mcuie 
Journal^  t.  CXXIII  et  CWIV),  l'auteur  a  rattaché  le  problème  de  Fuchs  au 
problème  de  Hiemann;  il  a  pu  ainsi  étudier  la  manière  dont  les  solutions  d'une 
équation  différentielle  linéaire  qui  satisfait  à  la  condition  de  Fuchs  dépendent 
du  paramètre.  A  ce  moment,  il  ne  pouvait  résoudre  le  problème  de  Riemann 
que  dans  le  cas  où  les  conditions  de  convergence  pour  les  séries  zélafuchsienncs 
de  Poincaré  étaient  réalisées.  La  substitution  à  l'équation  différentielle  du 
,jièmc  oi-ji-e  de  Fuchs  d'un  système  dillérenliel  linéaire  canonique  à  n  inconnues 
lui  a  permis  plus  tard,  d'abord  de  résoudre  complètement  le  problème  de 
Riemann,  ensuite  de  donner  au  problènje  de  Fuchs  le  haut  degré  de  simplicité 
qui  permettait  de  l'aborder  dune  manière  générale. 

L'auteur  a  pu,  en  effet  {même  Journal,  t.  CXXIX,  p.  aS'j),  établir  d'une 
manière  explicite  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  (jue  les  substi- 
tutions fondamentales  d'un  système  dilTérenliel  linéaire  canonique  soient  indé- 
pendantes de  l'un  des  points  singuliers;  ces  conditions  se  présentent  sous  la 
forme  d'un  système  différentiel  auquel  doivent  satisfaire  les  résidus  considérés 
comme  fonctions  de  ce  point  singulier.  C'est  à  l'intégration  de  ce  système 
différentiel  qu'est  consacré  le  présent  Mémoire;  sa  propriété  de  n'admettre  que 
des  points  critiques  fixes  le  rattache  aux  travaux  de  Painlevé  cl  Garnier. 

PiîEMiÈRE  Partie.  —  Le  problème  de  Fuchs.  —  Soit 

)v  ^  1  V     =    1 

un  système  dinéreutiel  linéaire  canonique,  oii  l'on  regarde  a-^  comme  un  para- 
mètre, les  autres  a^  comme  des  constantes  et  les  A-jJj.  comme  des  quantités 
indépendantes  de  x,  mais  fonctions  du  paramètre  a-^. 

Une  matrice  intégrale  (y,^)  est  une  matrice  d'ordre  n  telle  que  les  éléments 
de  chaque  ligne  constituent  une  solution  du  système  (A),  les  n  solutions 
formées  par  les  n  lignes  étant  indépendantes.  En  posant 

<-''.''-'(w)  =  "-<-^"'' 

le  système  (A)  peut  s'écrire 

x\jiKi       x  —  a^        X  —  «2  X  —  a„ 

Le  problème  de  Fuchs  est  le  suivant  : 

A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  A^j,.',  considérées  cont nie  fonc- 
tions de  a,,  pour  qu'il  existe  une  matrice  intégrale  (j',n)  telle  que  la  subs- 
titution fondamentale  (t^li,;)  subie  par  cette  matrice,  quand  x  décrit  un 
contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  de  a^'! 

Lorsque   x  tourne   autour  de  a^,   la   matrice  (y,),)  devient  ("'^■'/j^')  ij'a)',   '' 
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s'agil  au  fond  d'exprimer  que  les  rf-z  éléments  des  5  matrices  (Jlal'j^)  sont  indé- 
pendants de  a-^. 

Une  Condition  nécessaire  est  que  les  racines  fondamentales  des  matrices  (A|"j^'), 
c'esl-à-dire  les  racines  de  l'équation 

I  '^Îa-  ~  ^'i***  I  =  "^         (5.,=  I  ;  S,,  =  0,  si  iV  A-), 

soient  indépendantes  de  «,.  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante.   L'auteur 
arrive  aux  équations 

\    f/rt-,    /  ^  rt-  —  a.^ 

(B)  {  '  ^V-9^''-) 

/^A;r\      (A;l')(A;r)-(A;^')(Al^') 

\   f/a-,  /  a.^  —  ^-/. 

En  réalité,  ces  équations  ne  représentent  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  si  l'on  suppose  le  système  (A)  modifié  (par  une  substitution  linéaire 
elFectuée  sur  les  fonctions  inconnues)  de  manière  que  les  résidus  relatifs 
à  X  =  3c  deviennent  indépendants  de  «,,  ce  qui  est  toujours  possible. 

Toute  matrice  intégrale  (;>',;)  qui  subit  une  substitution  indépendante  de  a,, 
quand  x  décrit  un  contour  fermé,  satisfait  alors  au  système  dillérentiel 

(C)  D„.(v,J=-  ^^^, 
et  réciproquement. 

Df.uxikme  Partie.  —  Équations  intégrales  du  système  différentiel  (B).  — 
Les  équations  (B)  donnent  par  atidilion 


ce  qui  montre  que  la  matrice 

v  =  1 

est  constante  :  c'est  la  matrice  des  résidus  relatifs  à  jf  =  ce. 

Si  l'on  regarde  la  matrice    (AJ^')    comme    connue,    l'intégrale    générale    de 
l'équation 

(Air)  =  (4'r(p.)(-i*^)^ 

où  (-/iC)  est  l'intégrale  générale  de 
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et  où  (p.n)  est  une  matrice  canonique  à  éléments  constants  :  ces  éléments  sont 
les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  matrice  (AJ^'V  11  résulte  de  là 
que  l'on  connaît  déjà  ni  -h  n^  intégrales  premières  algébriques  du  système  (B). 
En  se  donnant  alors  la  matrice  constante  (a|^ "*"'')  qu'on  peut  supposer 
égale  à 

et  en  se  donnant  les  n  {~  —  i)  constantes 

'■)''  ('  =  lï  2,   ...,«;  V  =  I,  2,  ...,).  —  !,   À  -f-  I,   . . .,  ct), 

on  pourra  poser 

(A;n=-(A:r')-  v  {^m^ 

et  les  (B'^I'M  seront  données  par  les  équations 

ou 

On  peut,  d'après  cela,  arriver  à  l'intégrale  générale  du  s\'stème  (B)  de  deux 
manièi-es  bien  différentes.  Donnons-nous  d'abord  les  valeurs  initiales  .\}^^ 
des  A|.'^'  pour  «-^  =:  rt"  et  intégrons  le  système  (A)  pour  a-^  — a"  en  cherchant 
la  matrice  intégrale  (j',"!)  qui,  pour  x  =  x^,  se  réduit  à  la  matrice  unité. 
Intégrons  ensuite  le  système  (C)  en  partant,  pour  «-,  =  a",  de  la  valeur  ini- 
tiale [y'j)^.)-  On  a  ainsi  une  matrice  (y,^)  qu'on  |)eul  obtenir  par  une  marche 
inverse.  La  comparaison  des  deux  valeurs  obtenues  fournit  une  famille  continue 
d'intégrales  premières  du  système  (  B  ),  puisque  la  quantité  x,  indépendante 
de  a-^,  y  figure.  On  obtient  ainsi  l'intégrale  générale  de  (B)  d'une  manière  ana- 
logue à  celle  dont  on  intègre  certaines  équations  linéaires  par  des  quadratures 
où  la  variable  indépendante  figure  comme  paramètre. 

On  obtient  une  deuxième  forme  de  Tinlégrale  générale  du  système  (B)  en 
remarquant,  avec  Poincaré,  que  les  éléments  de  la  matrice  intégrale  (jK,i)  sont 
des  fonctions  transcendantes  entières  des  résidus  A',^^!,  les  coefficients  ne  dépen- 
dant que  des  a,,  ...,  a^  et  du  chemin  d'intégration  x„x  : 

r.i=  E,;.(A''',,  ...,  a;7,;;  a„  ...,  «,;  ^) . 

Si  l'on  considère  les  deux  contours  fermés  s„  et  s.^  partant  de  t„  et  y  reve- 
nant, le  premier  n'entourant  aucun  point  singulier,  le  second  cnlciurimt  le  point 
a^,,  on  a  deux  valeurs  distinctes  de  la  matrice  intégrale 

(ra)=(IV(AV;,...,  A',7;,;^ ,a„;s„)) 
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et 

(^;i!)(T,J=(E,^(Al'i \[:fl,;  a„  ...,  a„;  s,)). 

On  obtient  ainsi  les  constantes  c^|'^'  représentées  comme  fonctions  méro- 
morphes  des  A^jf;  et  des  a^  : 

cl,^]^^  =  G}X^(A<';....,  A<;;];a„...,aj. 

Ces  équations  donnent  l'intégrale  générale  du  sj^stème  (lî),  les  constantes 
d'intégration  étant  les  -l>j-X*. 

Troisième  PAniiE.  —  Les  propriétés  des  fonctions  méromorphes  G/l.  .  —  A 
un  système  de  valeurs  des  constantes  d'intégration  <Aof/.'  correspondent  en  gé- 
néral, pour  a-^  =  rt?.  une  infinité  de  systèmes  difTérents  de  valeurs  initiales 
A','^!  et  par  suite  une  infinité  d'intégrales  du  système  (B).  Mais  tons  ces  sys- 
tèmes donnent  naissance  à  des  systèmes  différentiels  (A)  de  la  même  classe 
(au  sens  de  Riemann).  Autrement  dit,  entre  les  matrices  intégrales  (j)',j  )  et 
{y'ik)  de  deux  de  ces  systèmes  existe  une  relation 

où  les  s,j  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  dont  le  déterminant  |  s,j  |  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  différente  de  a^.  a^,  ...,  a,.  Entre  les  racines 
caractéristiques  r'-''  de  lun  de  ces  systèmes  et  celles  r^'"  de  l'autre  existent  des 
relations 

i  i  5  /     ' 

OÙ  les  ^1"'-  sont  n  (  j+i)  entiers  dont  la  somme  est  nulle. 

Les  A'/^y  sont  des  fonctions  des  A*;(.'  rationnelles  et  réciproquement.  Autre- 
ment dit,  les  fonctions  Gj^.'  sont  des  fonctions  automorphes  pour  un  groupe  T 
formé  d'une  infinité  de  transformations  birationnelles  portant  sur  les  -^JX  •  Cha- 
cune de  ces  transformations  est  associée  à  un  S3'stème  de  n{'s+\)  entiers 
^*-^' ;  elles  sont  échangeables  entre  elles. 

Les  transformations  du  groupe  T  sont  engendrées  par  des  transformations 
fondamentales  dont  chacune  correspond  à  un  des  entiers  g^^''  égal  à  i,  un  autre 
à  —  I  et  tous  les  autres  à  zéro.  L'auteur  détermine  toutes  ces  transformations 
fondamentales. 

Quatrième  Partie.  —  Discussion  du  système  différentiel  (B)  au  point  de 
vue  dii  la  théorie  des  fonctions.  —  L'automorphisme  des  fonctions  0^^,  inter- 
prété comme  une  relation  entre  les  différentes  intégrales  A[.'^.'  du  système  (B) 
qui  correspondent  aux  mêmes  constantes  d'intégration  eiloJ](.'  permet  à  l'auteur 
de  démontrer  que  ce  système  différentiel  (B)  possède  des  pôles  mobiles.  De  la 
résolubilité  du  problème  de  Riemann  résulte  alors  qu'il  ne  peut  avoir  aucun 
point  critique  mobile.  L'auteur  discute  d'une  manière  générale  la  manière  dont 
les  solutions  se  comportent  au  voisinage  des  points  critiques  fixes  o.^  et  il  en 
déduit  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  constantes  d'intégration 
pour  que  les  solutions  correspondantes  soient  des  fonctiotis  uniformes  de  x. 

Dans  le  cas  où  les  constantes  d'intégi-ation  satisfont  aux   conditions  de  con- 
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vergence,  ce  qui  arrive  lorsque  les  /•,"'  sont  réelles,  l'uuleur  eiïeclue  sous  forme 
explicite  l'inlégralion  du  système  diiïérentiel  au  moyen  des  séries  zéla- 
fuchsiennes  de  Poiacaré.  Il  montre  sur  le  cas  n  =  n,  que  sa  théorie  d'intégration 
embrasse  les  équations  dlflférentielles  à  points  critiques  fixes  indiquées  par 
II.  Fuclis,  Garnier  et  Painlevé.  L'auteur  pense  que  son  système  diiïérentiel  (B) 
doit  jouer,  à  ce  point  de  vue.  pour  n  quelconque,  un  rôle  aussi  important  que 
pour  /?  ==  i . 

Busclie  {E-)-  —    Î5iir  la   ihéorie  des  résiLlus  biqiiadiatiques  ^i4<3- 
i6i). 

L'auleur  donne  de  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  hiquadraliqucs  dans  le 
corps  K  (v/—  i)  =  K  (0  une  démonstration  élémentaire  tout  à  fait  analogue  à  la 
troisième  démonstration  de  Gauss  pour  les  résidus  quadratiques,  sous  la  forme 
que  lui  a  donnée  Zeller. 

Dans  le  cas  des  résidus  quadratiques,  le  caractère  quadratique  \){m,n), 
pris    moda,    du    nombre    positif  m    par  rapport   au    nombre   positif  impair  n 

l  n  —  \\ 

premier  avec   m^  est  égal    au    nombre   des   produits  xm   (j7=  i,  2....,  — -^ — 1 

qui  sont  compris  entre  un  multiple  impair  et  le  multiple  pair  immédiatement 

suivant  de  -•   Si    m   et    n   sont    impairs,    la   loi    de    réciprocité   exprime    que 

D(w,  /))-+-  D(/J,  m)   n'est  impair  que  si   m  et  n  sont  tous  les  deux   des  mul- 
tiples de  4  plus  3. 

Dans  le  cas  des  résidus  biquadraliques  on  délinil  d'une  manière  analogue  le 
caractère  biquadratique  D  («;./;).  pris  mod  4,  du  nombre  entier  complexe 
m  =  c  -i-di  par  rapport  au  nombre  entier  complexe  impair  n  =  a  -h  bi,  pre- 
mier avec  m.  On  considère  ceux   des  multiples  entiers  complexes  de  /;?,  de  la 

forme 

(x  -h  ()■)  m  =  :m 

/       I  I  -l-  /  i  \     m 

qui  sont  intérieurs  au   carre  de  sommets  I  o,   -  mn,   — ; — mn,    -mn  !•  Cha- 
cun de   ces    points   zm   est  intérieur  à   un  carré  décentre  z' n  et  de  sommets 

1  -t-  t            ,           I  —  i            ,           I  -f-  /            ,           I  —  i     \ 
'I n,    z  n -, n,    z  n -\ n,    zn n);    ce  carre  se 


partage  lui-même  en  quatre  carrés  égaux  v,^  de  sommets 


h  -'  1 


i''          .          .,  i  ~i          ,          i" 
z  n.  z  n  -i —  n,  z  n  -i-  r n.   z  n  A —  n 

où  k  a  l'une  des  valeurs  0,  1,  2,  3.  On  fait  alors  correspondre  au   point  consi- 
déré zm  l'indice  h  du  carré  v,,  dans  lequel  il  se  trouve.  La  somme  des  indices  h 

correspondant  aux    y    {a--i-b- —  1)    points    z  m    considérés    donne    D(nj,   n) 

(  mod  4)- 

L'auteur  détermine  d'abord  D  ( i  -^  /,  a -\-  bi)  qui  est  égal,  par  exemple  dans  le 
cas  de  a  impair,  à 

D(.+  /.a4-6/)^(«  +  Z,).   (^_[^^J-^)  (mud',). 
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Il  passe  ensuite  au  cas  général  en  remplaçant  successivement  le  carré  v„  par 
deux  autres  polygones  vj,  et  vJJ,  auxquels  correspondent  les  caractères  D(/n,n) 
et  D"{m,n),  qu'il  peut  comparer  facilement  à  D{m,n).  En  ne  considé- 
rant ensuite  parmi  les  points  zm  que  ceux  qui  sont  à  l'intérieur  de  certains 
carrés  de  centres  zn  et  de  côlé  égal  à  \m\,  ces  points  fournissent  dans 
le  calcul  de  D"(//i,  n)  une  partie  Dji(7>i,  n).  Il  lui  est  facile  de  comparer 
1'|jl("^  'O  à  r)"(w,  m).  C'est  de  cetlc  manière  qu'il  arrive  à  former  par  com- 
paraisons successives  la  didërence  D(m,  n)  —  D{n,  m). 

Finalement  la  loi  de  réciprocité  biquadratique  est  fournie  par  la  formule 


D  (c  4-  di,  a  -hbi)  —  V>{a-h  bi,  c  +  di] 
-I   c — I         a^b  —  I   c->rd  —  1 


(  mod4  )• 


IVeyl  {H.).   —   Sur  le  spectre   des  radialions  d'une  cavité  (iG3- 
181). 

L'auteur  applique  la  méthode  dont  il  s'est  servi  dans  la  Note  précédente 
(même  Journal,  même  Tome,  p.  i)  pour  démontrer  un  nouveau  théorème  sur 
le  spectre  île  toutes  les  radiations  possibles  dans  une  cavité  de  forme  quel- 
conque à  parois  parfaitement  réfléchissantes.  Ce  théorème  qui  donne  une 
expression  exacte  du  nombre  des  vibrations  fondamentales,  dont  la  fréquence 
est  inférieure  à  une  limite  donnée  quelconque,  permet  de  démontrer  d'une  nou- 
velle manière  la  loi  asymptolique  du  spectre  qu'il  a  indiquée  dans  un  Mémoire 
précédent  {Mathemalische  Anna/en,  l.  LXXI,  p.  44')-  Le  spectre  de  l'équation 

aux  vibrations  coirespondant  à   la  condition  aux  limites  —  =  0  suit  la  même 

(In 

loi  asymptotique  que  celui  qui  correspond  à  la  condition  aux  limites  11  =  o. 

1.  L'auteur  commence  par  démontrer  quelques  lemmes.  Étant  donné  un  noyau 

sv'mélrique  lv(s.  /),  soient 

+  -+  -+- 

/,,/,.  ...,  /„,  ... 

les  inverses  de  ses  nombres   fondamentaux    positifs,   ces   inverses  étant  ranges 
par  ordre  de  grandeur  décroissante;  soient  de  même 

7|,  T„  ...,  L, 

les  inverses  des  nombres  fondamentaux   négatifs,  rangés   par   ordre    de  valeur 
absolue  décroissante,  et  enfin 

/„  /„  ...,  /„,  ... 

les  inverses  des  nombres  fondamentaux,  positifs  et  négatifs,  rangés  par  ordre 
de  valeur  absolue  décroissante. 

Ces  notations  étant  posées,  il  démontre  d'abord  que,  si  K  est  la  somme  des 
deux  noyaux  K'  et  K",  on  a  les  relations 

-4-  H-  -t-  _  _  _ 

',.+.,.+1  =  ^'m+ 1  "^  '"(+1  •  '«+m+i  =  '/!+ 1  +  '"n  h  t  '' 

',.+..1+1=  '/;(  f  1  "^  '//+(  • 
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De  ces  relations  l'auteur  déduit  en  passant  le  théorème  de  Sdiniidt.  d'après 
lequel  l'intégrale  du  carré  de  la    dillerence  entre  \\{s,t)  et  une  somme  quel- 

h 

conque  de  la  forme   >   'l'.(s)^',(0  <^*'-  3"  moins  égale  à  ^/^^^  -h  IJ,^.-,  -+- 

/=i 
L'auteur  considère  ensuite  une  fonction  /"(s)  et  transforme  le   noyau  \\{s.  t) 
en  un  noyau  Iv*(s,  t)  orthogonal  à  f{t)  et   tel   (|iie,  pour  toutes  les  fonctions 
.t{s)  orthogonales  à  f{s),  on  ait 

/        /      K{s,  t)x{s)  x{t)  dsflt  =     I        I       K*{s,  t)x{s)x{t)  dsdt. 

On  a  alors  les  inégalités 

-+-     +     -i-    +    -\-    + 

i,li\>i,^nii,li;>.... 

-.  Etant  donné  un  domaine  J  du  plan  des  x}\  limité  par  une  courbe  £  fermée 
à  courbure  continue,  l'auteur  désigne  par  q^  et  ;•,  les  inverses  des  nombres 
fondamentaux  x  relatifs  à  l'équation  aux  vibrations 

d"-  u       à-  u 
dx-       ôy^ 

suivant  que  l'on  considère  une  intégrale  satisfaisant,  sur  le  contour  C,  à  la  con- 

...  ...  ,   ,  ...  ..     .        du 

dition  aux  limites  u^=  o  ou  a  la  condition  aux  limites  -—  =  o. 

an 

Soit  G{p,  p')  la  fonction  de  Grceo    s'annulant   sur   S,  et  soit    H(/>,  p' )    la 

fonction  de  Green  dont  la  dérivée  normale  sur  <:,  est  égale  à  -r->   où  L  désigne 

la  longueur  du  contour  S.  Soient  enfin  G*  (  o,  p'  )  et  II*  {p,  p'  )  les  noyaux  trans- 
formés de  G(p,p')  et  H{p,p')  de  manière  à  les  rendre  orthogonaux  à  i. 
Les  Çi  sont  les  inverses  des  nombres  fondamentaux  de  -^  G{p,p')  cl  les /•,  sont 

les  inverses  des  nombres  fondamentaux  de  -^  11*  (/),//).  Soient  r],  r/*  les  in- 
verses des   nombres  fondamentaux  de H  (/),/>)  et  — ^  G*  (/>,  y>' ).  On  a 

de  plus,  le  noyau  11*  —  G*  étant  défini  positif,  on  a 


et  par  suite 
Knfin  on  a 


I  J 

II  m  «7„  =  - — 

n  =  00  I  ~ 


3.  L'auteur  étend  la  loi  asymptoliqiie  précédente,  démontrée  dans  sa  pre- 
mière Note  (même  Tome  du  mt^me  Journal^  p.  i),  aux  r,,.  La  diMiionNi  ralioii. 
faite  dans  le  c.is  du  plan,  est  t'iendui'  ensiiile  ;i  l'espace. 
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4.  Etant  donnée  une  cavité  J  vide  de  matière,  limitée  par  des  parois  parfai- 
tement réfléchissantes;  considérons,  pour  une  radiation  fondamentale,  Tintensilé 
C(x.  y,  z)  €•"  du  champ  électrique  et  l'intensité  Ù\L  {x,  y,  z)  e'-'  du  champ 
magnétique  à  l'intéiieur  de  la  cavité;  on  a  désigné  par  v  la  fréquence  de  la 
vibration  fondamentale.  Soient  de  plus  E^.,  E,,  E.  les  composantes  du  vecleur  C 
et  iM^..  M^,  M.  celles  du  vecteur  OR. 

La  quantité  C  est  déterminée  par  les  conditions 

,  j ,  ,     -  ^    ,    ,      ,    V-  —  .^  div  i''  =  o,  à  i'inlér  ieur  de  J. 


(         vL  normal  à  la  r 


i  normal  à  la  paroi, 

où  c  est  la  vitesse  de  la  lumière. 

Ces    conditions   détinissent    un     problème    dont    les    nombres   fondamentaux 


seront  désignés  par  5. 


Les  quantités  E^,  E  ,  E,  satisfont  aux  conditions 

AE,+  ['^Je=o,  AE,.+  (^yE^=o,  AE._-  (-^yE,=  o, 

/TT^  /  à  l'intérieur  de  J; 

i  dE^  (JE,.         dE. 

I     E,  :  E:  E  =  X  :  Y  :  Z.  X — --f-V— i  +  Z — :  =  o.  sur   la  paroi. 

I         -^        ■'        -  (Jn  On  on  ^ 

où  X.  Y,  Z  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  paroi.  Ces  con- 
ditions   définissent    un    nouveau    problème  dont   les    nombres    fondamentaux 


(-:)■ 


seront  désignés  par 


Les  ~  forment  une  p.ii'tie,  muis  une  partie  seulement,  de*  3-'.  La  résolution  du 
problème  (II)  se  ramène  ii  celle  d'une  èf]uation  int'jgrale.  dont  le  novau  est  un 
tenseur  de  Green. 

L'auteur  démontre  qu'au-dessous  d'une   limite  donnée,  il   y   a   au    moins  trois 

fois  autant  de  nombres  fondamentaux  z'  que  de  nombres  fondamentaux  — 
(avec  les  notations  du  n°  "2,  dans  le  cas  de  l'espace).  De  là  on  conclut  qu  au- 
dessous  de  cette  limite,  il  y  a  au  moins  deux  fois  autant  de  nombres  fon- 
damentaux ï  que  de  nombres  fondamentaux  correspondant  à  la  condition 
aux  limites  u  =  0. 

b.  Les  5  font  aussi  partie  des  nombres  fondamentaux  ~"  du  problème  défini 
par  les  conditions  suivantes,  où  interviennent  les  composantes  du  champ 
magnétique  : 

A  .M  ^  -^  s"  M^  =0,  A  M^.  -h  5"  M,.  =  0,  A  M.  -f-  a"  M.  =  o, 

à  l'intérieur  de  J 

(III)  ■ 

■  OM       dM,      OM, 

:  •  1  ■  '-  =  X  :  Y:Z,  X.M    +  \.M    -f-  Z.\.  =  o.    sur  la    par.)i. 

On        On         On  >  • 

L'auteur  démontre  qu'au-dessous  d'une  limite  donnée,  il  y  a  au  plus  trois  fois 
autant  de  5'  que  de  —  •    Par  suite,  le  nombre  des  nombres  fondamentaux  a 
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inférieurs  à  une  limite  donnée  est  au  plus  supérieur  d'une  unité  au  double 

du  nombre  des  nombres  fondamentaux  correspondant  à  la  condition  aux 

, .      .        r)u 
limites  —  =0. 
On 

De  là  résulte  enfin  la  loi  asjniplotiqiie  suivante  : 

Le  nombre  des  lignes  spectrales  du  spectre  de  radiations  de  la  ca^'ité. 
dont  la  fréquence  est  inférieure  à  v,  croit  avec  v  comme  le  cube  de  v.  D'une 
manière  plus  précise,  le  rapport  de  ce  nombre  à  v^  tend,  pour  v  infini,  vers 
le  rapport  du  volume  de  la  cavité  à  3  r-  c^. 

Horn  (./.).  —  Sur  la  ihéorie  des  équations  difTérenliellcs  el  des 
équations  aux  difTérences  non  linéaires  (182-216). 

Dans  cet  article,  l'auteur  applique  aux  équations  aux  différences  linéaires  la 
méthode  des  approximations  successives  dont  il  s'est  servi  dans  un  Mémoire 
précédent  (même  Journal,  t.  CXXXVIII.  1911))  pour  étudier  la  manière  dont 
les  intégrales  des  équations  aux  dill'érences  linéaires  se  comportent  pour  de 
grandes  valeurs  de  la  variable. 

Il  considère  un  système  d'équations  aux  dilïérences  de  la  forme 

(a)       :r  \r,  (  .r -+-  i)  =  G,[a7,  r,  {x).  .  • .,  .7',„(^)]        ('  =  l  2,  ....  m), 

où    /.    est    un    entier    positif   ou    nul    cl   G,   une  fonction  s'annulant   au    point 

(a?  =  ce,  _>',  =  o 7-^^_=o)  el  régulière  au    voisinage   de  ce   point;  x  prend 

les  valeurs  x^,  ^,1+  '>  •^^^-^  2^  ...,  où  x^  est  un  nombre  réel,  les  autres  quan- 
tités pouvant  être  complexes.  L'auteur  représente  par  des  séries  infinies  celles 
des  solutions  du  S3'stème  qui  tendent  vers  zéro  pour  x  infini. 

A  ces  recherches  sur  les  équations  aux  dillërences  correspondent  des  recher- 
ches sur  les  S3stèmc5  d'équations  dillërentielles  non  linéaires  de  la  forme 

(?)  x-''^=G,{x,y,,  ...,yj,        (^  =  1.2 m), 

où  k  et  G,  ont  la  même  signification  que  plus  haut;  l'auteur  étudie  de  quelle 
manière  les  solutions  pour  lesquelles  r,  tend  vers  z.éro  pour  x  infini  se  com- 
portent pour  de  grandes  valeurs  de  x. 

Dans  la  première  partie  de  l'article  il  est  traité  des  solutions  du  système  (^) 
pour  de  grandes  valeurs  de  x,  ou  ce  qui  revient  au  même  des  solutions,  pour 
X  réel  positif  et  petit,  du  système 

(y)  37^^'^=  G,(jc,  r,,  ...,r,J.        (/ =  1,  2,  ...,  »0, 

où  /.  est  un  autre  positif  el  G,  une  fonction  s'annulant  au  point 

{x  =  o,  ;»',=  o.  ...,r„.  =  o) 

et  régulière  au  voisinage  de  ce  point.  La  seconde  partie  est  consacrée  au  sys- 
tème (a)  pour  /.  =  o  el  la  troisième  partie  au  système  (a)  pour  A  >  o. 

l'i(i:Mii;iii:  Pahtik.  —  On  peut,  en  général,  par  une  subsliluliun  linéaire  elTec- 
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tuée  sur  les  j',,  nictlre  le  système  (y)  sous  la  forme 

dy 

^^^  ^'^'^  =  «.r.-+-/,(-^.  r,»   •••,r,„)         (f  =  1,  3,  ...,  m), 

où  /,  conlient  un  terme  en  x  et  des  termes  du  second  degré  au  moins  en  x, 
y\^  •••)  y,,/'  '^  nombre  A"  est  un  enlicr  supérieur  ou  égal  à  i  et  l'on  suppose  les 
parties  réelles  a^  des  a.  satisfaire  aux  relations 

(ii=  . . .  ^  a^^  o  >  a  +^^  . . .  ^a,„. 

Le  système  (A)  est  équivalent  au  système  des  équations  intégrales 

."-  _    "■  /  ~k 

( B  )  J',  =  c.e    ^-^  '  +  e    ''■"'     I        ^,  /, ( -r,  r. .  •  •  • ,  X.,.  )  dx 

où  I,  =  x„  (  réel  et  positif)  pour  i  £  jjl  et  S,  =  o  pour  i^:i\x  +  i . 
Si  l'on  suppose  que,  dans  le  domaine 

o  <  a;  <  Xa,        \yAih,  ...,  I  j,„  I  £  h, 
on  ait 

l/,(^,rn  ■••,r,JI<^ï, 

le  système  d'équations  intégrales  ne  pourra  avoir  d'intégrales  satisfaisant  aux 
inégalités 

l>'.l='^        pour        o  <C  x^x„ 

que  si  les  constantes  c,(i  =  [x -+- i,  ....  ni)  sont  toutes  nulles. 

L'auteur  intègre  le  système  (  B)  (où  l'on  suppose  cette  condition  relative  aux  c, 
réalisée)  par  la  méthode  des  approximations  successives.  Il  choisit  alors  .r^ 
et  h  de  manière  à  avoir 

\f,{x,  y„  .    .,y„,)'£hq 

pour  o£x^x„.  Ij'iI  £/«,  ...  \y,„\  ih; 

\f.{^,y\ X«)-/.('^.r..  ■■■,y...)\îgi\y[-yA  +  ■■■  +  \y'„-y.n\) 

pour  o£x^x,,  \}\\</i,  ....  \y[\-h,  ..., 
avec  _ 

Dans  ces  conditions  on  a,  pour  o  <i  x  ^  x„, 

La  fonction  j,=  lim  r/"  tend  vers  zéro  (juand  x  tend  vers  zéro.   On  obtient 
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ainsi   une   intégrale    du    système  (A);   c'est    la    seule    qui    satisfasse    aux    con- 
ditions 

I  J^'i  I  i^  '*•  (i  =  I,  2,  . .  . ,  /»  )         pour         o  £  X  '^x„, 

y^  =  c,e     ^ '"»  {i—i,2,   ...,  ij.)         pour         x  =  a;„. 

Enfin,  en  restreignant  encore  un  peu  les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire jTq  et  h,  on  a 

|j',l£  —  X         pour        o  <^  X  ^x„         (i=i,2.  ...,m). 

Xq 

Chacune  des  fonctions  y^  obtenues  admet,  pour  les  petites  valeurs  positives  de 
X,  une  rcprcsentalion  asymplotique 

y-  ~  C,!^;  +  0,0^;-  +  . .  .4-  C,^^x"  +  . . . 

en  ce  sens  que  l'on  a 

y, —  C,,x  —  C,,.r-  — ... —  C„x" 
Il  ni    '— ! ■^^—   —  o. 


Les  séries  des  seconds  membres  sont  celles  qui  satisfont  formellement  au 
système  (A).  Ces  représentations  asyniploli(iues  peuvent  être  dérivées  autant 
de  fois  qu'on  veut;  en  particulier  on  a 

Il  m     -y-^  =  ni  C,„. 

Deuxii.me  Partie.  —  Le  système  d'équations  aux  dilïérences 

y,{x-\-  i)  =  GX-r,y,ix),  ....  r„A^))        ('=  i,  2,  ...,  m) 
peut  en  général  être  ramené  à  la  forme 
(X)      y,{x  -hi)  =a.y,{x)+f,(^,yt{x),  ■  .■,/,. ,{^))        {i  =  i,  2,  . . ..  m) 

où  l'on  suppose 

|a,|<...<|a,^l<i<|a,,„|<...^|a„.I. 

Pour  toute  solution  du  système  ("i-)  satisfaisant  à 

|.Xil:i/i         P«Lir         x]_x„, 

le  système  (JU)  est  é(|uivalcnt  aux  écjuations  aux  sommes 

(1)1.)  ■ 

J  .■»■ 

yi=  «/■  2^a7-^^'/,(^'i'i,   •••' r,..)  {i  =  [L+i,  ..,  m). 
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/.^'r„ 


M-^y\ 


pour        a;  >  J^o,  |  ^i  |  =  /«>  •  •  •  •  |  r '■  |  ^  /*>  •  •  ■  > 
avec 

^^-^V^KK'  -V/Kl)  (t=  I,   2,  ...,  IX); 

^^  v/T«ïï(v''l«,l  —  ')  (f  =  tx  +  I,  ...,  m), 

Ici  1«.|  '"1  -  {i  =  I,  2,   ...,  ix). 

2 

Dans  ces  conditions  la  méthode  des  approximations  successives  fournit  pour 
y-  des  séries  absolument  et  uniformément  convergentes  pour  x^x„  satisfaisant 
aux  condilions 

\yi\Sh        pour        J7  2  .Tj         (t=i,2,  ...,m), 
ly^—c^a''        pour        x=a:„        (  t  =  i,  2,  . . .,  |x), 

et  c'est  la  seule  solution  satisfaisant  à  ces  condilions. 

On  a  de  plus 

lim  y^  =  0, 

et  d'une    manière    |)lus   précise,    en    restreignant   les   conditions   relatives   à    x„ 
et  h, 

j-< — ■  pour  xiXg. 

Il  existe  des  séries  (en  général  divergentes) 

S; 


Ça        C^ 
X        x'^ 


satisfaisant  formellement  aux  équations  (Ai)-    Ces  séries  représentent  asyiiip- 
tntiqucmcnt  les  fonctions  y^  pour  x  très  grand,  en  ce  sens  que  l'on  a 

1 1 m  X"  [y^— r,  — ...  —  ■ 

TRoisiiiME  Partie.  —  Le  système  d'équations  aux  dillérences  qui  reste  à  étu- 
dier peut  en  général  être  mis  sous  la  forme 

(X)  :r-'y,{a:  +  i)  =  a,y,{x)  +/,  (^^,y,(x),  ...,y.„{x)^ 

{i=  1 ,  2 ,  . . . ,  ni) 
où  les  absent  dilTérents  de  zéro.    Si    une  solution   est    telle  que  ^',  reste    finie 
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pour  a:^x„,  les  j>',  satisfont  aux  équations 


'r. 


(itb)    r.  =  -[r(.r)?af  2,      [r(a:)r<+'  (^^  1,2,  ...,»o. 

Sous  certaines  conditions,  analogues  à  celles  qui  ont  été  précédemment  indi- 
quées, l'applicalion  de  la  méthode  des  approximations  successives  conduit  à 
des  séries  absolument  et  uniformément  convergentes  fouinissunl  la  solution 
unique  du  système  (aAs)  pour  laquelle  on  a 

lj*'il^'*         (  i  =  I,  2,  . . .,  m)         pour        x^x^. 

Pour  celte  solution  on  a 

lim  }\  =  o 

et,  d'une  manière  plus  précise, 

hx 
\j\\  = '■         pour        x>x„. 

Il  existe  des  séries 

S,=  — 'h -i, -+-...  (î  =  i,  2,   ...,  m) 

XX' 

satisfaisant  formellement  au  système  ( 0A9 )  et  représentant  asymptotiquemcnt 
les  fonctions  y-  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  très  grandes  de  x. 

Bohr  [Harald).  —  Sur  la  fonction  y  (j-)  (21^-234). 

Litllewood  a  démontre  (  C.  R.  Acad.  Se,  29  janvier  1912)  que.  pour  chaque 
valeur  positive  de  S,  la  fonction  ^(s)  ou  la  fonction  Ç'(s)  ont  une  infinité  de 
zéros  dans  le  demi-plan  3=  ci  (s)  >  i  —  S.  Par  suite,  si  la  borne  supérieure  des 

/ 
parties  réelles  des  zéros  de  la  fonction  Ç(5)  est  inférieure  à  i  (ce  qui  a  lieu  cer- 
tainement  si   Ion    admet   avec    Riemann   que  ces   parties  réelles  sont  au  plus 
égales  à  -Il  la  fonction  Ç  (s)  a  dans   le   demi-plan  u  >  i  —  8   une  infinité  de 

zéros.  Il  est  donc  intéressant  de  vérifier  si  celte  conclusion  est  exacte  ou  non. 
C'est  ce  que  l'auteur  se  propose  de  faire  dans  cet  articule,  où  il  démontre  qu'ef- 
fectivement la  fonction  ^' {s)  admet  une  injînité  de  zéros  dans  le  demi-plan 
s>  l. 

Son  raisonnement  s'applique,  non  pas  à  la  fonction  Ç'(s)  elle-même,  mais  à  la 
Ç' 
fonction  ;ris),  ce  qui  n'a  pas  d'impo      ncc  en  l'espèce. 

1.  Détermination  de  l'ensemble  M(<;„)   de  toutes  les  valeurs  que  prend  la 

■     ■        ■      r      ■        \^  /''~'^"e''Pn  log  ^„ 

série  mjinie    7    —2 \ pour  une  valeur  fixe  a,, >  1,  lorsque  les  nom- 

«  =  1  " 

bres  réels  'f,,  cSj,  ....  9,,,  ...  prennent  indépendamment    les   uns  des  autres 
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toutes  les  valeurs  possibles.  —  La    sOric    indiquée   lire  son    inipoiLdnce   de  la 
formule 

H  =  1  '    " 

où  la  série  du  second  nombre  esl  converfjcnle   quel  que  soil  /,  /;„  désignimt  le 
n'''"'  nombre  premier  réel,  iîu  posant 

;j.„  =  -  —  t  log/j„  . 
on  a  donc 

7.-^«e'!^"los/7,. 


Lorsque  -f,,  prend  Loules  les  valeurs  réelles  possibles  de  o  à  2-,   le  point 
y>/7'^°e''^"log/7„ 

décrit  un  cercle  de  centre  c„  =  —  -^ ^-^'  et    de    ravon    0    =  '—^ 2_L. 

Pu  '    Il 

L'ensemble  i\I(~„)  est  donc  rcnsemble  des  valcuis  ()ue  prentl  la  foncticpn 


_^  (f„-(-p„c''J") 


quand  les  0,,  prennent  toutes  les  valeurs  léelles  possibles. 
D'après  cela  deux  cas  sont  à  distinguer: 
a.    Si  Ton   a 


P.  i  ^  P». 

«=2 

l'ensemble  M(3-„)   coïncide   avec   l'ensemble   des   points   situés  à  l'inlihieur  d'un 

cercle  K  de  centre  ('.  =    >    c    et  de  ra\on  K  =    7    o„. 

^^  ^^ 

H  =  I  /I  =  l 

."i.   Si  l'on  a 

P.>2?"' 
«  =  2 

l'ensemble  M(3-||)  coïncide  avec  l'ensemble  des  points  situés  entre  deux  cercles 
K  et  /.  de  centre  C  et  tic  rayons  I{  =    >    f>„  et  /•  =  y,—    7    0,,. 

/(  -^  1  H  =  2 

Comme  la  quantité  '— — ^  décroît  quand  3,,  croit,  il  existe  un  nombre  (i\e  l> 

tel  que 

Si      I  <!  5,1  i  L),  on  est  dans  le  cas  a: 
Si     5„>  D         ,  on  esl  dans  le  cas  ji. 
Bull,  des  iScieiices  mathëtn.,  1°  série,  l.  XX.WII.  (Décembre  1910,)       U.12 


178  SECONDE   PAUTIIi. 

Quand  a,,  aiigmenlc  indéliniment.  C  tend  vers  le  point  O,  et  les  rayons  R 
et  ;■  tendent  vers  zéro.  Quand  î,,  tend  vers  i,  R  augmente  indéfininienl.  L'ori- 
gine O  est  toujours  à  l'intérieur  du  cercle  K;  de  plus,  si  7,  <  -..,  le  cercle 
K(7,)  est  à  linlérieur  du  cercle  K(7, ). 

"2.  Sur  les  valeurs  de  t  (s)  sur  la  verticale  {?  =  3„>i).  —  La  partie  réelle 

-„  de  s  étant  donnée,  les  dilTérenlcs  valeurs  de  ^  {Sf,-hit)  appartiennent  à  l'en- 

>= 
semble  .M(5^,).    L'auteur  démontre  en   s'appuyant  sur  un   théorème   daiilhmé- 
tique  de  Kronecker  que,  si  m  est  un   nombre  donné  quelconque  de  l'ensenible 
M(i7,i),  à  tout  nombre  positifs  aussi  petit  qu'on   veut   il    correspond  au   moins 
un  nombre  réel  t„  lel  qu'on  ait 


P,\r  iu'\lc,  les  valeurs  que  prend  la  fonction  y  {s)  sur  la  verticale  i  =  j„  >  i 

"5 

sont  contenues,  si  7,,^  D,  à  l'intérieur  du  cercle  K(  a„  )  et  fomtent  dans  ce  cercle 
un  ensemble  partout  dense,  si  7„  >  D  da?is  la  couronne  limitée  par  les  circon. 
fcrences  lv(7„)  et  /•(7„)  et  forment  dans  cette  couronne  un  ensemble  partout 
dense. 

3.  Détermination    des   valeurs  que  prend  la   fonction  ~  is)    au   voisinage 

immédiat  de  la  droite  z=  7y>  i.  —  L'auteur  démontre  qu'au  voisinage  de  la 

droite  a  =  7„,  la  fonction  y{s)   prend    rigoureurcusement    toute    valeur  m  de 

l'ensemble  M(7„).  Il  faul  entendre  par  là  que.  quelque  petit  que  soit  le  nombre 

positif  0, -^(a- )  prend   la   valeur  m  pour  un    point  s   compris  enlrc  les  droites 

-  =  7^, —  5  et  7  =  7„-+- ô.  La  démonslration  s'appuie  sur  les  propriétés  de  la 
partie  réelle  de  la  fonction 

F(5)  =log(|(5)-m). 
De  là  résulte  qu'à  clia(|ue  nombre  positif  E  correspond  un  nombre 

7'   ==7'(E)>    I 

tel  que  la  fonction  ^(s)    [)rcnnc    une    inlinilé    de   fois    toute  valeur   ilc  module 

inléricur  à  K  lorsque  s  varie  entre  deu\  droites  verticales  t|ueIconques  <5  —  a 
cl    -  =  b  comprises    entre    les    deu.v    droites    7=1    et    7=7'.    En    particulier 

r 
dans  le  demi-plan  7  >  1  la  fonction  p-(s)  prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur 

donnée. 

Enfin  les  propriétés  indiquées  plus  haut  du  (  crcle  K  rondiiisenl  au  ibéorénic 
suivant  : 

//  existe  une  constante  0|>  D  telle  que  tous  les  zéros  de  la  fonction  Ç'(.v) 
situés  dans  le  demi-plan  7>  i  sont  compris  entre  les  deux  droites  <i  —  \  et 
7  =  D,;  de  plus,  il  y  a  toujours  un  zéro  de  Ç'(s)  aussi  voisin  qu'on  veut  de 
toute  droite  verticale  comprise  entre  ces  deux  droites  limites. 
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Jpntzsck  [Robei-t  ).  —  Sur  les  équations  intégrales  à  noyau  positif 
(235  a44)- 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant,  ijni  se  laltadie  à  des  lliéorémes  ana- 
logues sur  les  matrices  à  éléments  positifs,  dus  à  Perron  et  à  Frobenius  : 

Si  la  fonction  réelle  \\{s,t),  noyau  de  l'équation  intégrale  linéaire  de 
seconde  espèce 

/(.0='f(*)-  A     f       \i{S,    t)-^{l)dt. 

est  continue  et  positive  dans  le  domaine  {a'Ls^b,  a:^t^b),  ce  noyau  pos- 
sède des  nombres  fondamentaux;  l'un  de  ces  nombres  est  réel,  positif, 
racine  simple  de  la  fonction  de  Fredholm  D  (  a  )  et  inférieur  en  valeur 
absolue  à  tous  les  autres  nombres  fondamentaux.  La  fonction  fandamen- 
tale  correspondante  peut  être  supposée  positive  dans  l'intervalle  a'is'Lb . 

1.  L'auteur  rappelle  les  propriétés  classiques  des  équations  intégrales. 

2.  Si  K(s,  t)  est  positif  dans  le  domaine  indiqué  plus  haut,  la  fonction  D(a) 
de  h'redholm  a  certainement  des  racines,  sinon  on  aurait,  quel  que  soit  a, 

D(A)=e-*''-^^'-'. 

or  les  coefficients  /.-,  sont  ici  tous  positifs;  cela  est  contradictoire  avec  la  pro- 
priété connue  de  D(a)  d'être  de  genre  au  plus  égal  à  a.  Le  rayon  de  convergence 
P»  de  la  série  à  termes  positifs 

A,A  +  i/.2A--+-.., 

est  alors  une  racine  de  D(  a),  et  tout  autre  nombre  fondamental  est  au  moins 
égal  en  valeur  absolue  à  I^. 

3.  Si  l'on  fait  tendre  X  vers  a„=  R  par  des  valeurs  réelles  et  inférieures  à  a„ 
et  si  X,,  est  nombre  fondamental  multiple  d'ordre  m,  la  fonction 

/„(s,  t)  -  lim(  A,,— A)'"  R(  a;  5.  /)  =  lim(\,— >.)"■  [  '<(*>  t)^\\\'{s,  0+---] 

>.  =  ■/.„    '  /,  =  >.„ 

est  positive  ou  nulle  dans  le  domaine  {a,  b).  Si  l'on  donne  à  t  une  valeur 
numérique  telle  que  '/^{s,  t)  ne  soit  pas  identiquement  nulle,  on  obtient  une 
fonction  !?„(•«)  satisfaisant  à 


il  en  résulte  que  -foCs)  est  une  fonction  fondamentale  continue  et  positive. 
En  partant  de  l'inégalité 

?(*)<rA|  f  K(.s-, /)i9(ok/' 

vérifiée  par  toute  fonction   fondamentale  non   essentiellement    positive   corres- 
pondant au  nombre  fondamental  a,  et  l'orlhogonalilé  de  deux  fonctions  fonda- 
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mentales  correspondant  à  deux  nombres  fondamentaux  différents,  l'auteur  dé- 
montre que  tout  nombre  fondamental  A  dilïérent  de  a,,  est  supérieur  à  a„  en 
valeur  absolue. 

Des  considérations  tout  à  fait  analogues  démontrent  que  a„  est  racine  simple 
de  D(>>). 

'i.  Le  théorème  ainsi  démontré  peut  être  généralisé  en  supposant  que  K(.s\/) 
s'annule  en  un  ensemble  de  points  d'aire  nulle,  ou  encore  en  supposant  sim- 
plement que  l'un  des  noyaux  itérés  est  positif. 

5.  Comme  conséquence  intéressante,  on  peut  signaler  la  suivante.  Si  o,, 
f.,,  ...  forment  un  système  quelconque  de  fonctions  orthogonales  normales,  si 
de  plus  la  série 

«iri(s)?i(0  +  «:'-?2(«)  r;(0  -;-••• 

est  uniformément  convergente  dans  le  domaine  {a,  b)  et  a  une  somme  positive, 
l'un  des  coefllcienls  a  est  positif  et  supérieur  en  vuleur  absolue  à  tous  les 
autres. 

Remak  (/?•)•  —  Sur  la  déconiposilion  des  groupes  commiilalifs  en 
facteui-s  t;jcli(|ues  premiers  entre  eii\  (24^'-25o). 

Frobenius  et  Slickelberger  ont  démontré  (même  Journal,  t.  LXXXVI,  p.  217) 
que  tout  groupe  commutatif  peut  être  regardé  comme  le  produit  direct  de  sous- 
groupes  cycliques  premiers  entre  eux  ayant  pour  ordres  des  puissances  de 
nombres  premiers  et  que,  de  plus,  les  ordres  des  facteurs  sont  indépendants  de 
la  manière  dont  on  eiïectue  la  décomposition.  L'auteur  donne  pour  les  deux 
parties  de  ce  théorème  de  nouvelles  démonstrations  en  supposant  admis  que  le 
groupe  donné  peut  d'une  manière  et  d'une  seule  être  regardé  comme  le  produit 
de  sous-groupes  dont  les  ordres  soient  premiers  entre  eux,  chacun  d'eux  étant 
une  puissance  de  nombre  premier. 

Fôppl    (L.).     —     Les    distributions    stables    d'électrons     dans 
l'atome  (25  i-3o2). 

Introduction.  —  Cet  article,  qui  est  un  extrait  de  la  Dissertation  de  l'auteur 
(Gottiflgen,  1912),  étudie  au  point  de  vue  de  la  stabilité  les  distributions  en 
équilibre  des  électrons.  L'atome  est  supposé  une  sphère  remplie  d'électricité 
positive  répartie  d'une  manière  homogène  et  à  l'intérieur  de  laquelle  des  élec- 
trons négatifs  sont  mobiles  sans  frottement.  On  suppose  que  tous  les  électrons 
qui  constituent  l'atome  ont  la  mèrne  masse  ni  et  la  même  charge  négative, 
(|u'on  peut  prendre  pour  unité.  On  pourrait  évidemment  admettre  que,  dans  un 
atome  électriquement  iiulidérent,  le  nombre  v  des  unités  de  quantité  d'électricité 
positive  est  égal  au  nombre  n  des  électrons.  Mais  cette  hypothèse  ne  simplifie 
pas  l'étude  de  la  stabilité.  Si  l'on  désigne  par  h  le  rayon  de  la  sphère  chargée 
d'électricité  positive,  par  a  la  distance  d'un  électron  au  centre  de  celte  sphère, 

la  force  (lui  attire  l'i'lcctron  vers  le  centre  tie  la  sphère  e!<t  tt  «  • 

L'auteur  suppose  la  charge  électrique  assez  forte  pour  que,  dans  les  structures 
en  équilibre  étudiées,  les  //  électrons  restent  à  l'intérieur  de  la  sphère.  Si  l'on 
suppose  (juc  la  charge  positive  vienne  à  décroitre,  les  n  électrons  vont  tendre 
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à  s'éloigner  du  centre,  et  la  stabilité  subsistera  tant  qu'aucun  des  électrons  ne 
sortira  de  la  sphère  :  si  un  ou  plusieurs  sortent,  le  reste  formera  une  nouvelle 
structure  stable. 

L'auteur  rappelle  les  hypolliéses  faites  par  J.-J.  'l'iiomson  [Philosophical 
Magazine,  6'  série,  t.  VII,  1904).  Ce  physicien  suppose  les  électrons  animés 
d'une  rotation  autour  d'un  diamètre  de  la  sphère,  et  cette  rotation  est  supposée 
assez  rapide  pour  que  les  électrons  restent  dans  un  plan  passant  par  le  centre 
de  la  sphère.  Le  problème  mathématique  est  ainsi  notablement  simplifié. 
J.-J.  Thomson  l'a  résolu  en  supposant  que  les  électrons  forment  les  sommets 
d'un  polygiine  régitilier  dont  le  centre  est  le  centre  de  la  sphère  et  le  plan  est 
perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation.  Il  arrive  au  résultat  intéressant  que  cet 
anneau  d'électrons  ne  peut  obienir  sa  stabilité  par  une  rotation  suffisamment 
rapide  que  si  n  est  au  plus  égal  à  5.  Pour  «  =  6  l'anneau  est  instable,  quelque 
grande  que  soit  la  vitesse  de  rotation  et  il  ne  devient  stable  que  si  l'on  ajoute  un 
électron  au  centre  de  la  sphère.  J.-J.  Thomson  considère  aussi  des  électrons 
distribués  par  anneaux  concentriques.  Il  introduit  d'ailleurs,  dans  ses  calculs, 
des  simplifications  sujettes  à  la  critique,  de  sorte  que  ses  résultats  ne  peuvent 
être  regardés  que  comme  une  première  approximation. 

L'auteur  ne  suppose  aucune  rotation  de  l'atome. 

1.  Étude  générale  de  la  stabilité  d'un  anneau  d'électrons.  —  L'auteur 
applique,  pour  l'étude  de  la  stabilité,  la  méthode  des  petites  oscillations.  Il 
suppose  n  électrons  placés  au  sommet  d'un  polygone  régulier  de  rayon  a  el 
concentrique  à  la  sphère.  La  condition  d'équilibre  est 

n  —  \ 
V  I    \->  I 

b^        4  —    .   5- 

f      sin  — 
n 

Dans  un  petit  mouvement  du  système,  les  électrons  ont  des  coordonnées 
cylindriques 

2  T 

/•^a-i-Q.;         Q=  — '-  s  -\-  (  3.—  »„  )  :         z-=z         (s  =  0,1 n  —  i  ) 

n  ...  I         - 

Mil  p^,  -j^,  .;.  sont  des  infiniment  petits.  Les  équations  de  Lagraiige  donnent, 
pour  le  premier  électron, 

1  1 

n  — 1  n  — 1 

1  t 

1 

où  a-'A,  a'A,,  a'C,,  a  =  D,  a'D,  sont  des  constantes  numériques  qui  ne  dépendent 
que  de  n   (et  de  5).  En  cherchant  les  oscillations  fondamentales,  dont  on  peut 

désigner  la    fréquence   part/ — >  on  obtient  un  système  d'équations  linéaires 

n.i2. 
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(|iii  piilraine  en  particulier  les  équations 

(-^  +  -^)   (Po+P,H----^P„_,)  =  <•• 
•^  +  Â^  )  (-0  +  -1  +  •  •  •  -+-  -„-iJ  =  o. 


(' 


La  valeur  jc  =  —  est  racine  de  l'équalion  caractéristique  et  correspond  à  une 

oscillation  fondamentale  dans  laquelle  les  électrons  sont  animes  de  mouvenienls 
vibratoires  le  long  de  leurs  rayons  vecteurs.  La  racine  a:  =  o  est  une  racine 
triple;  elle  correspond  au  mouvement  dans  lequel  les  différents  électrons  sont 
animés  de  vibrations  rectilignes  toutes  parallèles  entre  elles.  Enfin  la  racine 


est  triple  :  elle  correspond  à  une   rotation   d'ensemble  autour  d'un  a.\e  passant 
par  le  centre  de  la  sphère. 

Les  autres  oscillations  fondamenlales  s'obtiennent  en  posant 

p^^OL^p^,  cp^=r:a''J„,  3.  i=a'5i,  (S=I,2,   ...,«  — I  ), 

o{i  a  désigne  une  racine  /i'*°"  de  l'unité  autre  que  i.  Les  équations  (jui   déter- 
minent ces  oscillations  se  réduisent  aux  trois  suivantes: 

o„(— a:-i-7^-l-  A'-f-  Sa'A,)  +  a-j„Sa'B.=  o, 

—  p„«£a'  B,-l-a-'f„(  —  j;  -i-  C  —  ila'  C,)  =  o. 

z„{—x  -h  ^—  D  +  Sa'D  )  =  o. 

La  stabilité  sera  assurée  si  les  racines  de  l  équation  caractéristique  sont 
toutes  positives,  ce  qui  donne,  pour  chaque  racine  n''""  ci,  deux  inégalités. 
Dans  chacune  des  oscillations  fondamenlales,  les  électrons  déirivent  des  cllijïses 
t'gales. 

Le  calcul  montre  que  la  stabilité  est  assurée  pour  ii  =  a  et  n  =  î.  Pour  n  =  ) 
rinstabililé  provient  de  l'oscillation  dans  laquelle  les  électrons  se  dépbiccnt 
parallèlement  à  l'axe  de  la  figure,  le  premier  et  le  troisième  dans  un  sens,  le 
deuxième  et  le  quatrième  dans  le  sens  opposé.  Les  électrons  tendent  ainsi  à 
se  placer  aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre.  Cela  conduit  a  éturlier  la  stabi- 
lité de  la  structure  pour  laquelle  les  quatre  électrons  sont  aux  somuicls  d'un 
tétraèdre  régulier. 

'2.  Étude  de  téquitibie  et  de  la  stabilité  des  systèmes  d'électrons  constitues 
jKtr  un  anneau  et  deux  pôles .   -     r^'anli-ui-  consirlèn'  mainti'nant 


(■•le(lron<.  dont  m  fi>rment  un  anneau  de  ravon  «,,  les  deux  autres  étani  siim- 
sui-    l'axe   de    cet   anneau,   de    part  et  d'autie  du  centre,  à  la  fiislamc  a.  {\c  (i 
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cenlre.  Les  équations  (réquilibre  sont  alors 

S^  I  m  —  2 


('«-2)  r; 


/«S„ 


6*        4«?        2a^ 

^  ,  ■      1-  .      1-  •        1  f- —  fïi 

Pans    les  cas    particuliers    étudies,    le    rapport  —^ est  assez    petit  pour 

qu'on  puisse  pratiqueinent  négliger  son  carré:  on  a  en  effet 

pour  //i  =  3.  (72=i,o2a,; 

»  //i  =  4,  a^  =:          a,  ; 

»  7?i  =  5,  «2=1),  g- a,; 

»  /n  ^ 'î,  «2  ^0,94  a,. 

Une  méthode  de  caliul  identique  à  celle  du  paragraphe  précédent  conduit  à  la 
conclusion  qu'il  }•  a  stabilité  pour  n  =  5,  6. 7.  Au  contra  lie  dans  le  cas  de  «  =  X 
il  y  a  instabilité  et  tendance  des  électrons  à  se  ranger  aux  sommets  d'un  cube. 

3.  L  élude  de  la  stabilité  des  formes  tétraédrique  et  cubique.  —  Pour  celte 
étude  l'auteur  se  sert  d'un  nouveau  système  de  coordonnées,  chaque  point  F 
étant  représente  par  les  projections  rectangulaires  du  vecteur  OP  sur  les  quatre 
axes  qui  joignent  l'origine  O  aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  régulier  de 
centre  0.  La  somme  des  quatre  coordonnées  d'un  point  est  toujours  nulle.  La 
méthode  de  calcul  adoptée  est,  à  part  celte  modification,  la  même  que  précé- 
demment et  les  oscillations  fondamentales  sont  obtenues  par  un  procédé  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  indiqué  plus  haut.  L'équation  d'équilibre  est,  dans  le  cas 
du  létraèdrc. 

V  3v/3 

"  4  V  2  a 

V 

et  les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont,  à  part  o  et  —  qui  correspondent 
à  des  mouvements  d'ensemble  du  sjstème, 

3v  3v  _3l 

P  '  Tb^'  4P' 

la  première  est  racine  simple,  la  seconde  triple   et  la  troisième  racine   double. 
Il  y  a  donc  stabilité. 

Dans  le  cas  du  cube  l'équation  d'équilibre  est 

y  _   I   /i       3n/3       3s/3\       3.47 

en  désignant  par  a   la  distance  commune  des  électrons  au  centre  de  la  sphère. 

Ici  l'une  des  quantités  x  est -^  >  de  sorte  qu'il  y  a  instabilité,  les  électrons 

a' 

tendent  à    se  ranger   suivant  deux    anneaux  parallèles,   les  carrés  formés  dans 

chaque  anneau  étant  en  croix  l'un  par  rapport  à  l'autre. 
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4.  Étude  de  la  stabilité  du  double  anneau.  —  L'auteur  considère  deux 
anneaux  de  m  électrons  situés  dans  des  plans  parallèles  de  même  rayon,  les 
électrons  étant  placés  de  manière  que  ceux  du  premier  anneau  se  projellenl  sur 
le  plan  du  deuxième  anneau  sur  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
rayons  vecteurs  qui  aboutisssent  aux  électrons  de  ce  deuxième  anneau.  Le 
calcul  montra  que  pour  m  =  4  ''  y  3  stabilité;  au  contraire,  il  y  a  instabilité 
pour  m  =  h.  L'atome  tétraédrique  et  l'atome  octaédrique  rentrent  dans  ce  type 
pour  />*  =  2  et  /n  =  3. 

5.  Étude  de  la  stabilité  dans  le  cas  d'un  double  anneau  et  de  deux  pôles. 
—  Supposons  que  l'atome  comprenne 


électrons  rangés  suivant  deux  anneaux  di-^posés  comme  dans  le  paragraphe 
précédent,  auxquels  s'ajouteraient  deux  électrons  placés  sur  l'axe  commun  de 
part  et  d'autre  des  plans  des  deux  anneaux.  On  obtient  des  oscillations  fondamen- 
tales en  supfK>sant  les  deux  pôles  fixes  et  les  anneaux  mobiles  comme  s'il  n'y 
avait  pas  de  pôles;  les  autres  oscillations  fondamentales  s'obtiennent  en  suppo- 
sant les  pôles  mobiles  le  long  de  l'axe.  Il  y  a  stabilité  dans  les  cas 

m  —  4.  J,  'i/ 
ce  qui  correspond  à 

n  =  10.  12,  14. 

6.  Résumé  et  généralisation .  —  On  pourrait  essayer  de  généraliser  les  résul- 
tats obtenus  en  admettant  l'existence  d'un  axe  de  symétrie  de  l'atome  avec 
plusieurs  anneaux,  accompagnés  ou  non  de  deux  ou  de  trois  pôles.  Une  struc- 
ture stable  vraisemblable  serait  par  exemple  caractérisée  par  la  formule 

N  =  I  -r-/>„-h  2p.-i-  p^-hl. 

On  peut  espérer  trouver  ainsi  des  lois  de  périodicité  analogues  à  la  loi  de 
périodicité  du  système  des  éléments. 

Si  l'on  admet  maintenant  que  ces  atomes  soient  animés  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  de  leur  axe.  la  structure  n'est  pas  esseniiellentent  cUangée,  cer- 
taines for:i>es  qui  étaient  instables  peuvent  devenir  stables. 

Vog'l  (IV.).  —    Recherches    mélriqiies  sur  l'hyperbole  cubique 
tien  particulier  l'hyperbole  ciibiqiie  équilalèie  (3o3-3i-). 

A  part  un  article  de  H.  Schrôler  {Math.  .Ann.,  t.  XXV,  p.  29.^),  peu  de 
recherches  ont  été  faites  sur  la  métrique  des  cubiques  gauches.  L'auteur  se 
|)ropose  d'étudier,  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés  métriques,  l'hyperbole 
cubique,  c'est-à-dire  la  cubique  gauche  admettant  à  l'inlini  trois  points  réels  et 
distincts. 

\.  Propriétés  métriques  de  l'hyperbole  cubique  générale.  —  Soient  a,  b,  c 
les  trois  asymptotes  dune  hyperbole  cubique  l)-".  Soient  de  plus  d.  e.f  les  axes 
«les  cylindres  hyperboliques  circonscrits  à  la  courbe  et  ayant  leurs  génératrices 
respectivement  parallèles  ù  a,  b,  c.  Ces  six  droites  forment  uft  hexagone  gauche 
»  côtés  opposés  parallèles   («,(/),    (6,  e)    et  {c,f).  Les  côté»  de  cet  hexagone 
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sont  los  arèles  d'un  parallélépipùde,  dit  le  parallélépipèJe /o/trfa//ie/i/a/,  dont 
les  six  faces  sont  les  trois  couples  de  plans  asymptotes  des  trois  cylindres. 

Soient  M  et  M,  les  sommets  opposés  du  parallélépipède  qui  ne  se  trouvent 
sur  aucune  des  6  arêtes  a,  b,  c,  d,  e,/.  Les  plans  osculaleurs  a,  ,3,  -f,  de  la  courbe 
aux  points  à  l'infini  sur  les  asymptotes  sont  les  plans  menés  par  a,b,  c  paral- 
lèlement à  la  diagonale  MM,. 

Soient  A>,  11!),  3,  (D,  C,  ^f  les  milieux  des  arêtes  de  Ihexagone  AA,BB,CC, 
formé  par  les  droites  a,  b,  c,  d,  e,  f,  et  soit  O  le  centre  du  parallélépipède 
fondamental.  Les  six  points  -X,,  il!»,  3,  (0,  C,  J*  sont  dans  un  même  plan  avec  le 
point  O  ;  c'est  le  plan  principal  a  de  l'hyperbole.  Les  droites  -Aid)  =/>,  lH)o  =  q, 
S.)"  =  /•  sont  des  diamètres  de  la  courbe  respectivement  pour  les  plans  parallèles 
au  plan  a,  p,  y;  c'est-à-dire  que  le  SN'métriquc  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  par  rapport  à  la  droite />,  la  symétrie  (oblique)  étant  prise  parallèlement 
au  plan  a,  appartient  encore  à  la  courbe. 

Les  droites  p,  q,  r  coupent  chacune  l'hyperbole  en  un  point,  et  ces  trois 
points  P,  Q,  \\  sont  les  trois  sommets  de  la  courbe.  Les  tangentes  à  la  courbe 
en  ces  points  sont  respectivement  parallèles  à  a,  [j,-/  elles  plans  osculateurs  en 
ces  points  passent  par  le  centre  O  du  parallélépipède  fondamental. 

Tout  plan  parallèle  au  plan  principal  \x  coupe  l'hyperbole  en  trois  points  dont 
le  centre  de  gravité  est  sur  la  diagonale  MM,. 

Les  trois  asymptotes  a,b,c  déterminent  un  hyperboloïde  décentre  O,  Ihyper- 
boloïdc  des  asymptotes.  Son  homolhélique  par  rapport  au  point  O,  le  rapport 
d'homothétie  étant  3,  contient  l'hyperbole  cubique;  c'est  rhyperboloVde  fonda- 
mental. L'une  des  familles  de  génératrices  de  cet  hyperboloïde  est  formée  de 
sécantes  doubles  de  !a  cubique.  Le  milieu  du  segment  déterminé  sur  une  de  ces 
sécantes  par  ses  deux  points  d'intersection  avec  la  cul)ique  coïncide  avec  le 
milieu  du  segment  déterminé  par  ses  deux  points  d'intersection  avec  l'hyper- 
boloïde  des  asymptotes. 

Étant  donné  un  point  quelconque  tie  la  cubique,  le  parallélépipède,  dont  ce 
point  et  le  point  M  sont  deux  sommets  opposés  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
aux  asymptotes,  a  un  volume  constant  et  égal  au  volume  du  parallélépipède 
fondamental.  Il  en  est  de  même  si  l'on  remplace  le  point  M  par  le  point  M,.  La 
cubique  appartient  ainsi  à  deux  surfaces  cubiques  qui  se  coupent  en  outre 
suivant  les  trois  droites  à  l'infini  des  faces  du  parallélépipède  fondamental  et 
suivant  une  seconde  hyperbole  cubique  f)J,  dite  conjuguée  de  la  première.  Les 
asymptotes  de  f^J  sont  les  axes  des  cylindres  de  i^  et  réciproquement. 

Les  deux  hyperboles  conjuguées  sont  symétriques  par  rapport  au  point  O. 
Elle  Oit  même  hyperboloïde  fondamental.  Chacune  de  ces  hyperboles  est  lelieu  des 
milieux  de  celles  des  sécantesdoubles  de  l'autre  qui  sontsituées  sur  l'hypcrboloïde 
fondamental.  Elles  possèdent  la  même  surface  centrale  du  troisième  ordi-e  qui 
admet  un  centre  en  O,  le  plan  tangent  en  ce  centre  étant  le  plan  ui.  Les  deux 
hyperboles  sont  des  lignes  asymptotiques  de  cette  surface  centrale. 

Un  parallélépipède  donné  peut  être  i-egardé  de  quatre  manières  différentes 
comme  le  parallélépipède  fondamental  d'un  couple  d'hyperboles  conjuguées. 

IL  L'hyperbole  équilatère.  —  Une  quadrique  réglée  est  dite  équilatère 
quand  elle  possède  un  système  de  trois  génératrices  rectangulaires,  et  alors  elle 
en  possède  une  infinité.  L'hyperbole  cubique  ^f  sera  dite  equilotère  quand  son 
parallélépipède  fondamcnl;il  sera  rectangle. 

F'ar  une  hyperbole  cubique  il  passe,  en  général,  un  faisceau  d'hyperboloïdcs 
é(|iiilatères.   l'our  qu'il  puisse  passer  trois  hyperboloïdes  équilatères    n'appar- 


i86  SECONDE   PARTIE. 

tenant  pas  à  un  même  faisceau,  il  faut  que  l'hyperbole  cubique  soit  équilalère. 

Tout  plan  coupe  une  hyperbole  équilatère  fy  suivant  un  triangle  dont  le  point 
de  concours  des  hauteurs  est  situé  sur  la  sécante  double  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle. Il  existe  ao^  tétraédies  à  hauteurs  concourantes  inscrits  dans  h 
courbe  et  le  point  de  concours  des  hauteurs  de  l'un  quelconque  de  ces  tétraèdres 
est  sur  la  courbe.  Tontes  les  cubiques  passant  par  cinq  points  tels  que  quatre 
quelconques  d'entre  eu\  forment  un  tétraèdre  à  hauteurs  concourantes  sont  des 
hyperboles  équilatêres. 

Kiant  donné  un  tétraèdre  quelconque  inscrit  dans  une  cubique  équilatère, 
riiyperboloïde  déterminé  par  les  hauteurs  contient  la  cubique  et  les  généra- 
trices du  même  système  que  les  hauteurs  sont  des  sécantes  simples  de  cette 
cubique.  Il  existe  x'  hyperboles  équilatêres  circonscrites  à  un  tétraèdre  donné. 

L'auteur  appelle  hexagone  orthogonal  un  hexagone  gauche  tel  que  le  plan 
de  trois  quelconques  de  ses  sommets  soit  perpendiculaire  au  plan  des  trois 
autres.  Toute  cubique  circonscrite  à  un  hexagone  orthogonal  est  une  hyperbole 
équilalère.  Réciproquement,  deux  plans  perpendiculaires  quelconques  déter- 
minent sur  une  hyperbole  équilatère  les  six  sommetsdun  hexagone  orthogonal. 
Cinq  des  six  sommets  déterminent  le  sixième.  Par  suite,  étant  donnés  cinq 
points  quelconques  sur  une  hyperbole  équilalère,  les  dix  plans  obtenus  en 
menant,  par  deux  quelconques  de  ces  cinq  points,  le  plan  perpendiculaire  au 
plan  déterminé  par  les  trois  autres  coupent  l'hyperbole  en  un  même  point. 

E.  Cartan. 
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